内 容 提 要 


本 书 是 作者 在 莫斯科 大 学 力学 - 数学 系 讲授 多 饥 数学 分 析 的 基础 上 写成 的 . 本 书 
目 1981 年 第 1 版 出 版 以 来 , 至 今 已 经 修订 为 第 4 版 . 在 内 容 方面 , 作者 力图 使 与 其 平 
行 的 以 及 后 继 的 分 析 、 代 数 和 几何 方面 的 现代 数学 课程 之 间 联 系 更 加 紧密 , 把 重点 移 
到 一 般 数 学 中 最 有 本 质 意义 的 那些 概念 和 方法 上 , 并 改进 语言 的 叙述 , 使 之 与 现代 数学 
科学 文献 的 语言 适当 接近 ; 另 一 方面 , 在 保持 数学 一 般 理 论 令 述 严谨 性 的 同时 , 对 反映 
其 目 然 科 学 源 录 和 应 用 的 要 求 也 有 充分 体现 . 

全 书 共 二 着 , 第 二 卷 的 内 容 包括 : 连续 映射 的 一 般 理论 、 赋 范 空间 中 的 微分 学 、 
重 积 分 、R” 中 的 曲面 和 微分 形式 、 曲 线 积分 和 曲面 积分 、 向 量 分 析 与 场 论 、 流 形 上 
做 分 形式 的 积分 法 、 级 数 和 含 参 变量 函数 族 的 一 致 收敛 性 及 基本 分 析 运 算 、 含 参 变量 
积分 、 人 里 叶 级 数 与 优 里 叶 变 换 、 渐 近 展 开 等 . 与 常见 的 分 析 教 科 书 相 比 , 本 卷 的 内 
容 相 当 新 颖 , 系统 地 引进 了 现代 数学 (包括 泛 函 分 析 、 拓 扑 学 和 现代 微分 几何 等 ) 的 基 
本 概念 、 有 思想 和 方法 , 有 关 应 用 的 内 容 也 更 加 贴近 现代 自然 科学 . 

本 书 可 供 综 合 大 学 和 师范 大 学 数学 、 物 理 、 力 学 及 相关 专业 的 教师 和 学 生 和 参考 使 
用 , 工科 大 学 应 用 数学 系 也 可 当 作 教材 或 主要 参考 书 . 


《俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


从 上 世纪 50 年 代 初 起 , 在 当时 全 面 学 习 苏 联 的 大 背景 下 , 国内 的 高 等 学 校 大 量 
采用 了 翻译 过 来 的 苏联 数学 教材 . 这 些 教材 体系 严密 , 论证 严谨, 有 效 地 帮助 了 青年 
学 子 打 好 扎实 的 数学 基础 , 培养 了 一 大 批 优秀 的 数学 人 才 . 到 了 60 年 代 , 国内 开始 
编纂 出 版 的 大 学 数学 教材 逐步 代 蔡 了 原先 采用 的 苏联 教材 , 但 还 在 很 大 程度 上 保留 
着 苏联 教材 的 影响 , 同时 , 一 些 苏联 教材 仍 被 广大 教师 和 学 生 作 为 主要 参考 书 或 课外 
读物 继续 发 挥 着 作用 . 客观 地 说 , 从 解放 初 一 直到 文化 大 革命 前 夕 , 苏联 数学 教材 在 
培养 我 国 高 级 专门 人 才 中 发 挥 了 重要 的 作用 , 起 了 不 可 忽略 的 影 啊 , 是 功 不 可 没 的 . 


改革 开放 以 来 , 通过 接触 并 引进 在 体系 及 风格 上 各 有 特色 的 欧美 数学 教材 , 大 
家 眼界 为 之 一 新 , 并 得 到 了 很 大 的 启发 和 教 益 . 但 在 很 长 一 段 时 间 中 , 尽管 苏联 的 数 
学 教学 也 在 进行 积极 的 探索 与 改革 , 引进 却 基本 中 断 , 更 没有 及 时 地 进行 跟踪 , 能 看 
懂 俄 文 数学 教材 原著 的 人 也 越 来 越 少 , 事实 上 已 造成 了 很 大 的 隔膜 , 不 能 不 说 是 一 
个 很 大 的 缺憾 

事情 终于 出 现 了 一 个 转折 的 契机 . 今年 初 , 在 由 中 国 数学 会 、 中 国 工业 与 应 用 数 
学 学 会 及 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 联合 组 织 的 迎春 茶话会 上 , 有 数学 
家 提出 , 莫斯科 大 学 为 庆祝 成 立 250 周年 计划 推出 一 批 优秀 教材 , 建议 将 其 中 的 一 
些 数学 教材 组 织 翻译 出 版 . 这 一 建议 在 会 上 得 到 广泛 支持 , 并 得 到 高 等 教育 出 版 社 
的 高 度 重视 . 会 后 高 等 教育 出 版 社 和 数学 天 元 基金 一 起 邀请 熟悉 俄罗斯 数学 教材 情 
况 的 专家 座谈 讨论 , 大 家 一 致 认为 : 在 当前 着 力 引进 俄罗斯 的 数学 教材 , 有 助 于 扩大 
视野 , 开拓 思路 , 对 提高 数学 教学 质量 、 促 进 数学 教材 改革 均 十 分 必要 . 《俄罗斯 数 
学 教材 选 译 》 系 列 正 是 在 这 样 的 情况 下 , 经 数学 天 元 基态 资助 , 由 高 等 教育 出 版 社 
组 织 出 版 的 


-ii 《俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


经 过 认真 选 题 并 精心 翻译 校订 , 本 系列 中 所 列 入 的 教材 ， 以 莫斯科 大 学 的 教材 
为 主 , 也 包括 俄罗斯 其 他 一 些 著名 大 学 的 教材 . 有 大 学 基础 课程 的 教材 , 也 有 和 运 合 大 
学 高 年 级 学 生 及 研究 生 使 用 的 教学 用 书 . 有 些 教材 虽 曾 翻译 出 版 , 但 经 多 次 修订 重 
版 , 面目 己 有 较 大 变化 , 至 今 仍 广泛 采用 、 深 受 欢迎 , 反射 出 俄罗斯 在 出 版 经 典 教材 
方面 所 作 的 不 懈 努 力 , 对 我 们 也 是 一 个 有 益 的 借鉴 . 这 一 教材 系列 的 出 版 , 将 中 俄 数 
学 教学 之 间 中 断 多 年 的 链条 重新 连接 起 来 , 对 推动 我 国 数学 课程 设置 和 教学 内 容 的 
改革 , 对 提高 数学 素养 、 培 养 更 多 优秀 的 数学 人 才 , 可 望 发 挥 积极 的 作用 , 并 起 着 深 
远 的 影响 , 无 疑 值得 庆贺 , 特 为 之 序 


李 大 潜 
2005 年 10 月 


ll 


在 第 四 版 改正 了 已 经 发 现 的 印刷 错误 


B. 车 里 奇 
莫斯科 , 2002 年 


第 三 版 与 第 二 版 的 区 别 只 是 一 些 局 部 的 修改 (只 有 一 处 的 证 明 作 了 修正 ), 还 补 
充 了 一 些 我 认为 有 益 的 习题 


B. 车 里 奇 
莫斯科 , 2001 年 


本 书 第 二 版 与 第 一 版 的 区 别 , 除 改正 了 已 经 发 现 的 第 一 版 的 印刷 错误 外 , 主要 
特点 如 下 : 某 些 问题 (例如 , 涉及 到 级 数 和 健 里 叶 变换 的 问题 ) 重 写 了 ; 有 些 重要 定 
理 (例如 , 一 般 的 有 限 增 量 定理 ) 的 证 明 变 得 更 加 简洁 明晰 ; 增加 了 一 些 新 的 应 用 例 
子 和 新 的 内 容 丰 富 的 练习 , 它们 与 相应 章节 的 理论 有 关 , 有 时 显著 地 延伸 了 这 些 理 
论 的 内 容 ; 书 末 给 出 了 考试 大 纲 以 及 口试 提纲 和 参考 题 ; 参考 文献 索引 也 扩充 了 ， 

关于 本 书 第 二 卷 的 取材 和 特点 , 在 第 一 版 序言 中 有 进一步 的 说 明 . 


B. 车 里 奇 
莫斯科 , 1998 年 


在 第 一 卷 的 序言 中 , 对 全 书 的 特点 已 经 作 了 足够 详细 的 介绍 , 因此 , 我 在 这 里 只 
对 第 二 卷 的 内 容 作 一 些 说 明 . 

作为 这 一 卷 的 基本 内 容 一 方面 有 重 积 分 , 曲线 积分 和 曲面 积分 , 直到 一 般 的 斯 
托 克 斯 公式 及 其 应 用 例子 ; 另 一 方面 又 有 级 数 和 含 参 变量 积分 的 全 部 材料 , 其 中 包 
括 健 里 叶 级 数 , 健 里 叶 变 换 和 渐 近 展开 的 知识 . 

因此 , 这 一 卷 基本 上 符合 综合 大 学 数学 系 二 年 级 的 教学 大 纲 . 

为 了 不 致使 上 述 两 大 题材 的 前 后 顺序 生硬 地 按 学 期 固定 下 来 , 我 实际 上 是 把 它 
们 独立 叙述 的 . 

第 九 章 和 第 十 章 , 即 这 本 书 开 头 的 两 章 , 实质 上 用 一 般 形式 简要 地 重 写 了 第 一 
卷 中 关于 连续 函数 和 可 微 函 数 的 几乎 全 部 最 重要 的 内 容 . 它们 都 标 以 星 号 *, 并 且 是 
作为 第 一 卷 的 补充 写 的 . 但 是 , 其 中 的 许多 概念 已 经 是 当今 器 数学 系 学 生 叙 述 分 析 
时 必须 提 到 的 . 在 这 两 章 , 叙述 了 形式 化 抽象 理论 之 后 常 给 出 大 量 例 子 和 局 发 性 注 
释 , 在 第 一 卷 中 , 它们 是 摆 在 形式 化 抽象 理论 叙述 之 前 的 . 如 果 读 者 有 足够 的 训练 ， 
在 读 这 两 章 时 能 跳 过 这 些 例子 和 启发 性 注释 , 那么 , 第 二 卷 在 形式 上 就 几乎 与 第 一 
卷 无 关 . 

这 本 书 中 关于 多 变量 函数 积分 学 的 主要 的 新 内 容 是 从 第 十 一 章 开 始 的 ， 其 实 ， 
在 读 过 本 教程 第 一 卷 之 后 可 以 从 这 一 章 开始 读 第 二 卷 , 并 不 影响 对 内 容 的 理解 . 

在 叙述 曲线 和 曲面 积分 理论 时 , 讲述 并 使 用 了 微分 形式 的 语言 、 首先 , 基于 初等 
的 材料 引进 全 部 基本 几何 概念 和 分 析 结 构 , 然后 , 由 它们 构成 通 往 一 般 斯 托 殉 斯 公 
式 的 抽象 定义 阶梯 . 

第 十 五 章 是 流 形 上 微分 形式 积分 法 的 一 个 综合 性 叙述 . 我 认为 它 是 对 第 十 一 至 


:证 。 第 一 版 序言 


十 四 章 中 , 就 具体 对 象 叙 述 和 前 明 的 那些 必须 学 习 的 材料 , 所 作 的 非常 合适 、 非 常 
系统 的 补充 . 

在 有 关 级 数 和 含 参 变量 积分 部 分 , 除 给 出 传统 材料 外 , 还 给 出 (第 十 九 章 ) 了 浙 
近 级 数 和 积分 的 渐 近 式 的 初等 理论 , 由 于 它们 都 是 有 效 的 分 析 工 具 , 这 样 做 无 疑 是 
非常 有 益 的 . 

为 了 理解 的 方便 , 补充 材料 或 第 一 次 阅读 可 以 跳 过 去 的 部 分 , 都 用 星 号 标 了 出 来 . 

本 书 各 章 和 插图 是 继 已 经 出 版 的 第 一 卷 ( 齐 里 奇 : 数学 分 析 , 第 一 卷 , 莫斯科 , 科 
学 出 版 社 , 1981 年 ) 编号 的 . 

关于 参考 资料 , 这 里 只 给 出 那些 在 第 一 卷 中 没有 提 到 的 学 术 文献 . 

为 了 读者 的 方便 和 简化 书写 , 同 过 去 一 样 , 证 明 的 开始 和 结尾 分 别 以 记号 4 和 
> 表示 . 只 要 方便 , 定义 的 引进 都 使 用 了 据 定 义 相 等 的 专门 符号 := 或 =:, 其 中 双 点 
放 在 被 定义 的 对 象 一 边 . 

这 本 书 继续 保持 了 第 一 卷 的 风格 , 无 论 对 数学 结构 本 身 的 简洁 性 和 逻辑 的 严密 
性 , 还 是 对 如 何 展示 理论 在 自然 科学 中 的 各 种 应 用 , 都 给 予 了 很 大 重视 . 


B. A. 草 里 奇 
莫斯科 , 1982 年 


《俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 
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“第 九 章 ”连续 映射 (一 般 理论 ) 


我 们 对 数值 函数 和 形 如 了 : Rm -Rn 的 映射 已 经 建立 的 那些 连续 映射 的 性 质 
在 这 一 章 中 将 以 统一 的 观点 加 以 推广 和 叙述 . 同时 将 引进 一 系列 简单 的 、 但 数学 中 
广泛 使 用 的 重要 概念 . 


831 度量 空间 


1. 定义 和 例子 
定义 1 称 集合 和 上 装备 了 度量 或 度量 空间 的 结构 , 或 称 X 是 度量 空间 , 如 果 
指定 了 消 数 
d:XxX— RkR, (1) 
且 满 足 条 件 : 


a) d(7X1, 72) = 0 71 = 7X2, 

b) d(z1, 7x2) = d(x2,z1) (对 称 性 )， 

Cj d(Zi1, X3) < d(X1, XT2) + d(x2, X3) (三 角 不 等 式 )， 其 中 T1,T2, XT3 是 及 中 的 任意 
元 素 . 
这 时 , 称 函 数 (1) 为 中 的 度量 或 距离 . 
因此 , 度量 空间 是 由 集合 XX 和 在 X 上 给 定 的 度量 组 成 的 序 对 (X;d). 
按照 几何 术语 , 经 常 把 集合 X 的 元 素 称 为 点 . 
我 们 看 到 , 在 三 角 不 等 式 c) 中 如 果 假 设 za = zi, 那么 考虑 到 度量 公理 a) 和 b)， 
便 得 到 


0 < d(x1, X72), 
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也 就 是 说 , 满足 公理 a),b),c) 的 度量 是 非 负 的 . 
我 们 来 看 几 个 例子 . 


例 1 实数 集 及 成 为 度量 空间 , 如 果 对 于 数 zi, za 规定 d(z1, Z2) = |21 一 Za2|. 


例 2 在 有 上 还 可 以 引进 许多 其 他 的 度量 . 例如 ， 平凡 度量 , 在 这 种 度量 下 任何 
不 同 两 后 间 的 距离 都 规定 等 于 1. 


及 上 的 下 列 度量 包含 丰富 的 内 容 . 假设 z 一 f(x) 是 对 x > 0 定义 的 非 负 函数 ， 
而 且 仅 当 r=0 时 它 等 于 0. 如 果 这 个 函数 严格 上 凸 ， 那么 对 于 Xi,T2 € 及 ， 规定 


d(z1, 72) = /zl — x2l), (2) 


便 得 到 及 上 的 度量 . 
这 里 , 公理 a),b) 显然 满足 , 而 三 角 不 等 式 可 以 从 下 列 不 难 验证 的 事实 推出 : J 严 
格 单调 , 并 日 当 0 < a <b 时 满足 不 等 式 


fla+b) — f(b) < fla) — f(0) = Fo) 
特别 地 , 可 以 规定 
d(x1, XT2) = Vv |zx1 — ro 
或 


|Za 一 Z2| 
1 十 1Z1 一 TZ2| 


在 后 一 种 情况 下 , 任意 两 个 不 同 点 之 间 的 距离 是 小 于 1 的 正 数 . 


例 S 在 R™ 中 ， 尽 x1 二 (zi 21, , TI), T2 一 (23, 72, “ 2 间 除 了 通 芝 的 距 
窜 


d(Z1， Z2) = 


d(z1, T2) 一 (3) 


外 , 还 可 以 引进 距离 ， 
do(z1,72) = (> [21 一 oi] (4) 


其 中 p > 1. 由 闵可夫 斯 基 不 等 式 ( 见 第 5 章 84 第 2 段 ) 可 以 推 知 函数 (4) 满足 三 
角 不 等 式 ， 


例 4 如 果 在 印 制 的 文件 中 遇 到 有 印 错 某 些 字母 的 词 , 假如 错 的 不 多 , 那么 纠正 
错误 以 恢复 词 的 原意 不 会 有 特别 的 困难 . 但 是 , 纠正 错误 和 恢复 词 意 的 操作 并 不 总 
是 唯一 确定 的 , 因此 , 在 其 他 条 件 相 同 的 情况 下 , 必须 优先 采用 那 种 修改 量 较 少 的 详 
解 . 根据 这 个 道理 , 在 编码 理论 中 , 在 由 0 和 1 组 成 的 全 为 的 所 有 序列 的 集合 上 
采用 p = 1 时 的 度量 (4). 
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在 几何 上 , 这 些 序列 所 组 成 的 集合 可 理解 为 R* 中 单位 立方 体 
T= {rxeR"l0g<z <1,i=1,2,...,n} 


的 顶 扣 所 组 成 的 集合 . 两 个 顶点 间 的 距离 是 从 两 顶点 之 一 的 坐标 得 到 另 一 个 顶点 的 
坐标 所 必须 的 0, 1 的 转换 数 . 每 个 这 样 的 转换 是 沿 着 立方 体 的 某 一 棱 进 行 的 . 因此 
所 研究 的 距离 是 立方 体 的 顶点 间 沿 着 立方 体 棱 的 最 短路 径 . 


例 5 在 比较 两 组 n 次 同类 测量 的 结果 时 , 最 常用 的 是 p = 2 时 的 度量 (4). 在 
这 个 度量 下 , 两 点 间 的 距离 通常 称 为 它们 的 二 次 根 方差 


例 6 在 (4) 中 如 果 对 2 一 +oo 取 极 限 , 那么 容易 得 到 R* 中 的 下 列 度量 : 


dz1 72) = max zl 一 x2l. (5) 
vs 


例 7 cfa 中 是 闭 区 间 上 连续 函数 组 成 的 集合 , 它 做 成 度量 空间 , 如 果 对 其 中 的 
函数 /9, 规定 
d(f,9) = max |f(z) — g(z)|. (6) 


aT&b 


显然 , 度量 公理 a),b) 是 满 是 的 , 而 三 角 不 等 式 从 以 下 事实 推出 ; 


f(r) — h(r)| < |f(7) ~ g(r)| + lg(z) — h(z)| 
< d(f,g) + d(g, h), 


即 
df,h) = max, |f(7) — hz)| < dlf, 9) + dlg,h) 


度量 (6) 称 为 Cla,9 中 的 一 致 度量 或 切 比 雪夫 度量 , 当 我 们 希望 用 别 的 函数 , 辟 
如 多 项 式 , 代替 给 定 的 函数 , 并 能 借助 它 以 所 需 精度 计算 原来 隙 数 在 每 一 点 x € [a, | 
的 值 时 , 量 d(f,9) 恰好 刻画 了 这 个 近似 计算 的 精确 度 ， 

Cla,9] 中 的 度量 (6) 与 R* 中 的 度量 (5) 是 很 相似 的 . 


例 8 在 Cla, 臣 中 可 以 像 度量 (4) 那样 对 p > 1 引进 度量 


p 1/p 
dplf,9) = (/ so) (7) 


当 p > 1 时 , 从 积分 的 闵可夫 斯 基 不 等 式 推出 , (7) 的 确 是 度量 . 而 积分 的 闵可夫 斯 
基 不 等 式 可 从 对 积分 和 写 出 的 闵可夫 斯 基 不 等 式 取 极 限 得 到 . 

特别 地 , 度量 (7) 的 重要 的 特殊 情形 是 : p = 1 时 叫 积分 度量 ; p = 2 时 叫 均 方 度 
量 ; p = +eo 时 叫 一 致 度量 . 

装备 了 度量 (7) 的 空间 Co, 中 经 常用 符号 Co[a,9| 表示. 可 以 验证 , C-o[a, 引 是 
装备 了 度量 (6) 的 空间 Cla,. 
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例 9 也 可 以 把 度量 (7) 用 到 区 间 [a,81 上 黎 曼 可 积 的 函数 集 Ria,b] 上 . 但 是 ， 
即使 两 个 函数 不 恒 等 , 它们 之 差 的 模 的 积分 也 可 以 变 为 零 , 因此 , 公理 a) 将 不 满足 . 
然而 我 们 知道 , 非 负 函数 we 猴 [w, 吕 的 积分 等 于 零 的 充 要 条 件 是 w(z) = 0 在 [a,9 
上 上 几乎 处 处 成 立 . 


这 样 一 来 , 如 果 把 集合 RK[a,9| 分 成 等 价 函数 类 , Rla,9] 中 的 两 个 函数 认为 是 等 价 
的 , 如 果 它 们 至 多 在 一 个 零 测度 集 上 不 相等 . 那么 , 在 那些 等 价 类 组 成 的 集合 Ra, 
上 , 关系 式 (7) 确实 给 出 了 度量 . 装备 了 这 个 度量 的 集合 RH[a, 9] 用 WM,[a,9] 表示 , 有 
时 也 简单 地 记 作 Rla, bl. 
例 10 在 定义 于 [a,b| 且 在 a,] 上 用 阶 连续 导数 的 函数 集 C(%)[a,9] 中 可 以 
定义 下 列 度量 : 
d(f,9) = max{ Mo,.:. , Mx}, (8) 


rr (2) 一 (2) 一 - 时 四 血 
AM = max | (Z) 一 9 (x)|, 21=0,1,...,k. 


利用 (6) 是 度量 , 容易 验证 (8) 是 度量 . 

例如 , 假设 f 作为 时 间 的 函数 是 动 点 的 坐标 . 如 果 对 点 在 时 间 间 隔 [a,9] 内 所 能 
到 达 的 区 域 加 以 限制 , 且 不 准 它 超过 确定 的 速度 , 此 外 , 还 希望 有 一 定 的 舒适 性 , 也 聘 
是 加 速度 不 能 超过 一 个 确定 的 水 准 , 那么 对 于 函数 fe C(2[a,], 自然 就 要 考虑 数组 


f if 
{ max, |f (2)|, max, |f (2)|, max |f (x)|}, 


而 且 , 当量 (8) 很 小 时 , 就 认为 运动 人 9 就 这 些 特征 而 言 是 相近 的 . 

所 研究 的 例子 表明 , 同一 个 集合 可 以 用 不 同 的 方法 度量 化 . 至 于 装备 何 种 度量 ， 
通常 是 由 问题 本 身 决定 的 . 而 现在 我 们 关心 的 是 一 切 度量 空间 共同 具有 的 最 一 般 的 
性 质 . 


2. 度量 空间 中 的 开 集 和 闭 集 


设 (Xi; d) 是 度量 空间 . 像 第 7 章 81 中 对 X = R" 所 做 的 那样 , 在 一 般 情形 下 ， 
也 可 以 引进 以 给 定点 为 中 心 的 球 、 开 集 、 闭 集 、 点 的 邻 域 、 集 合 的 极限 点 等 概念 . 
让 我 们 回忆 这 些 在 今后 起 重要 作用 的 概念 . 


定义 2 设 5>0aexX,. 称 集合 
B(a;6) = {x € Xld(a, x) < 0} 
为 以 ce 成 为 中 心 6 为 半径 的 球 , 或 点 4a 的 6- 邻 域 


在 一 般 度 量 空间 的 情况 , 给 它 这 样 一 个 名 称 是 合适 的 , 但 不 应 把 它 等 同 于 我 们 
在 R3 中 习惯 了 的 传统 的 几何 形象 
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例 11 Cla,9| 中 , 以 在 [a,b] 上 和 恒 等 于 零 的 函数 为 中 心 的 单位 球 , 由 在 fa,9] 上 
连续 且 在 [e, 上 的 模 小 于 1 的 那些 函数 组 成 . , 


例 12 设 XX 是 R? 中 的 单位 正方 形 X 中 两 点 闻 的 距离 , 由 该 两 点 在 R? 中 的 
距离 来 定义 . 那么 X 是 度量 空间 , 同时 , 具有 这 种 度量 的 正方 形 X 本 身 可 看 作 以 自 
己 中 心 为 中 心 且 有 任意 半径 p > V3/2 的 球 

显然 , 如 此 这 般 地 构造 形状 离奇 的 球 是 可 能 的 , 因此 , 对 球 这 个 术语 不 应 过 于 从 
字面 上 去 理解 


定义 3 集合 G CX 称 为 度量 空间 (Xi;d) 的 开 集 , 如 果 对 于 任意 扣 Ze G, 都 
有 球 B(x; 6), 使 得 B(x;5) CG. 


显然 , 从 这 个 定义 推出 X 本 身 是 (X;d) 中 的 开 集 ; 空 集 g 也 是 开 集 . 利用 R” 
中 的 那些 论证 , 可 以 证 明 球 B(a;7) 或 者 它 的 外 部 {xz e Xid(a,7x) > r} 是 开 集 . ( 见 
第 7 章 81 的 例 3, 例 4.) 


定义 4 集合 下 CX 称 为 (X;d) 的 闭 集 , 如 果 它 的 余 集 针 \F 是 (Xid) 的 开 
集 . / 


特别 地 , 由 此 得 出 闭 球 
B(a;r)= {zr € X|d(a,7x) <r} 

是 度量 空间 (Xi;d) 的 闭 集 . : 

对 于 度量 空间 (X;d) 的 开 集 和 闭 集成 立 

命题 1 a) X 中 由 开 集 组 成 的 任意 开 集 族 {Ga,a e A} 的 集合 之 并 集 U Go。 

CE 

是 X 中 的 开 集 . 

b) X 中 有 限 个 开 集 之 交 门 G; 是 不 中 的 开 集 

a') 匀 中 由 闭 集 组 成 的 闭 集 族 {Fo,a E A} 的 集合 之 交集 站 Fo 是 XX 中 的 

OE 

集 . 

b') XX 中 有 限 个 闭 集 之 并 (Fi 是 XX 中 的 闭 入 

命题 1 的 证 明 可 以 逐 字 逐 句 地 重复 R* 中 对 于 开 集 和 闭 集 的 相应 命题 的 证 明 
( 见 第 7 章 81 命题 1), 我 们 把 它 略 去 . 

定义 5 称 XX 中 包含 点 xz eX 的 开 集 为 这 个 点 在 X 中 的 邻 域 

定义 6 称 点 zeX 是 集合 EcX 的 


内 点 , 如 果 点 z 连同 它 的 某 个 邻 域 都 含 在 五 中 | 
外 点 . 如 果 点 z 是 巨 在 XX 中 的 余 集 的 内 点 ; 


“ 6- “第 九 章 ”连续 映射 (一 般 理论 ) 
边界 点 , 如 果 点 z 既 不 是 E 的 内 点 , 也 不 是 BB 的 外 点 ( 即 在 点 x 的 任 一 邻 域 中 
既 有 属于 EE 的 点 , 也 有 不 属于 EE 的 点 )， 
例 13 球 B(a;7) 的 所 有 点 均 是 它 的 内 点, 而 集合 
加 CxB(la;r) = X\ B(a;7) 
由 球 B(a;7) 的 外 点 组 成 . 
对 R" 赋 以 标准 度量 d 时 , R* 中 的 球面 
S(air) = {zeR"ldlaz)=r>0} 
是 球 B(a;7) 的 边界 点 的 集合 名 . 


定义 7 点 a eX 称 为 集合 EE CX 的 极限 点 , 如 果 对 于 点 a 的 任意 邻 域 O(a)， 
集合 EnoOla) 是 无 限 集 . / 


定义 8 称 集合 EE 和 它 在 XX 中 所 有 极限 点 组 成 的 集合 之 并 集 为 互 在 X 中 的 
像 以 前 那样 , 集合 Cc X 的 闭 包 将 用 巨 表示 . 
命题 2 集合 下 CX 是 蔷 中 的 闭 集 , 当 且 仅 当 玉 包含 下 的 所 有 极限 点 . 名 
(FP 是 义 中 的 闭 集 ) 避 (在 关中 有 =). 
我 们 略 去 证 明 , 因为 只 要 重复 第 7 章 81 中 X = R" 时 所 叙述 的 类 似 断 言 的 证 
明 就 可 以 了 . 
3. 度量 空间 的 子 空间 


如 果 (X:;d) 是 度量 空间 , 而 B 是 XX 的 子 集 , 那么 对 于 吾 中 的 任意 氮 对 zi, zz2， 
规定 它们 的 距离 等 于 它们 在 X 中 的 距离 d(x1, za), 就 得 到 度量 空间 (E; qd), 称 之 为 
原 空间 (X;d) 的 子 空间 . 

于 是 , 我 们 有 下 列 定义 : 


定义 9 称 度量 空间 (Xi1: di) 为 度量 空间 (X;d) 的 子 空间 , 如 果 Xi C X, 并 且 
对 于 集合 XI 的 任意 点 对 ab 等 式 di(a,b) = d(a,b) 成 并 . 


因此 , 度量 空间 (X;d) 的 子 空间 (Xi; di) 中 的 球 


Bil{a; 7) 一 { 二 Xildi(a, x) < r} 
@ 还 可 参看 本 节 末 与 例 13 有 关 的 练习 2. 
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显然 是 集合 Xi CX 与 X 中 的 球 B(a;7) 的 交集 
Bi(a;r) = XinB(air)， 
于 是 , Xi 中 的 一 切 开 集 有 形式 
G1 = Xi1NG, 
其 中 G 是 XX 中 的 开 集 , 而 Xi 中 的 一 切 闭 集 下 有 形式 
P= XIND, 
其 中 互 是 X 中 的 闭 集 . 


由 此 可 见 , 度量 空间 中 的 集合 的 性 质 , 开 或 团 都 是 相对 的 , 同时 还 与 集合 所 在 的 
空间 有 大. 


例 14 平面 R? 的 横 坐 标 轴 上 的 区 间 lz| < 1,y = 0, 在 装备 了 R? 中 的 标准 度 
量 后 是 度量 空间 (Xj; di), 像 任何 一 个 度量 空间 一 样 , 它 相 对 于 本 身 是 财 的 . 因为 它 
包含 了 它 在 Xi 中 的 所 有 极限 点 . 同时 ,XX 显然 不 是 及 2 = XX 中 的 闭 集 . 


这 个 例子 哆 说明, 开 集 的 概念 也 是 相对 的 . 

例 15 具有 度量 (7) 的 定义 在 区 间 fa, 遇 上 的 连续 函数 的 集合 Cla,b| 是 度量 空 
间 98,[a,| 的 子 空间 . 但 是 如 果 在 Cla, 9 上 采用 度量 (6) 而 不 是 (7), 那么 结论 就 不 
再 成 江 . 

4， 度量 空间 的 直 积 

如 果 (Xi;di) 和 (XX2; do) 是 两 个 度量 空间 ， 那么 在 直 积 XI xX。 中 可 以 引进 度量 
d. 在 Xi x X2? 中 引进 度量 的 最 常见 的 方法 如 下 : 如 果 (zx1, 7x2) E Xi x Xz, (7X1, 29) E 
Xi 六 及 >， 那么 可 以 规定 


d((z1, 22), (21, £2)) = V di(z1, 21) + d2(z2, 72), 


d((z1, 72), (71, 72)) = di(x1, 71) + d2(7X2, T2), 


或 者 


或 者 
d((z1, T2), (x1, £2)) = max{di(z1, 21), d2(72, 72)}. 
容易 看 出 , 在 上 述 每 一 种 情形 , 我 们 都 得 到 Xi x Xe 上 的 度量 . 
定义 10 如 果 (Xi; di), (X2; dz) 是 两 个 度量 空间 , 那么 空间 (Xi x XX2; d) 称 为 
度量 空间 (Xj;di) 和 (Xo;d2) 的 直 积 , 其 中 d 是 在 XI x X。 中 按 上 述 任 一 种 方式 引 
进 的 度量 . 
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例 16 空间 R? 可 以 看 作 具 有 标准 度量 的 两 个 度量 空间 RR 的 直 积 , 而 度量 空间 
R3 是 度量 空间 R? 和 及 1 = R 的 直 积 . : 


练习 
1. al) 推广 例 2, 证 明 , 如 果 f : 民 | 一 及 + 是 严格 上 凸 的 连续 函数 , 而 (Xi; da) 是 度量 空间 , 那 
么 在 X 上 可 以 用 关系 式 dr(zl,za) = f(d(z1,z2)) 定义 新 度量 dy. 
b) 证 明 : 在 任意 的 度量 空间 (Xi; dj) 上 都 可 以 引进 度量 


d(x1, T2) 
1 十 dlzl ， T2) 


Gd (zx1, x2) 一 
在 (Xi;d) 内 两 点 间 的 距离 不 超过 1， 

2. 设 (X; d) 是 装备 了 例 2 开始 所 指出 的 平凡 (离散 ) 度量 的 度量 空间 , 且 设 ae X. 在 给 定 情况 
下 , 集合 B(a; 1/2), B{(a; 1), Bla: 1), Bl(a; 1), B(a; 3/2) 和 集合 {zx € X|d(a,7) = 1/2},{z € 
Xid(a,7z) = 1},B(a;1) \ B(a;1), B(a;1)\ B(a;1) 是 怎样 的 ? 

3. a) “任意 闭 集 族 的 并 集 是 闭 集 ” 对 吗 ? 

b) 集合 的 一 切 边 界 点 是 否 都 是 它 的 极限 后 ? 
c) 集合 的 边界 点 的 任意 邻 域 是 否 总 是 婚 含 有 该 集合 的 内 点 又 含有 该 集合 的 外 点 ? 
“d) 证 明 : 任 一 集合 的 边界 点 所 组 成 的 集合 是 闭 集 . 
4. a) 证 明 : 如 果 (Y; dr) 是 度量 空间 (Xi dx) 的 子 空间 , 那么 对 于 Y 中 的 任意 开 ( 闭 ) 集 
Gy (Fy), 可 以 找到 X 中 的 开 ( 闭 ) 集 Cx(Ex) 使 得 Gy = 二 YnNGx(Fy = YN Fx). 
b) 验证 , 如 果 Y 中 的 开 集 G4, GY 互 不 相交 , 那么 可 以 选择 X 中 相应 的 集合 Gx, G%X, 使 
得 它们 也 没有 公共 乓 . 
5. 在 集合 X 上 有 了 度量 d 后 , 可 能 试图 把 集合 4CX 与 B CX 之 间 的 距离 定义 为 


d(A, B) = ini pb d(a, b). 


a) 举 出 一 个 度量 空间 和 它 的 两 个 互 不 相交 的 闭 子 集 4 C X,B CX, 且 d(4,B) = 0 的 例 
子 . 

b) 试 证 在 度量 空间 (X; d) 的 闭 子 集 组 成 的 集 类 ”上 可 以 引进 素 斯 多 夫 度量 万 : 对 于 闭 子 
集 4CX 和 已 CX 设 


D(A,B) := max {sup d(a, B), sup d(A, 时 
aEA4 beB 


” 译 者 注 : 应 为 “有 界 闭 子 集 组 成 的 集 类 ”. 
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82 拓扑 空间 


对 于 与 郊 数 或 映射 的 极限 概念 有 关 的 问题 , 许多 情况 重要 的 不 是 空间 中 存在 这 
样 那样 的 度量 , 而 是 界定 了 乓 的 令 域 . 为 了 证 实 这 一 点 , 只 需 回忆 极限 定义 或 连续 性 
定义 , 它们 完全 能 用 邻 域 的 术语 来 叙述 . 拓扑 空间 是 那样 的 数学 对 象 , 在 其 上 以 最 一 
般 的 形式 去 研究 取 极 限 的 运算 和 映射 的 连续 性 . 


1. 基本 定义 


定义 1 称 集合 X 装 备 了 拓扑 空间 结构 或 装备 了 拓扑, 或 者 称 X 是 拓扑 空间 ， 
如 果 指 定 了 X 的 一 个 子 集 族 r (其 中 集合 叫 X 中 的 开 集 ), 它 具 有 下 列 性 质 : 
a) GS ET;KX ET. 


bj (Ya € A;7o E77) I) To ET. 
CE 人 


入 
cj) (ETi 一 1 2) 全 和 门 友 ET 
;一 1 


于 是 , 拓扑 空间 是 由 集合 X 和 XX 的 具有 上 述 性 质 的 子 集 族 + 所 组 成 的 序 对 
(Xir).7 包含 空 集 和 整个 集 X, 族 7+ 中 的 任意 多 个 集合 的 并 集 是 族 > 中 的 集合 , 并 
且 族 r 中 的 有 限 个 集合 之 交集 是 族 r 中 的 集合 . 

可 以 看 出 , 在 拓扑 空间 的 公理 a),b),c) 中 , 把 度量 空间 情形 下 已 经 证 明了 的 开 集 
的 性 质 当 作 公 设 . 因此 , 像 前 面 那 样 定 义 了 开 集 的 任 一 度量 空间 都 是 拓扑 空间 . 

于 是 , 在 和 中 给 出 拓扑 就 意味 着 指出 X 的 满足 拓扑 空间 公理 a),b),c) 的 子 集 
族 7. 

正 像 我 们 看 到 的 那样 , 在 X 中 给 出 度量 自然 也 就 给 出 了 X 上 由 这 个 度量 导出 
的 拓扑 . 然而 应 当 指 出 的 是 :和 上 的 不 同上 度量 在 这 个 集合 上 可 以 产生 同一 个 拓扑 . 


例 1 设 针 = R"*(n > 1). 在 了 ”中 我 们 考察 由 81 关系 式 (5) 所 给 出 的 度量 
di(z1;7X2) 和 由 81 公式 (3) 所 定义 的 度量 dz(zl, zx2). 


显然 , 从 不 等 式 
di(zi,z2) 入 do(ziz2) 入 Vndi(zl;zZ2) 


推出 , 在 这 两 个 度量 之 一 的 意义 下 , 以 任意 点 aeX 为 中 心 的 每 一 个 球 B(a;7) 都 包 
含 在 另 一 个 度量 意义 下 以 同一 点 为 中 心 的 某 一 球 中 . 因此 , 由 度量 空间 开 子 集 的 定 
义 得 出 , 这 两 个 度量 在 X 上 导出 同一 个 拓扑 . / 

在 本 教科 书 中 ， 我 们 所 采用 的 几乎 所 有 的 拓扑 空间 都 是 度量 空间 ， 但 是 不 能 认 
为 一 切 拓扑 空间 都 可 以 度量 化 , 即 不 能 认为 都 可 以 给 它 装备 一 个 度量 , 使 得 在 该 度 
量 下 的 开 集 与 定义 X 的 拓扑 的 集 族 + 中 的 开 集 相 一 致 . 这 件 事 能 实现 的 条 件 正 是 
度量 化 定理 的 内 容 . 
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定义 2 如 果 (X;7) 是 拓扑 空间 , 那么 族 r 中 的 集合 称 为 开 集 , 而 它 关 于 久 的 
余 集 称 为 拓扑 空间 (Xi;r) 的 闭 集 . 


用 列 出 集 族 + 中 的 所 有 集合 来 给 出 集合 X 的 拓扑 7 的 作法 是 罕见 的 . 经 名 是 
只 指出 X 的 一 些 子 集 组 成 的 一 个 集 类 , 而 族 + 的 任 一 集合 可 以 由 该 集 类 中 集合 的 
并 和 区 得 到 . 因此 , 很 重要 的 乃 是 


定义 3 X 的 开 子 集 族 B 称 为 拓扑 空间 (X;r) 的 基 ( 开 基 或 拓扑 基 ), 如 果 每 个 
开 集 G er 是 B 中 某 些 元 素 的 并 . 


例 2 如 果 (X;d) 是 度量 空间 , 而 (XX;7) 是 与 它 相 对 应 的 拓扑 空间 , 那么 所 有 
的 球 作 成 的 集 族 B = {B(a;7)} 显然 是 r 的 拓扑 基 , 其 中 ae X,r > 0. 另外 , 如 果 取 
站 是 以 正 有 理 数 7 为 半径 的 所 有 球 的 集 族 8', 那么 这 个 族 也 是 7 的 拓扑 基 . 


于 是 , 为 了 给 出 拓扑 7, 只 要 给 出 这 个 拓扑 的 基 . 像 例 2 中 所 看 到 的 那样 , 一 个 
拓扑 空间 可 以 有 许多 不 同 的 拓扑 基 . 


定义 4 称 拓 扑 空 间 的 基 的 最 小 势 为 该 拓扑 空间 的 权 . 


我 们 通常 涉及 的 是 有 可 数 拓扑 基 的 拓扑 空间 (但 是 , 也 有 例外 . 参看 练习 第 4 题 
和 第 6 题 ). 


例 3 在 Rs 中 如 果 取 以 有 理 点 (2 . me e Re 为 中 心 , 有 理 数 一 严 > 


0 为 半径 的 所 有 的 球 组 成 的 集 族 为 人 B， 那么 显然 和 到 空 间 R* 的 标准 拓扑 的 可 数 基 
不 难 验证 , 有 限 的 开 集 族 不 可 能 给 出 R* 中 的 标准 拓扑 . 因此 , 标准 拓扑 空间 R* 有 
可 数 权 . 


定义 5 称 包 含 点 zexX 的 开 集 为 拓扑 空间 (X;7) 中 该 点 的 令 域 . 


显然 , 如 果 在 X 上 给 出 了 拓扑 7, 那么 对 于 每 个 点 就 确定 了 它 的 邻 域 系 . 

同样 显然 的 是 , 拓扑 空间 各 个 点 的 所 有 邻 域 系 可 以 作为 这 个 空间 的 拓扑 基 . 于 
是 , 在 XX 中 可 以 由 集合 X 的 点 的 邻 域 来 引进 拓扑 . 最 初 的 拓扑 空间 定义 , 正 是 用 这 
种 方式 给 出 的 @. 请 注意 , 在 度量 空间 中 我 们 实质 上 就 是 在 指出 点 的 6- 邻 域 后 再 引 
进 拓扑 的 . 我 们 再 举 一 个 例子 . 


例 4 我 们 研究 定义 在 及 上 的 实 值 连续 函数 集 C(R; 民 ), 并 在 此 基础 上 构造 新 
的 集 一 一 连续 函数 的 芽 集 . 称 函 数 
六 9 € C(R;R) 
@ 度 量 空间 和 拓扑 空间 的 概念 在 20 世纪 初 就 给 出 了 明确 的 陈述 .法 国 数学 家 弗 雷 区 (M. R. 


Fréchet) (1878-1973) 在 1906 年 引进 了 度量 空间 的 概念 ,德国 数学 家 豪 斯 多 夫 (F. Hausdorf) 
(1868 一 1942) 在 1914 年 定义 了 拓扑 空间 
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在 反 CE 避 是 等 价 的 , 如 果 存 在 这 乓 的 邻 域 U(a), 使 得 
vz € U(a), f(x) = g(7). 


所 引进 的 关系 确实 是 等 价 关系 ( 它 是 自 肥 的 ， 对称 
的 和 传递 的 ). 在 点 a e RR 彼此 等 价 的 连续 函数 类 称 
为 在 这 一 点 的 连续 函 孝 芽 . 如 果 f 是 在 点 a 生成 芽 
的 函数 之 一 , 那么 芽 本 身 将 用 记号 f。 表示 . 现在 我 
们 定义 芽 的 邻 域 . 设 U(a) 是 及 中 点 a 的 邻 域 ,f 是 
定义 在 U(a) 上 并 在 点 a 生成 芽 f, 的 一 个 函数 . 这 
个 函数 f 在 任意 点 z e U(a) 生成 自己 的 芽 f. 相 66 

应 于 一 切 点 ze U(a) 的 芽 的 集 { 户 } 称 为 芽 f。 的 

邻 域 . 把 所 有 不 同 芽 的 这 样 的 邻 域 组 成 的 集 取 作 拓 扑 基 , 连续 函数 的 芽 集 就 成 了 拓扑 
空间 . 值得 注意 的 是 在 所 得 到 的 拓扑 空间 中 , 两 个 不 同 点 ( 芽 ) f。,ga 可 以 没有 不 相 
交 的 邻 域 (图 66). 


定义 6 称 拓 扑 空间 为 素 斯 多 夫 空 间 , 如 果 它 满足 素 斯 多 夫 公 理 : 空间 的 任意 两 
个 不 同 点 有 不 相交 的 邻 域 


例 5 显然 , 任 一 度量 空间 (X,d) 都 是 家 斯 多 夫 空 间 , 因为 对 于 任意 不 重合 的 两 
个 点 a,be XX, 有 d(a,b) > 0, 它们 的 球 邻 域 


B (« >d(a, 2) ,B 人 >d(a, b) ) 
就 没有 公共 点 . 


同时 , 如 例 4 所 示 , 的 确 有 非 豪 斯 多 夫 拓扑 空间 ， 看 来 具有 最 简单 的 拓扑 7 = 
{e, X} 的 拓扑 空间 就 是 这 种 空间 的 最 简单 的 例子 , 即便 X 只 有 两 个 点 , (X; r) 也 不 
是 豪 斯 多 夫 空间 . 此 外 , 在 这 个 空间 中 , 点 的 补 集 X \ zx 不 是 开 集 

我 们 将 只 研究 豪 斯 多 夫 拓扑 空间 . 


定义 7 称 集合 巨 C X 是 拓扑 空间 (Xi;r) 中 的 处 处 稠密 集 如 果 对 任意 点 
zeEeX 和 它 的 任 一 邻 域 U(x), 交集 一 TV(z) 都 非 空 . 


例 6 如 果 在 R 中 考察 标准 拓扑 , 那么 有 理 数 集 Q 在 及 中 处 处 稠密 . 类 似 地 
Rn 中 的 有 理 点 集 在 R" 中 处 处 稠密 . 


可 以 证 明 , 在 每 个 拓扑 空间 中 存在 势 不 超 过 这 个 拓扑 空间 权 的 处 处 稠密 集 
定义 8 具有 可 数 处 处 稠密 集 的 度量 空间 称 为 可 分 空间 


例 7 在 任 一 标准 度量 下 , 度量 空间 (R"; d) 是 可 分 空间 , 因为 集合 Q" 在 (R";d) 
中 处 处 笛 密 . 
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例 8 具有 由 关系 式 (6) 定义 度量 的 度量 空间 (C([0,1;R); d 也 是 可 分 的 , 因为 
从 函数 fe C([0, 1]; 展 ) 的 一 致 连续 性 推出 , 可 以 用 顶点 为 有 理 坐 标的 有 限 段 折线 以 
任意 精确 度 副 近 函 数 f 的 图 形 . 这 些 折线 组 成 的 集合 是 可 数 的 . 


我 们 将 主要 研究 可 分 空间 . 

现在 我 们 指出 , 因为 拓扑 空间 中 点 的 邻 域 的 定义 与 度量 空间 中 点 的 邻 域 的 定义 
的 文字 表述 是 完全 相同 的 , 而 在 81 中 所 研究 的 集合 的 内 点 , 外 点 , 边界 点 , 极限 点 的 
概念 和 集合 的 闲 包 的 概念 , 由 于 它们 的 表述 只 用 到 了 邻 域 的 概念 , 所 以 可 以 不 加 改 
变 地 移 到 任 一 拓扑 空间 的 情况 . 

此 外 (从 第 了 章 8§1 中 证 明 命 题 2 的 过 程 可 以 看 出 ), 也 成 并 同样 的 命题 : 拓扑 空 
间 中 的 集合 是 闭 集 , 当 且 仅 当 它 含 有 它 所 有 的 极限 点 . 


2. 拓扑 空间 的 子 空间 


设 (Xi;rx) 是 拓扑 空间 , 而 了 是 X 的 子 集 . 利用 拓扑 rx 可 在 了 中 定义 下 列 
拓扑 , 叫做 在 Y 中 的 诱导 拓扑 或 相对 拓扑. 
称 形 如 Gy = Y nN Gx 的 任 一 集合 Gy 为 了 中 的 开 集 , 其 中 Gx 是 XX 中 的 开 
集 . / 
不 难 验证 , 所 产生 的 了 的 子 集 族 rr 满足 拓扑 空间 的 开 集 公理 . 
可 以 看 出 , Y 中 开 集 Gy 的 定义 与 我 们 在 前 一 节 第 3 段 中 当 Y 是 度量 空间 X 
的 子 空间 的 情况 一 致 


定义 9 称 拓扑 空间 (Xi;r) 的 子 集 YCX 为 (Xir) 的 子 空 间 , 如 果 在 Y 中 装 
备 了 诱导 拓扑 7y. 

显然 , (Y;7y) 中 的 开 集 不 一 定 是 (Xi;rx) 中 的 开 集 . 

3. 拓扑 空间 的 直 积 | 


如 果 (Xi;n1) 和 (Xz; 72) 是 两 个 具有 开 集 族 7 = {Gaj,m = {G2} 的 拓扑 空间 ， 
那么 在 Xi x X2 中 可 把 形 如 G1 x Gs 的 所 有 集 作 为 基 以 引进 拓扑 


定义 10 拓扑 空间 (Xi x X2; x 到) 称 为 拓扑 空间 (Xi;T1),(X2;72) 的 直 积 ， 
如 果 它 的 拓扑 基 由 形 如 Gi x G2 的 集 所 组 成 , 其 中 G; 是 拓扑 空间 (Xi;7;),i = 1,2,， 
中 的 开 集 . 


例 9 如 果 及 = 及: 和 R? 有 标准 拓扑 , 那么 , R? 是 直 积 有 : x RR', 因为 R? 中 一 
切 开 集 均 可 表 成 它 的 所 有 点 的 方形 邻 域 之 并 . 而 正方 形 ( 设 其 边 与 坐标 轴 平 行 ) 是 民 
中 开 区 间 (从 而 是 R 中 的 开 集 ) 的 直 积 


应 当 注 意 , 形 如 G1 x G2 的 集合 (其 中 G1 € 71, G2 € 72) 只 组 成 拓扑 基 ， 但 不 是 
拓扑 空间 直 积 的 所 有 开 集 . 


pk 


Y 


es 


ep 
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.验证 , 车 (X;d) 是 度量 空间 , 则 (x 二 也 是 度量 空间 , 而 且 度量 4 和 二 在 X 上 
导出 同一 个 拓扑 ( 见 前 一 节 练习 1 


a) 在 自然 数 集 N 中 , 令 公 差 d 与 n 互 质 的 等 差 序列 为 n € N 的 邻 域 . 试问 , 这 样 生成 的 
拓扑 空间 是 人 否 是 豪 斯 多 夫 空 间 ? 


b) N 作为 取 标准 拓扑 的 实数 集 RR 的 子 空间 时 具有 怎样 的 拓扑 ? 
c) 写 出 R 的 所 有 开 子 集 . 


。 如 果 在 同一 个 集合 上 给 出 两 个 拓扑 了 1 和 7 了 72， 那么 ， 说 拓扑 了 2 比 拓扑 T1 强 ， 是 指 T1 (人 72， 即 
在 72 中 除了 组 成 族 的 开 集 外 , 还 包含 某 些 不 在 71 中 的 集合 ， 


a) 在 习题 2 中 研究 的 N 上 的 两 个 拓扑 能 否 比 较 ? 

b) 如 果 在 定义 在 区 间 [0, 1] 的 实 值 连续 函数 集 C[0, 1] 中 先 按 81 中 关系 式 (6) 引进 度量 ， 
然后 按 同 一 节 中 关系 式 (7) 引进 度量 , 那么 , 在 Cla, 引 上, 一 般 将 产生 两 个 拓扑 . 试问 ， 
它们 能 否 比 较 ? : 

a) 详细 证 明 例 4 中 研究 的 连续 函数 芽 空 间 不 是 豪 斯 多 夫 空 间 . 

b) 试 说 明 为 什么 这 个 拓扑 空间 不 能 度量 化 . 

c) 这 个 空间 有 怎样 的 权 ? 


a) 试用 闭 集 的 语言 叙述 拓扑 空间 的 公理 . 

b) 证 明 (E) = 五 

c) 证 明 , 任 一 集合 的 边界 是 闭 集 . 

d) 证 明 , 如 果 下 是 (X;r) 的 闭 集 , G 是 (X;r) 的 开 集 , 那么 G\ FF 是 (Xir) 的 开 集 . 


ej 如 果 (Y;7y) 是 拓扑 空间 (X;rx) 的 子 空间 ， 集合 妃 满 足 : 妃 CCYCX, 且 互 Erx, 那 
么 ery. 


,给 定 拓扑 空间 (X,r), 如 果 其 任意 单 点 集 都 是 闭 集 , 则 称 它 是 强 意 义 下 的 拓扑 空间 或 n 一 空 
间 . 试 证 : 


a) 任何 豪 斯 多 夫 空 间 都 是 1 一 空间 ( 豪 斯 多 夫 空间 叫 7 一 空间 , 部 分 地 由 于 这 个 原因 ); 
b) 并 非 所 有 一 空间 都 是 72 一 空间 (参看 例 4); 

c) 两 点 集 X = {a, 全, 在 其 中 定义 开 集 族 r = { 儿 , 六}， 则 它 不 是 nn 一 空间 ; 

d) 在 靖 - 空间 中 , 集合 FF 是 闭 集 , 当 且 仅 当 它 包含 自己 的 一 切 极限 后 . 

a) 证 明 , 在 任 一 拓扑 空间 中 存在 势 不 超 过 空间 权 的 处 处 稠密 集 . 

b) 试 证 度量 空间 Cl[a, 9], CO [a, ,Rila,0], Rp[a,4] 的 可 分 性 (相应 度量 的 公式 见 §1). 


c) 试 证 , 如 果 在 定义 在 区 间 [外 上 的 有 界 实 值 函数 集中 用 $1 中 关系 式 (6) 引进 度量 , 屠 
么 所 得 到 的 空间 不 是 可 分 的 度量 空间 . 
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83 紧 集 
1， 紧 集 的 定义 和 一 般 性 质 


定义 1 拓扑 空间 (X;r) 中 的 集合 KK 称 为 是 紧 集 ( 紧 致 集 吕 ), 如 果 能 从 X 的 任 
一 覆盖 K 的 开 集 族 中 选 出 K 的 有 限 窗 疙 . 


例 1 在 标准 拓扑 下 , 实数 集 及 的 团 区 间 [a, © 是 紧 集 , 这 从 第 2 章 83 第 2 段 
证 明了 的 关于 从 闭 区 间 的 任何 开 和 用 盖 中 可 以 选 出 有 限 才 盖 的 引 理 立即 可 得 . 

一 般 地 ,了 Rm 中 的 mm 维 区 间 

I™= {re R"oai < ri < 0b,i=1,2,...,m)} 

是 紧 集 . 这 在 第 7 章 81 第 3 段 中 已 经 建立 . 

在 第 7 章 81 第 3 段 同 时 还 证 明了 Rm 的 子 集 是 紧 集 ， 当 且 仅 当 它 是 有 界 闭 集 . 

与 拓扑 空间 中 集合 成 为 开 集 或 闭 集 的 相对 性 质 不 同 , 集合 成 为 紧 集 的 性 质 在 下 
述 意 义 下 是 绝对 的 , 即 不 依赖 于 它 作 为 哪个 空间 的 子 空间 , 更 确切 地 说 , 成 立 以 下 的 

命题 1 拓扑 空间 (X;T) 的 子 集 开 是 X 中 的 紧 集 , 当 且 仅 当 天 是 其 本 身 作 为 
(Xir) 的 子 空间 中 的 紧 集 . 

< 所 述 命题 可 以 从 紧 集 的 定义 和 在 K 中 诱导 拓扑 F 每 个 开 集 Gk 都 是 义 中 
的 某 个 开 集 Gx 与 K 的 交 推 出 . > / 

于 是 , 如 果 (X;rx) 和 (Yi;rr) 在 集 K c (XNY) 上 诱导 出 同一 个 拓扑 的 两 个 
拓扑 空间 , 那么 K 无 论 是 在 X 中 还 是 在 Y 中 同时 是 紧 集 , 或 者 同时 不 是 紧 集 . 

例 2 设 d 是 形 上 的 标准 度量 , 而 工 = {z e RRI0 < zx < 1} 是 RR 中 的 单位 开 区 
间 . 了 在 度量 空间 (1;d) 中 是 闭 的 , 并 且 有 界 , 但 不 是 紧 的 , 因为 它 不 是 RR 中 的 紧 集 . 

现在 来 证 明 紧 集 的 一 些 重要 性 质 . 

引 理 1 ( 紧 集 的 闭 性 引 理 ) 如 果 及 是 索 斯 多 夫 空 间 (Xi;7) 中 的 紧 集 , 那么 KK 
是 针 的 闭 子 集 . 

< 根据 集合 闭 性 的 判别 准则 , 只 要 验证 K 的 任 一 极限 点 zoexX 都 属于 K. 

假设 zo。 4 K， 对 每 个 点 ze K, 作 z 的 开 邻 域 G(x), 使 它 与 zo 的 某 邻 域 


不 相交 .所 有 这 些 邻 域 G(z),z e K, 组 成 K 的 一 个 开 覆 盖 ， 从 中 选 出 有 限 覆 者 
G(Zz1), "1 ,G(Tn). 如 果 ww0 点 的 邻 域 COi(Z0) 使 得 G(X;) 门 Oi;(xo) 一 好 ， 那么 集合 


O(zo) 一 (i Oi;(xo) 
i 二 1 


定义 1 引入 的 紧 集 概念 在 拓扑 学 中 有 时 称 为 紧 致 集 或 重 紧 致 集 . 
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也 是 zo 点 的 邻 域 , 而 且 对 于 任意 的 i= 1……… ,n, 都 有 
G(Ti) NO(r0) = 8. 


所 以 KnoO(zo) = 2. 即 zo 把 不 可 能 是 天 的 极限 点 . > 


引 理 2 ( 兹 集 套 引 理 ) 如 果 Ki 了 Ko2D:…DD KnD:…… 是 非 空 的 紧 集 套 , 那么 
交 门 K; 非 空 . 
i=1 


4 由 引 理 1, 集合 G; = Ki\ Ki,i = 1,2,..… 是 Ki 中 的 开 集 . 如 果 交 和 集 门 K; 
?一 
是 空 的 , 那么 集 列 GI C Go CCG。C … 全 体 组 成 Ki 的 覆盖 . 从 中 选 出 有 限 履 
盖 , 这 样 , 我 们 便 找到 集 列 的 某 个 元 素 G7 已 经 能 盖 住 Ki, 然而 根据 条 件 
Kn = Ki\ Gm 天 站. 


导致 矛盾, 引 理 2 得 证 . w 
引 理 3 ( 紧 集 的 闭 子 集 引 理 ) 紧 集 K 的 闭 子 集 已 是 紧 集 
4 设 {G。 :ae4j 是 下 的 开 覆 盖 . 增加 一 个 开 集 G = 天 \ 已 得 到 紧 集 天 


的 开 覆 盖 . 从 这 个 覆盖 中 可 以 选 出 KK 的 有 限 覆 盖 . 因为 GN = gg, 这 意味 着 从 族 
{Go :ae A} 中 选 出 了 集 下 的 有 限 履 羡 . > 


2. 度量 紧 集 

下 面 我 们 证 明度 量 紧 集 的 某 些 性 质 , 即 度量 空间 作为 由 度量 导出 的 拓扑 空间 的 
紧 集 性 质 . 

定义 2 称 集 合 E Cc 久 是 度量 空间 (X;d) 的 e 一 网 , 如 果 对 于 任 一 点 zeEX, 有 
点 ee 五 使 得 d(e, 7x) < e. 


引 理 4 (有 限 e 一 网 引 理 ) 如 果 度 量 空 间 (K;d) 是 紧 的 , 那么 对 任意 的 < > 0， 
在 (Kid) 中 有 有 限 ce 一 网 . : 


aa 对 每 个 点 zx € KK, 取 开 球 Blzx; 8). 然后 从 这 些 球 的 开 和 覆盖 中 选取 有 限 窗 共 
B(z1;E),… ,B(xn;E). 显然 , 点 


Tl1, 了 2 ,dn 


组 成 所 求 的 e 一 网 . > | 
除 挑 选 有 限 覆 盖 的 推理 外 , 在 分 析 里 还 经 常 遇 到 从 任意 序列 中 选取 收敛 子 列 的 
推理 . 在 这 方面 成 立 以 下 的 
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命题 2 (度量 紧 集 的 准则 ) 度量 空间 (K;d) 是 紧 的 , 当 且 仅 当 从 它 的 任 一 点 列 
中 可 以 选取 收敛 到 KK 中 某 个 点 的 子 列 . 


如 前 所 说 , 点 列 {zw} 收敛 到 某 个 点 ae K, 意味 着 对 于 点 a Ee K 的 任 一 邻 域 
Ul(a), 有 号 码 Ne N, 使 当 n > NN 时 , ze Ul(a). 

关于 极限 的 更 详细 的 内 容 我 们 将 在 下 面 86 里 讨论 . 

在 证 明 命 是 2 之 前 , 我 们 引进 两 个 引 理 . 


引 理 5 如 果 度 量 空间 (KK;d) 的 任 一 点 列 中 均 可 选 出 在 于 中 收敛 的 子 列 , 那么 
对 于 任意 的 E>0, 天 有 有 限 <s- 网 . 


< 假如 存在 某 个 so > 0, 在 K 中 没有 有 限 eo 一 网 , 那么 在 KK 中 可 以 构造 点 列 
{zn}, 对 于 任意 的 neEN 和 ie {1 ,n 一 1} 均 有 d(xn, Xi) > so. 显然 ， 从 这 个 序列 
中 不 能 选 出 收敛 子 列 . > 


引 理 6 如 果 从 度量 空间 (KK;d) 的 任 一 点 列 可 以 选 出 在 KK 中 收 化 的 子 列 , 那么 
这 个 空间 的 任 一 非 空 闭 子 集 套 有 非 空 的 交集 . 


< 如 果 万 D... > 所 D2... 是 所 指 的 KK 中 的 闭 集 列 , 从 该 集 列 的 每 一 个 集合 
中 取 一 个 点 , 得 到 点 列 zi ,zn,…， 从 中 选 出 收敛 子 列 {zn,}. 根据 作法 , 它 的 极 
限 a e K 一 定 属于 闭 集 列 中 的 每 一 个 ,i E N. > 

现在 证 明 命 题 2. 

4 首先 验证 , 如 果 (K;d) 是 紧 的 , {zs} 是 它 的 一 个 点 列 , 那么 从 中 可 以 选 出 收 
全 到 K 的 某 个 点 的 子 列 . 如 果 序 列 {zn} 只 有 有 限 个 不 同 的 点 , 那么 结论 显然 成 并 ， 
因此 可 以 认为 序列 {z,} 有 无 限 多 个 不 同 的 点 . 对 于 sl = 1/1, 构 作 有 限 1 一 网 , 并 取 
包含 序列 无 限 多 项 的 闭 球 B(a1;1). 根据 引 理 3, B(ai1;1) 本 身 是 紧 集 , 在 B(a1;1) 中 
存在 有 限 es = 1/2 网 和 包含 序列 无 限 多 个 元 的 闭 球 B(a2; 1/2), 这 就 得 到 了 一 个 紧 
集 套 

B(a1;1) D B(aa;1/2) 2 .2 B(anil/mn)D 


根据 引 理 2, 它们 有 公共 点 a EeE K. 在 Bl(ai; 1) 中 取 序 列 的 点 zn,， 然后 在 已 (a2; 1/2) 
中 取 序 列 的 点 z。, 号 码 na > ni, 等 等 . 这 样 一 来 , 我 们 得 到 了 子 序 列 {zn,}, 根据 作 
法 , {zn,} 收 第 到 a. : 

现在 证 明 充 分 性 , 也 就 是 验证 , 如 果 从 度量 空间 (K;4d) 的 任 一 点 列 {zn} 中 可 以 
选 出 在 K 中 收敛 的 子 列 , 那么 (K;d) 是 紧 的 . 

事实 上 , 如 果 从 空间 (K:;a) 的 某 个 开 履 盖 {Go : a € 4} 中 不 能 选 出 有 限 黎 辣 , 那 
么 由 引 理 5, 构 作 天 ,的 有 限 es; = 1 网 , 并 且 可 以 找到 闭 球 B(a1;1), 使 {Go : a € A} 
不 含 B(ai;1) 的 有 限 柳 盖 . 
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现在 对 B(ai;1) 构 作 有 限 的 1/2 网 , 从 中 可 以 找 出 闭 球 
B (a2; 1/2) ， 
{Ga : ae 4} 不 含 B (a2; 1/2) 的 有 限 覆 盖 . 
这 样 一 来 , 便 得 到 闭 集 套 
B(ai;1) DS B(a2;1/2) D:D Bl(an;1/n) D 


由 引 理 6, 并 且 从 作法 可 以 看 出 ， Nn B(an;1/n) = {a} € K. 这 个 点 a 被 {Go :ae4} 


中 某 个 集 G。 轿 盖 , 因为 G。。 是 开 集 , 因此 对 于 充分 大 的 n, 整个 集合 B(a,; 1/n) 
都 含 于 Coo. 导致 矛盾 , 命题 2 得 证 . > 


练习 
1. 度量 空间 的 子 集 叫 全 有 界 集 , 如 果 对 于 任意 的 s > 0, 它 都 有 有 限 e- 网 
a) 验证 : 集合 全 有 界 性 定义 与 其 叙述 中 的 e- 网 的 点 是 取 自 其 本 身 还 是 其 所 在 空间 无 关 . 
b) 试 证 : 度量 空间 中 的 集合 是 紧 集 , 当 且 仅 当 它 全 有 界 而 且 是 闭 集 . 
c) 举例 说 明 , 度量 空间 中 的 闭 有 界 集 未 必 是 全 有 界 的 , 因此 , 也 未 必 是 紧 集 
2. 拓扑 空间 的 子 集 称 为 是 相对 紧 的 , 如 果 它 的 闭 包 是 紧 集 . 
举 出 展 ”” 的 相对 紧 子 集 的 例子 . 


3. 拓扑 空间 称 为 是 局 部 紧 集 , 如 果 这 个 空间 的 每 个 点 有 相对 紧 的 邻 域 
举 出 局 部 紧 但 不 紧 的 拓扑 空间 的 例子 


4, 证 明 , 对 任 一 局 部 紧 但 不 紧 的 拓扑 空间 (X;rx), 存在 紧 拓 扑 空间 (Y;7y), 使 得 XC 了 了 , 而 
YN\X 由 一 个 点 组 成 , 并 且 空 间 (X;rx) 是 拓扑 空间 (Y; rr) 的 子 空间 . 


84 连通 的 拓扑 空间 
定义 1 称 拓扑 空间 (Xi;r) 是 连通 的 , 如 果 在 (X;7) 中 除了 X 本 身 和 空 集 以 
外 没有 别 的 开 一 财 集 电 . 
如 果 使 上 述 定义 具有 下 列 形式 , 那么 它 在 直观 上 就 更 清楚 了 . 
拓扑 空间 是 连通 的 , 当 且 仅 当 它 不 能 表 为 它 的 两 个 非 空 不 交 的 闭 ( 开 ) 子 集 的 并 . 


定义 2 拓扑 空间 (X;7) 中 的 集合 称 为 是 连通 集 , 如 果 它 作为 (X;7) 的 拓扑 
子 空间 (具有 诱导 拓扑 ) 是 连通 的 


中 即 同时 是 开 的 和 团 的 . 
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从 这 个 定义 和 定义 1 推出 , 集合 五 连通 的 性 质 不 依赖 于 包含 它 的 空间 . 更 精确 
地 说 , 如 果 (Xi;rx) 和 (Y;7y) 是 包含 已 并 且 在 王 上 导出 同一 个 拓扑 的 拓扑 罕 间 ， 
那么 已 在 X 和 Y 中 同时 连通 , 或 者 同时 不 连通 . 


例 1 设 互 ={1zZERIz 和 0}. 集合 E_ = {x € Elzx < 0} 非 空 , 它 与 五 不 重合 ， 
而 且 如 果 把 EB 看 作 拓 扑 空间 , 其 拓扑 是 及 上 标准 拓扑 的 诱导 拓扑 , EB_ (El = {zx € 
Elz > 0} 也 一 样 ) 同时 还 是 EB 中 的 开 - 闭 集 . 那么 , 已 不 是 连通 的 , 这 与 我 们 直观 想 
像 的 一 样 . 


命题 (关于 及 的 连通 子 集 ) 非 空 集合 己 C 恨 是 连通 的 , 当 且 仅 当 对 于 任意 属 
于 万 的 x,z, 从 XT<y<z 能 推出 y€EF. 


可 见 , 在 直线 上 只 有 (有 限 或 无 限 ) 区 间 : 开 区 间 , 半 开 区 间 , 闭 区 间 是 连通 的 
< 必要 性 设 电 是 及 的 连通 子 集 , 三 个 点 a,b,c 满 ae EbebE. 而 cg 
Ea<c<b. 议 
A={xzeElz<c}, B= {rE Elz> ce), 


则 有 ae hbeB, 即 A 了 2 且 Bz#%. 此 外 ,B= AUB, 并 且 两 个 集 4,B 是 马 中 
的 开 集 . 这 与 五 的 连通 性 矛盾 . 

充分 性 设 巨 是 及 的 共有 下 述 性 质 的 子 空间 : 与 任 一 对 点 a 和 5b 属于 EE 的 同 
时 , 区 间 [a,4| 中 一 切 点 都 属于 EB. 我 们 来 证 已 是 连通 集 . 

假设 4 是 五 的 开 - 闭 子 集 , 并 且 A4 关 26,B=E\Az2. 设 ae 4,beB. 为 
了 确定 起 见 , 设 a <5 (因为 4NB=%, 所 以 a 产品 . 考察 点 cl = sup{A NM [a,6b|}. 
为 43a 和 cl 和 be 也 ,我们 有 ce 五. 由 4 在 巨 中 的 闭 性 推出 cl e 4. 

现在 考察 点 cz == inf{B 中 [ci,0|}, 类 似 地 ,由 B 的 闭 性 推出 ce。e B. 于 是 , 因为 
creAhc eB 和 ANB= ,所 以 ag ci < cb. 但 是 从 cl 和 cs 的 定义 以 及 
二 AUB 推出 , 开 区 间 ]ei,czf 的 任 一 点 不 能 属于 E. 这 与 已 知 的 EB 的 性 质 不 符 ， 
可 见 , 集合 电 不 能 有 具 上 述 性 质 的 子 集 4, 从 而 , E 的 连通 性 得 证 . > 


练 ” 习 


1. a) 验证 , 如 果 4 是 (X;7) 的 开 一 闭 子 集 , 那么 B = XX \ 4 同样 是 开 一 闭 集 . 
b) 证 明 , 用 集合 包含 关系 的 术语 ， 集合 的 连通 性 质 可 以 用 以 下 形式 表示 : 拓扑 空间 (X;7) 
的 子 集 5 是 连通 的 , 当 且 仅 当 在 X 中 不 存在 一 对 不 交 开 集 ( 闭 集 ) Gx ,Gx，, 使 得 En 
GY X28,ENG% FO ECGxUGYXx. 
2. 证 明 : 
a) 有 公共 点 的 连通 子 空间 的 并 是 连通 的 . 
b) 连通 子 空间 的 交 不 一 定 连通 . 
c) 连通 空间 的 闭 包 是 连通 的 . 
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3. 具有 实 元 素 的 ” 阶 非 退 化 矩阵 组 成 的 群 GL(n) 可 以 看 作 乘积 拓扑 空间 及 "”” 的 子 空间 , 矩阵 
的 每 个 元 素 分 属于 自己 的 、 构 成 乘积 空间 有 R" 的 那个 实数 集 及 . 试问 , GL(n) 是 否 连通 ? 


4. 拓扑 空间 称 为 是 局 部 连通 的 , 如 果 它 的 每 个 点 具有 连通 的 邻 域 
a) 证 明 , 从 局 部 连通 性 还 不 能 推出 拓扑 空间 的 连通 性 . 
b) R? 中 的 集合 EE 是 函数 z ,sin 一 人 K 0) 的 图 形 加 上 纵 轴 上 的 区 间 


{(x,y) ER’|z =0A ly| < 1}. 


在 巨 上 装备 由 下 ”诱导 出 的 拓扑 . 证 明 , 这 样 得 到 的 拓扑 空间 是 连通 的 , 但 不 是 局 部 连通 的 . 


5. 在 第 7 章 82 第 2 段 中 , 我 们 把 R” 中 的 连通 子 集 定义 作 屠 样 的 集合 吾 C RR”", 它 的 任意 两 
点 都 可 以 用 EE 中 的 一 条 道路 连接 . 为 了 与 这 一 节 里 引进 的 拓扑 连通 性 区 别 , 第 7 章 中 所 研 

究 的 概念 通常 叫做 缴 式 连通 性 . 试 证 : 

a) R” 的 一 切 弧 式 连通 集 是 连通 集 . 


b) 当 n > 1 时 , 不 是 所 有 R” 的 连通 子 集 都 是 弧 式 连通 的 ( 见 练习 4). 
c) Rn 的 一 切 连通 开 子 集 是 弧 式 连通 的 . 
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这 一 节 只 讨论 度量 空间 , 更 确切 地 说 , 是 这 种 空间 中 在 分 析 的 各 个 领域 里 起 重 
要 作用 的 一 类 空间 . 


1. 基本 定义 和 例子 


与 从 空间 R" 的 研究 已 知 的 概念 类 似 , 我 们 将 在 任意 度量 空间 中 引进 基本 列 和 
收敛 列 的 概念 . 


定义 1 度量 空间 (Xi;d) 的 点 列 {fza : n € N} 叫做 基本 列 或 者 柯 西 列 , 如 果 
对 每 一 个 。 > 0, 有 号 码 N € N, 使 对 一 切 大 于 N 的 号 码 m,n < N, 满足 关系 


d(Tm, Tn) < E. 

定义 2 说 度量 空间 (Xi;d) 的 点 列 {zn : n EN} 收 敛 于 点 a EX, 或 a 是 这 个 
点 列 的 极限 , 如 果 lim d(a, 2n) = 0. 

像 以 前 那样 , 把 有 极限 的 序列 称 为 收敛 列 . 

现在 我 们 给 出 完备 度量 空间 的 定义 

定义 3 称 度量 空间 (X;d) 是 完备 的 , 如 果 它 的 每 个 基本 列 是 收敛 列 . 


例 1 具有 标准 度量 的 实数 集 及 是 完备 的 度量 空间 , 这 可 从 数列 的 柯 西 收敛 准 
则 推出 . 
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我 们 指出 , 因为 度量 空间 的 一 切 收敛 列 显然 是 基本 列 , 那么 , 在 完备 度量 空间 的 
定义 中 , 实质 上 是 要 求 空间 满足 序列 收敛 性 的 柯 西 准则 . 


例 2 如 果 在 集合 RR 中 去 掉 数 0, 那么 在 标准 度量 下 , 集合 及 \0 就 不 是 完备 空 
间 . 事实 上 , 它 的 点 zn = 1/n,n e N, 作成 基本 列 , 但 在 R\ 0 中 没有 极限 . 


例 3 具有 任 一 标准 度量 的 空间 R" 是 完备 的 , 这 在 第 7 章 82 第 1 段 里 已 经 前 
明 . 


例 4 考察 定义 在 区 间 [a,9] c 及 上 具有 度量 
d(f,g) = max |f(z) — g(z)) (1) 


. CGI 入 Pb 
的 实 值 连续 函数 集 Cla,9| ( 见 $1 例 7). 


我 们 来 证 明度 量 空间 (Cla, 忆 ;ad) 是 完备 的 . 
4 设 函 数列 {f(z);n € N} 起 Ca 中 的 基本 列 , 即 ve > 0,3N e N,vm,n e 
Nm >N 且 m >N), 有 


Jo 人 z) 一 户 (Gz)<e，Yzreloi 2) 


对 于 每 个 固定 的 值 z e [a,d, 从 (2) 可 以 看 出 , 数列 {f(z);n € N} 是 基本 的 ， 
根据 柯 西 准则 , 它 有 极限 , 记 作 f(zx). 
于 是 ， / 
f(x) = im fn(x), ZEla, 吉 . (3) 


我 们 来 验证 函数 f(x) 在 [a, 9] 上 连续 , 即 f € Cla, 59]. 
从 (2) 和 (3) 推出 , 当 n > N 时 了 满足 不 等 式 


f(z)— fn(r)| < e, Vz € la,bl. (4) 


对 于 固定 点 ze [a,4], 验证 函数 f 在 这 点 的 连续 性 . 设 位 移 h 使 得 z +h fa, 名 
从 恒等式 


f(z+h)— f(z) = f(r+h)— fn(T th) + fn(z+h) 
—fn(7) + fn(7x) — f(7), 


得 到 不 等 式 


f(z+h) — fr < |f(z+h) — fn(r tA) 
+|fn(z+ ho fn(z)| + |fn(7) — flr). (5) 
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由 (4), 不 等 式 (5) 的 右 端 第 一 和 第 三 项 , 当 n > N 时 , 都 不 超过 ce. 取 定 mm > N， 
得 到 函数 fi, e Cla, 引 , 再 选取 5 = 6(e), 使 得 对 于 Ih| < 56, 有 |f(z+h)— f(z)| < es， 
我 们 就 得 到 : 如 果 |h| < 65, 则 


f(z + 月 -Fol< 3e 


这 说 明 函 数 f 在 点 zx 连续 . 由 点 zx 在 [ab 中 的 任意 性 , 即 知 f € Cla, 1. 
最 后 , 根据 (4), 成 立 lim d(f, fn) = 0.” 因 此 , 具有 度量 (1) 的 空间 Cla, 引 是 完 
备 的 度量 空间 . > | 
这 是 一 个 很 重要 的 定理 , 它 在 分 析 中 有 广泛 应 用 . 


例 5 如 果 在 同一 个 集合 Cle, 上 , 代替 度量 
(1), 考察 积分 度量 


b 
ad(f,g) = / fgr)dz, (0) 


那么 所 产生 的 度量 空间 不 完备 . 

4 为 了 记号 简单 起 见 , 我 们 设 [中 = [一 1,1], 作 
为 例子 , 我 们 考察 用 以 下 方式 定义 的 水 数列 {fe 
C| 一 1,1 ;me Nj}: 


一 1, 如 果 一 1 和 世 2 所 一 1/m， 
户 (z) = 二 4 nz, 如 果 一 1/n<z<1/n, 
1]， 如 果 1l/n<zsgl1 


(图 67). 


从 积分 的 性 质 直接 推出 这 个 序列 在 度量 (6) 下 是 空间 C[--1,1] 的 基本 列 . 同时 ， 
它 在 C[-1,1] 中 没有 极限 , 因为 如 果 连 续 函 数 fe C[-1,1 是 该 序列 在 度量 (6) 下 
的 极限 的 话 , 那么 函数 f 在 区 间 -1 < x < 0 上 应 取 常 数 -1, 而 在 区 间 0 < z 么 1 上 
应 等 于 1, 这 与 f 在 x =0 处 的 连续 性 不 相 容 . w 


例 6 证 明定 义 在 [a, 上 的 实 值 黎 曼 可 积 函 数 集 R[a,5] 在 度量 (6)% 的 意义 
下 也 不 完备 要 困难 些 , 我 们 借助 在 黎 曼 意义 下 函数 可 积 性 的 勒 贝 格 准则 来 证 明 这 个 
事实 . 


< 取 闭 区 间 [0,1] 作为 fc, 引 , 并 且 在 [0,1] 上 构造 测度 不 是 零 的 康 托 尔 集 . 设 
A ej0,1/3[. 在 [0,1] 中 去 掉 长 度 为 A 的 中 间 部 分 , 更 确切 地 说 , 是 去 掉 区 间 [0,1] 的 


“这 一 句 是 译 者 加 的 
中 关于 Rla, 莫 上 的 度量 (6), 参看 81 例 9 中 所 作 的 说 明 . 
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中 后 的 A/2- 邻 域 . 在 剩 下 的 两 个 区 间 的 每 一 个 区 间 中 去 掉 长 度 为 A .1/3 的 中 间 
部 分 . 再 从 剩 下 的 四 个 区 间 的 每 一 个 区 间 中 去 掉 长 度 为 A .1/32 的 中 间 部 分 , 等 等 . 
在 这 个 过 程 中 所 有 去 掉 的 区 间 长 等 于 


A+A.2/3+A.4/3°++.…+A.:(2/3)" 1+.… = 3A. 


因为 0 < A <1/3, 所 以 , 1 一 3A > 0, 由 此 推出 区 间 [0, 1] 上 剩 下 来 的 集合 K K ( 康 托 
尔 集 ) 的 勒 贝 格 测度 不 是 零 . 

现在 我 们 考察 以 下 的 序列 : {fe& RI0, 1];n € N}. 设 fi 是 在 前 n 步 删 去 的 区 间 
上 等 于 零 , 而 在 [0,1H 上 其 他 点 等 于 1 的 函数 . 容易 验证 , 这 个 序列 在 度量 (6) 的 意 
义 上 是 基本 列 . 假如 某 个 函数 f € 90, 1] 是 这 个 序列 的 极限 , 那么 在 [0, 1] 上 f 应 该 
与 集合 K 的 特征 函数 几乎 处 处 相同 . 这 样 , f 在 集合 K 的 每 个 点 间断 . 可 是 ， 于 
K 不 是 零 测度 集 , 从 勒 幢 格 准则 推出 f 4 89[0, 1]. 这 说 明 具 有 度量 (6) 的 Rla,0| 不 
是 完备 的 度量 空间 . > 


2. 度量 空间 的 完备 化 


例 7 重新 问 到 实数 轴 上 , 考察 有 理 数 集 Q, 其 中 装备 由 及 上 标准 度量 导出 的 
度量 . 


显然 , 在 及 中 收敛 到 V2 的 有 理 数列 是 基本 列 , 但 它 在 Q@ 中 没有 极限 , 也 就 是 
说 , 具有 所 指 度量 的 Q 不 是 完备 的 空间 . 并 且 , Q 原本 是 完备 度量 空间 R 的 那样 的 
子 空间 ,及 自然 地 看 作 是 Q@ 的 完备 化 . 要 注意 的 是 , 集合 Q@ Cc R 也 可 能 看 作 完 备 度 
量 空间 及 2 的 子 集 , 但 是 把 R? 称 为 Q@ 的 完备 化 是 不 合理 的 . 


定义 4 包含 给 定 度量 空间 (X; d) 的 最 小 的 完备 度量 空间 称 为 空间 (Xi;d) 的 完 
备 化 空间 . 


这 个 直观 上 可 以 接受 的 定义 至 少 需 要 两 个 方面 的 说 明 : “最 小 ”是 什么 意思 和 它 
是 否 存在 . 
我 们 很 快 就 能 回答 这 两 个 问题 , 而 现在 暂且 采用 以 下 较为 形式 的 定义 . 


定义 5 如 果 度 量 空 间 (X;d) 是 完备 度量 空间 (Y; d) 的 子 空间 , 并 且 集 合 六 C 
Y 在 Y 中 处 处 稠密 , 那么 就 称 空 间 (Y; d) 为 度量 空间 (X;d) 的 完备 化 空间 . 

定义 6 称 度量 空间 (Xi;di) 与 度量 空间 (Xa; dz) 是 等 距 的 , 如 果 存 在 一 一 映 
射 有 : XX! 一 XX2, 使 得 对 于 X! 中 的 任意 点 a,b, 成 立 等 式 do(f(a), f(b)) = di(a,b). 
(在 这 种 情况 下 , 称 映射 f : Xi 一 X2 为 等 距 映 射 .) 


显然 , 所 引进 的 关系 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 , 也 就 是 说 , 引进 的 关系 是 度量 
空间 之 间 的 等 价 关 系 . 在 研究 度量 空间 性 质 的 时 候 , 我 们 研究 的 不 是 个 别 的 空间 , 而 
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是 同时 研究 了 与 它 等 距 的 所 有 空间 的 性 质 . 由 于 这 个 原因 , 等 距 的 度量 空间 可 以 不 
加 区 分 . | 


例 8 平面 上 两 个 全 等 的 图 形 作 为 度量 空间 是 等 距 的 , 所 以 在 研究 图 形 的 度量 
性 质 时 ， 我 们 守 全 不 管 像 图 形 在 圭 面 中 处 于 什么 位 置 这 种 问题 ， 而 把 所 有 彼此 全 等 
的 图 形 视 为 同一 的 , 


采用 了 把 等 距 的 空间 视 为 同一 空间 的 约定 后 , 可 以 证 明 , 一 个 度量 空间 , 如 果 它 
有 完备 化 空间 , 那么 必 是 唯一 的 . 
我 们 先 来 验证 


引 理 对 于 度量 空间 (Xi;d) 的 任意 四 个 点 a,b,u,v 成 立 不 等 式 

lad(a, b) — d(u, v)| < d(a, wu) + d(b, v). (7) 
< 根据 三 角 不 等 式 , 有 

d(a,b) < d(a,u) + d(w,v) + d(b,v). 


由 于 a,b 和 wv 两 对 元 素 是 平权 的 , 由 此 即 可 推 得 (7). > 
现在 证 明 


么 它们 是 等 距 的 . 


< 用 以 下 的 方法 构造 等 距 映 射 f :太一 了 厂 对 于 zexX 设 fczl)=2Z 和 那 
么 zi,za EX 时 , do(f (21), f(x2)) = d(f (71), f(z2)) = d(T1,72) = di(z1,72)， 如 琳 
yi € 了 \X 那么 因为 和 在 冯 中 处 处 稠密 , Wi 是 对 于 X 的 极限 点 . 设 {zxn;n € N} 
是 在 度量 di 意义 下 收敛 于 yi 的 X 中 的 点 列 . 这 个 点 列 在 di 意义 下 是 基本 的 . 但 是 
因为 在 X 上 度量 d 和 4d, 均 与 d 相同 , 这 个 序列 也 是 (Y2; dz) 中 的 基本 列 . (Yo; dz) 
是 完备 的 , 因此 这 个 序列 在 Y2 中 有 极限 ye Y2. 可 以 用 常规 的 方法 证 明 这 个 极限 
是 唯一 的 . 现在 设 f(y1) = yo. 因为 任意 点 yo € Y2 \X 和 任意 点 wi € 六 和 \X 一 样 ， 
也 是 X 中 某 个 基本 列 的 极限 , 于 是 所 作 的 映射 :了 一 了 2 是 满 射 . 

现在 验证 , 对 于 了 中 任意 一 对 点 WW,W, 成 并 等 式 


do(f(y), fF(9)) = di(yi, 1 ). (8) 


如 果 yi ,ye XX, 那么 (8) 显然 成 立 . 在 一 般 的 情况 下 , 取 关中 收 合 于 入 
的 两 个 点 列 {x4;n € N}, {z;n e N}. 从 不 等 式 (7) 推出 


di(y, yi ) = = lim da(Zn Tn), 
Nn—+O0 
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或 者 
di(y1,91) = lim d(xn, zn). (9) 
根据 作法 , 这 两 个 点 列 在 (Y3; dz) 中 相应 地 收敛 于 Ww = fy) 和 = f(y) 
所 以 
d2(y2,Y2) = lim d(xn, rn) (10) 
比较 关系 式 (9) 和 (10) 便 得 等 式 (8). 这 个 等 式 同 时 说 明 我 们 的 映射 六 :六 一 六 
是 单 射 . 这 就 完成 了 f 是 等 距 映 射 的 证 明 . > 
在 定义 5 中 ,(Y; qd) 是 度量 空间 (X;d) 的 完备 化 空间 , 要 求 (X;d) 是 (Y; qd) 的 和子 
空间 且 X 在 (Y;d) 中 处 处 稠密 . 从 把 彼此 等 距 的 空间 视 为 同一 空间 的 观点 , 现在 可 
以 将 完备 化 概念 推广 如 下 


定义 5' 完备 度量 空间 (Y; dy) 称 为 是 度量 空间 (Xidx) 的 完备 化 ， 如 果 在 
(Y;dy) 中 有 与 (X;dx) 等 距 的 处 处 称 密 的 子 空间 . 


现在 证 明 
命题 2 每 个 度量 空间 都 有 完备 化 空间 . 


< 如 果 原 来 的 空间 本 身 是 完备 的 , 那么 它 本 身 就 是 自己 的 完备 化 空间 . 

实际 上 , 在 证 明 命 题 1 时 我 们 已 给 出 了 构 作 不 完备 度量 空间 (X; dx) 的 完备 化 
空间 的 思想 . 

考察 空间 (XX; dx) 中 的 基本 序列 的 集合 . 称 其 中 的 两 个 序列 {2%;n ee N}, {zn;n € 
N} 等 价 或 共 尾 , 如 果 当 n 一 co 时, 有 


d(xn, Tn) 一 0. 


容易 看 出 , 共 尾 关系 实际 上 是 等 价 关 系 . 用 5S 表示 等 价 基本 序列 类 的 集合 . 在 9 中 
按照 以 下 法 则 引进 度量 . 如 果 s' 和 s” 是 5S 的 元 , 而 {zi;ne€ N} 和 {zx*;n€ N} 分 
别 是 类 s' 和 s 中 的 基本 列 , 则 设 


d(s',s")= lim dx (xn, Zn). : (11) 
一 个 人 


从 不 等 式 (7) 推出 , 这 个 定义 是 合理 的 : 右 端 极限 存在 (根据 数列 的 柯 西 准则 )， 
并 且 不 依赖 于 s',s” 中 序列 {fz jn € N}), {xz/;n e N} 的 选取 . 

函数 d(s', s") 满足 度量 的 三 条 公理 . 这 样 得 到 的 度量 空间 (S; d) 就 是 所 求 的 空 
间 (X;dx) 的 完备 化 宅 间 . 事实 上 , (X;dx) 等 距 于 空间 (5; d) 的 子 空间 (Sx; qd), 这 
里 (Sx; d) 是 那样 一 些 基 本 序列 等 价 类 的 集合 , 其 中 每 个 类 含有 一 个 常 驻 列 {zn = 
zeX;n E N}. 自然 , 把 这 样 的 类 s e 5 等 同 于 点 ze X. 这 样 得 到 的 映射 


f :(X;dx) = (Sx;d) 
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显然 是 等 距 的 . : 

剩 下 来 的 是 要 验证 , (Sx;d) 在 (5; qd) 中 处 处 称 密 以 及 (5; qd) 是 完备 的 度量 空间 . 

先 验 证 (Sx;d) 在 (Si d) 中 的 稠密 性 . 设 s 是 S 的 任 一 元 , 而 {xn;n ec N} 是 属 
于 类 .s 的 (X;dx) 中 的 基本 列 . 取 6 = f(zn),n e N, 我 们 得 到 空间 (Sx;q) 的 点 列 
{én;n EN}, 从 (11) 可 以 看 出 , 它 以 se S 为 极限 . 

现在 证 明 空 间 (5;d) 完备 . 设 {5%;n EN] 是 空间 (S;q) 的 任 一 基本 列 . 对 于 每 
个 n Ee N 选择 (Sx;d) 中 的 元 &, 使 得 d(s%,é&%) < 1/n, 那么 序列 {&%;n € N} 与 序 
列 {sn;n EN 一 样 , 也 是 基本 列 . 但 在 这 种 情况 下 , 序列 {fzn = f-1(&%);n € N} 也 
将 成 为 (X;dx) 中 的 基本 列 , 它 定义 一 个 元 se 5, 而 由 (11) 知 , 这 个 元 是 给 定 的 序 
列 {sn;n EN} 的 收 化 极限 . > 


注 1 证 明了 命题 1 和 命题 2 以 后 , 就 容易 明白 在 定义 5' 的 意义 下 , 上 度量 空间 
的 完备 化 实际 上 是 包含 (精确 到 等 距 ) 给 定 度量 空间 的 最 小 的 完备 空间 . 利用 这 些 ， 
我 们 明确 了 并 且 证 实 了 开始 的 定义 4. 


注 2 从 有 理 数 集 Q 出 发 构造 实数 集 恨 , 可 以 完全 按照 上 面 在 一 般 形式 下 构造 
度量 空间 的 完备 化 空间 的 方法 进行 . 这 正 是 由 康 托 尔 完成 的 从 Q@ 到 RR 的 过 渡 . 


注 3 在 例 6 中 我 们 证 明了 黎 曼 可 积 函数 空间 la, 0] 在 原来 的 积分 度量 下 是 不 
完备 的 . 它 的 完备 化 是 重要 的 勒 贝 格 可 积 函数 空间 &[a, 0]. 


练 习 


1， a) 证 明 以 下 的 闭 球 套 引 理 . 设 (Xi;d) 是 度量 空间 , 五 (zlii ri) 2 B(x2;72) D … DD B(zn; 
ra) 了 .是 中 的 半径 趋 于 零 的 闭 球 套 . 那么 , 空间 (XI; d) 完备 , 当 且 仅 当 对 于 任意 
这 样 的 序列 , 存在 唯一 的 点 属于 这 个 序列 中 的 每 一 个 球 . 

b) 证 明 , 如 果 在 上 述 引 理 的 条 件 中 , 去 掉 rn 一 0,n 一 oo 的 要 求 , 那么 , 甚至 当空 间 完备 
时 ， Nn B(zn;Tn) 也 可 以 是 空 集 . 


2. a) 在 度量 空间 (Xi dj) 中 , 称 集合 忆 C 多 是 无 处 稠密 的 ,如果 它 在 任 一 球 内 都 个 稠密 , 即 
对 于 任 一 球 B(zir), 可 以 找到 球 


B(x1;71) C B(x;7), 


使 得 B(xz1;71) 中 没有 集合 EB 的 点 . 
集合 忆 称 为 X 中 的 第 一 纲 集 , 如 果 它 可 以 表示 为 可 数 个 无 处 稠密 集 的 并 ， 
XX 中 不 是 第 一 纲 集 的 集 称 为 第 二 纲 集 . 
试 证 , 完备 的 度量 空间 是 (自身 中 的 ) 第 二 纲 集 . 
b) 试 证 , 如 果 函 数 fe Ce[a, 昌 , 且 满 足 : Vz € [a,91,3n € N,Ym > mw 有 f("(z) = 0, 那 
么 函数 f 是 多 项 式 . 
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从 分 析 的 观点 来 看 , 这 一 节 和 下 一 节 包含 了 这 一 章 的 最 重要 的 结果 

这 里 所 叙述 的 基本 概念 和 命题 都 是 很 自然 的 , 有 时 简直 是 把 我 们 已 经 熟知 的 一 
些 概念 和 命题 逐 字 逐 句 地 移植 到 任意 的 拓扑 空间 或 度量 空间 中 的 映射 的 情形 . 这 时 
对 于 许多 事实 , 不 只 是 它们 的 叙述 , 就 连 它们 的 证 明 , 几乎 都 与 已 经 研究 过 的 情况 相 
同 , 在 这 些 情况 下 , 自然 就 引用 此 前 已 详细 叙述 过 的 相应 的 命题 , 而 略 去 叙述 和 证 明 . 


1， 映射 的 极限 
a. 基本 定义 各 它 的 特殊 情况 


定义 1 设 f:XX 一 Y 是 从 在 印 中 具有 确定 基底 汉 = {B} 的 集合 六 到 拓扑 空 
间 Y 的 映射 . 称 点 4 eY 是 映射 1 : 鲜 一 Y 关于 基 虽 的 极限 , 并 记 作 lim f(z) = 4, 
如 果 对 于 Y 中 点 4 的 任 一 邻 域 V(4), 有 基 由 的 元 素 B e %, 使 得 B 在 映射 f 下 
的 像 含 于 V(4) 中 . 


用 逻辑 符号 表示 , 定义 1 有 如 下 形式 


lim f(z)=A:=YV(A}CY 3Be Bf(B) CV(A)). 


我 们 最 经 常 遇 到 的 情况 是 X 和 了 一 样 ， 也 是 拓扑 空间 ， 而 外 是 菜 个 后 a EX 
的 邻 域 基 或 者 去 心 邻 域 基 . 对 于 点 a 的 去 心 邻 域 基 {U (a)} 仍 采 用 以 前 的 记号 z 一 oa， 
对 这 个 基 , 定义 1 可 以 具体 化 为 : 


lim f(z) = A:=WW(A) CY 3U(a) CX(FU(a)) C VA)). 


如 果 (X;dx) 和 (Y;dy) 是 两 个 度量 空间 , 那么 后 一 个 定义 可 以 用 e-6 语言 改 述 
为 : 


lim f(x)=A:=Ye >0 30>0vreAX 
(0 < dx{(a,7) <6 = dy(A, {1(7)) < e). 


洪 
ll 
NN 


lim f(z) = A lim dy(4, f(z)) =0 


于 是 我 们 看 到 , 有 了 邻 域 的 概念 以 后 , 在 拓扑 空间 或 者 度量 空间 Y 中 , 就 可 以 像 
在 Y = RR 中, 或 者 更 一 般 地 , 像 在 了 = Rr 中 所 作 的 那样 , 定义 映射 f :XX 一 了 的 
极限 概念 . 
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b， 关于 映射 极限 的 性 质 


我 们 对 极限 的 一 般 性 质 作 一 些 说 明 .. 

首先 指出 , 以 前 所 得 到 的 极限 的 唯一 性 当 Y 不 是 豪 斯 多 夫 空 间 时 已 不 再 成 立 . 
如 果 YY 是 豪 斯 多 夫 空 间 , 那么 极限 的 唯一 性 成 立 , 并 且 它 的 证 明 与 特殊 情况 Y = 下 
或 者 Y = R" 中 所 进行 的 没有 什么 区 列 . 

其 次 , 如 果 了 :和 X 一 了 是 度量 空间 中 的 映射 , 那么 可 以 谈论 映射 的 有 界 性 (就 是 
Y 中 集合 F(X) 的 有 界 性 ) 和 映射 关于 X 中 基 3 的 最 终 有 界 性 (是 指 存 在 基 3 的 
元 B, 在 B 上 ff 有 界 ). 

从 映射 的 极限 定义 本 身 推出 , 如 果 从 具有 基 3 的 集合 X 到 度量 空间 Y 的 映射 
f :XX 一 Y 关于 基 和 有 极限 , 那么 它 关 于 这 个 基底 最 终 有 表 . 


c. 映射 极限 的 存在 性 问题 


命题 1 (关于 复合 映射 的 极限 ) 设 Y 是 具有 基 名 y 的 集合 ,而 g:Y 一 2 是 从 
Y 到 拓扑 空间 2 的 关于 基 好 r 有 极限 的 映射 . 

设 生 是 具有 基 凶 xy 的 集合 . 并 且 :和 一 了 是 从 和 到 了 的 满足 下 述 条 件 的 _ 
映射 : 对 于 基 好 y 中 的 任 一 元 By E By, 有 基 好 x 中 的 Bxe 人 外 x, 使 妃 x 的 像 含 
于 By 中 , 即 FLBx) C By. 

在 这 些 条 件 下 , 由 映射 f 和 g 所 确定 的 复合 映射 gof :XX 一 2Z 有 关于 基 Bx 
的 极限 , 并 且 

lm go f(7) = lm g(%). 


证 明 参 看 第 3 章 82 定理 5. 

现在 我 们 来 讨论 有 关 极 限 存 在 性 的 另 一 重要 论断 一 一 柯 西 准则 . 而 这 次 所 谈 的 
是 关于 度量 空间 甚至 是 完备 度量 衬 间 中 的 映射 f : 关 一 YY. 

在 从 集合 X 到 度量 空间 (Y; d) 的 映射 :和 一 了 的 情况 下 , 自然 采用 以 下 的 

定义 2 称 量 
w(f;é) = ,Sup dy zt f (x2)) 


为 映射 f: 义 一 了 在 集合 互 CX 上 的 振幅 . 


命题 2 (映射 极限 存在 性 的 柯 西 准则 ) 设 瑟 是 具有 基 人 外 的 集合 ; f :对 一 YY 
是 从 处 到 完备 度量 空间 (Y;d) 的 映射 

为 使 映射 f 关于 基 名 有 极限 , 必须 且 只 需 对 于 任意 的 > 0, 有 基 虽 的 元 B， 
映射 在 召 上 的 振幅 小 于 6. 


3lim f(r) ve > 04B e Bw(f;B) < e). 
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证 明 参 看 第 3 章 82 定理 4. 
要 指出 的 是 , 空间 Y 的 完备 性 只 在 从 最 后 的 关系 式 的 右边 导出 左边 时 需要 . 另 
外 , 如 果 Y 不 是 完备 空间 , 那么 一 般 来 说 这 样 的 推导 是 不 可 能 的 . 


2. 连续 映射 
a， 基 本 定义 


定义 3 称 从 拓扑 空间 (Xi;rx) 到 拓扑 空间 (Yi rr) 的 上 映射 f :和 一 了 在 点 
aeX 连续 , 如 果 对 于 点 f(a) EY 的 任意 邻 域 V(f(a)) CY, 有 扣 a € XX 的 邻 域 
U(a) CX, 使 U(a) 的 像 f(U(a)) 含 于 V(f(a)) 中 . 

因此 

1:X 一 Y 在 ae XX 连续 


:= VV (f(a))a3U (a) (fF(U (a)) CV (f(a))). 


在 基 和 Y 是 度量 空间 (X;dx),(Y;dy) 的 情形 , 定义 3 自然 可 以 用 es -6 语言 
叙述 : 

站 :天 一 了 在 aexX 连 续 :=Yve > 036 > 0vz € X(dx(a,7) < 0 全 
dy (fla), jz)) < e). z 


定义 4 称 映射 f :XX 一 Y 为 连续 的 , 如 果 它 在 每 个 点 ze X 连续 
从 和 到 Y 的 连续 映射 的 集合 用 记号 C(X;Y) 表示 . 


定理 1 (映射 连续 性 准则 ) 从 托 扑 空间 (X;rx) 到 拓扑 空间 (Y;7y) 的 映射 了 
XX 一 了 连续, 当 且 仅 当 Y 的 任何 开 ( 闭 ) 子 集 的 原 像 是 X 中 的 开 ( 闭 ) 集 


< 因为 余 集 的 原 像 是 原 像 的 余 集 , 因此 只 需 对 开 集 证 明定 理 . 

首先 证 明 , 如 果 f Ee C(X;Y), 而 Gy € rr, 那么 Gx = fi (GY) EeE rx. 者 
Gx 二 2, 则 Gx € 7x 是 显然 的 . 若 Gx 关 8 且 a € Gx, 那么 根据 映射 f 在 
点 au 的 连续 性 定义 . 对 于 点 f(a) 的 邻 域 Gy, 有 点 a 在 X 中 的 邻 域 Ux (a), 满 征 
f(Ux(a)) C Gy. 也 就 是 Ux(a) C Gx = 广 !(Gy). 因为 Gx = 测 Ux(a), 所 以 


Gx 是 开 的 , 即 Gx € Tx. 

现在 证 明 , 如 果 Y 中 任 一 开 集 的 原 像 是 X 中 的 开 集 , 那么 fe C(X;Y). 任 
取 点 we X 和 它 的 像 在 Y 中 的 任意 邻 域 VW(f(a)), 我 们 发 现 , 集合 Ux(a) = 
f-1(Vy(f(a)))) 是 点 a 在 X 中 的 开 邻 域 , 且 f(Ux(a)) Cc Vy(f(a))， 因 此 得 到 , 映 
射 /:X 一 了 在 任意 点 ceX 连续 . mw 


定义 5 称 从 一 个 拓扑 空间 (Xi;rx) 到 另 一 个 拓扑 空间 (Yirr) 上 的 双 射 f : 
X 一 了 是 同 胚 的 或 者 同 胚 , 如 果 它 本 身 和 它 的 道 映 射 f-! :Y 一 和 都 是 连续 的 . 
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定义 6 称 两 个 拓扑 空间 是 同 胚 的 , 如 果 人 存在 从 其 中 一 个 空间 到 为 一 个 空间 上 
的 同 胚 映射 . 


正 像 定理 1 所 指出 的 那样 , 对 于 从 拓扑 空间 (X;7x) 到 空间 (Y; rr) 上 的 同 胚 映 
射 了 :XX 一 Y, 开 和 集 族 Tx,7y 在 下 述 意 义 下 互相 对 应 : Gx Erx 侣 f(Gx)= Gy €7y. 

因此 , 从 拓扑 性 质 的 观点 来 看 , 同 胚 空间 是 完全 相同 的 . 因而 , 像 度量 空间 的 等 
距 性 是 等 价 关系 一 样 , 拓扑 空间 的 同 胚 性 同样 是 拓扑 空间 集合 中 的 等 价 关 系 . 


b. 连续 映射 的 局 部 性 质 


我 们 将 指出 连续 映射 的 局 部 性 质 . 它们 可 从 极限 的 相应 性 质 直接 推出 . 

命题 3 (连续 映射 的 复合 的 连续 性 ) 设 (Xi;irx),(Yirr),(2;rz) 是 拓扑 空间 . 
如 果 映 射 9:Y 一 ZF 在 点 beEY 连续 ,映射 了 :天 一 了 在 点 aE 基 连续 而 
且 f(a) =b, 那么 这 两 个 映射 的 复合 gof: 针 一 2Z 在 点 a EX 连续 . 

这 可 从 映射 连续 性 定义 和 命题 1 推出 . 


命题 4 (映射 在 连续 点 邻 域内 的 有 界 性 ) 如 果 拓 扑 空 间 (XX,7) 到 度量 空间 
(Y;d) 的 映射 1 : XX 一 Y 在 某 个 点 a €E XX 连续 ,那么 它 在 这 个 点 的 某 个 邻 域 内 
有 界 . 


命题 从 有 极限 的 映射 的 关于 基底 的 最 终 有 界 性 推出 . 

在 叙述 下 面 关 于 连续 映射 性 质 的 结论 之 前 , 对 于 及 或 者 R" 中 的 映射 , 我 们 先 
回忆 一 下 量 

wpi oj := lim w(f; B(a;7)), 

它 称 之 为 映射 了 在 点 a 的 振幅 . 

因为 映射 在 集合 上 的 振幅 概念 和 球 的 概念 在 任何 度量 空间 中 都 仍然 有 效 , 所 以 
映 册 f 在 点 a 的 振幅 w(f;a) 的 定义 对 于 从 度量 空间 (X;dx) 到 上 度量 空间 (Y ;dy) 
的 映射 f : 站 YY 同样 有 效 . 


命题 5 从 度量 空间 (XX; dx) 到 度量 空间 (Y;dy) 的 映射 1 :XX 一 了 在 点 aE XX 
连续 ， 当 且 仅 当 w(f;a)==0. 


这 个 结论 可 从 映射 在 一 点 的 连续 性 定义 直接 推出 . 
c， 连续 映射 的 整体 性 质 

现在 我 们 来 讨论 连续 映射 的 最 重要 的 整体 性 质 
定理 2 在 连续 映射 下 , 紧 集 的 像 是 紧 集 . 
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4 设 上 :天 一 了 是 从 紧 集 (K;Tk) 到 拓扑 空间 (Y; rr) 的 连续 映射 , 并 且 设 
{G%,a e A} 是 Y 中 覆盖 f(K) 的 开 集 族 . 由 定理 1, 集合 {G&% = 广 1(G&),a € 4)} 
组 成 K 的 开 和 覆盖 . 从 中 选 出 有 限 覆 盖 G% ,…… ,Go%", 得 到 集合 f(K) CY 的 有 限 覆 
盖 G91,…. ,G9". 因而 f(K) 是 Y 中 的 紧 集 . > 


推论 。 紧 集 上 的 连续 实 函 数 :KK 一 民 在 紧 集 的 某 个 点 取得 最 大 (最 小 ) 值 


< 事实 上 , f(K) 是 RR 中 的 紧 集 , 也 就 是 有 界 闭 集 . 这 意味 着 inf f(K) < f(K) 
和 supf(K) Ef(K).P 

特别 地 , 如 果 天 是 区 间 [a,c RR, 那么 我 们 重新 得 到 古典 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 . 

关于 一 致 连续 性 的 康 托 尔 定 理 能 逐 字 逐 名 地 转移 给 在 紧 集 上 定义 的 连续 映射 . 
在 叙述 它 之 前 , 我 们 先 引 进 必 要 的 


定义 7 称 从 度量 空间 (Xi; dx) 到 度量 空间 (Y; dy) 的 映射 f : X 一 Y 为 一 致 
连续 映射 , 如 果 对 任意 的 < > 0, 有 5 > 0, 使 得 在 任意 直径 小 于 6 的 集 巨 CX 上, 映 
射 f 的 振幅 w(f;E) 小 于 = 


定理 3 (关于 一 致 连续 性 ) 从 度量 紧 集 五 到 度量 空间 (Y;dy) 中 的 连续 映射 
f :K 一 》 是 一 臻 连续 的 . 


特别 地 , 如 果 天 是 及 上 的 闭 区 间 , 而 Y = RR, 那么 我 们 重新 得 到 古典 的 康 托 尔 
定理 , 第 4 章 82 第 2 段 中 对 这 个 定理 的 证 明 , 实际 上 , 可 以 不 加 改变 地 移 到 上 述 一 
般 情况 上 来 . : 

现在 研究 连通 空间 上 的 连续 映射 


定理 4 在 连续 映射 下 , 连通 拓扑 空间 的 像 是 连通 的 . 

4 设 /:X 一 Y 是 从 连通 拓扑 空间 (Xi;rx) 到 拓扑 空间 (Y; rr) 上 的 连续 映射 
设 By 是 Y 的 开 - 闭 子 集 . 由 定理 1, 集合 By 的 原 像 Ex = FiI(By) 是 和 中 的 
开 - 闭 集 . 由 X 的 连通 性 得 到 , 或 者 Ex = C, 或 者 Ex = X. 但 这 意味 着 , 或 者 
Ey = ,或 者 Ey =Y=/(X).P 


推论 如 果 连 通 拓扑 空间 (X;r) 上 的 连续 函数 :XX 一 下 取 值 f(a) = 4e 疏 
和 f(b) = Be 恨 ,那么 对 于 A 和 B 之 间 的 任 一 数 C, 必 存在 点 cE X, 使 得 f(c)=C. 


4 实际 上 , 根据 定理 4, f(X) 是 RR 中 的 连通 集 . 而 R 中 的 连通 集 只 能 是 区 间 
( 见 84 中 断言 ). 因此 点 C 与 点 4 和 B 一 起 含 于 f(X) 中 .> 
特别 地 , 如 果 X 是 区 间 , 我 们 得 到 古典 的 连续 实 值 函 数 的 中 值 定 理 . 
练习 
1. 8) 如 果 跌 射 f : 关 一 YY 连续, 那么 XX 中 的 开 集 ( 闭 集 ) 的 像 是 否 为 Y 中 的 开 集 ( 团 集 )? 
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b) 如 果 在 映射 f: X 一 了 下 , 不 仅 开 集 的 原 像 是 开 集 , 而 且 开 集 的 像 也 是 开 集 , 那么 f 是 
否 一 定 为 同 胚 映射 ? 
c) 如 果 了 映射 f : 一 了 连续 , 并且 是 满 单 射 , 那么 它 是 否 总 是 同 胚 的 ? 
d) 同时 满足 条 件 b 和 c 的 映射 是 否 是 同 胚 的 ? 
2， 试 证 
a) 从 紧 集 到 袁 斯 多 夫 空 间 的 连续 双 射 是 同 胚 映 射 . 
b) 如 果 去 掉 值 域 空间 的 豪 斯 多 夫 狂 要 求 , 一 般 说 来 , 上 述 断 言 不 成 也. 

3. 说 明 有 R” 的 以 下 子 集 : 直线 , 直线 上 的 开 区 间 , 直线 上 的 闭 区 间 , 球面 及 环 面 , 作为 拓扑 空间 ， 
是 否 (两 两 ) 同 肘 . 

4. 称 拓 扑 空 间 (Xi;r) 是 弧 式 连通 的 , 如 果 对 于 它 的 任意 两 个 点 , 可 以 用 位 于 天 中 的 一 条 路 径 
连结 . 更 确切 地 说 , 就 是 对 于 X 中 的 任意 两 个 点 4 和 B, 有 从 闭 区 间 [a,8] CR 到 关中 的 
连续 映射 f :了 = [ao 一 X, 使 得 f(a) = 4, f(b)= B. 

a) 证 明 , 一 切 弧 式 连 通 空 间 是 连通 的 . 

b) 证 明 , 下 ”中 任 一 凸 集 是 弧 式 连通 的 . 

c) 验证 , 及 "* 中 的 连通 开 子 集 均 弧 式 连通 . 

d) 证 明 , 及” 中 的 球面 S(a;7) 是 弧 式 连通 的 ， 但 在 男 外 的 度量 空间 中 ， 作为 集合 , 它 装备 了 
完全 不 同 的 拓扑 , 一 般 来 说 , 可 能 不 再 是 连通 的 . 

e) 验证 , 在 拓扑 空间 中 不 可 能 不 穿 过 集合 的 边界 用 路 径 连 结 这 个 集合 的 内 点 和 外 反 . 
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这 里 将 建立 一 个 原理 ,， 它 本 身 虽然 很 简单 ， 却 是 证 明 许 多 存在 性 定理 的 有 效 
工具 . 

定义 1 称 点 aeX 为 映射 请: 瑟 一 区 的 不 动 点 , 如 果 

fla)=a. 

定义 2 称 从 度量 空间 (X;d) 到 自身 中 的 映射 1 :XX 一 XX 是 压缩 映射 , 如 条 全 

在 数 gq,0 < g < 1, 使 得 对 于 X 中 的 任意 两 点 zi, zz, 成 立 不 等 式 
d(f (21), f(x2)) < qd(z1, 22). (1) 


定理 (皮卡 @- 巴 拿 赫 e@ 不 动 点 原理 ) 从 完备 度量 空间 (XX;d) 到 自身 中 的 压缩 
映射 :六 一 久 有 唯一 的 不 动 点 a. 


中 皮卡 (C. E. Picard) (1856 一 1941) ——— 法 国 数 学 家 ， 在 微分 方程 理论 和 解析 国 数 理论 中 ， 有 一 


系列 重要 结果 都 属于 他 . 
@ 巴 拿 赫 (S. Banach) (1892 一 1945) 一 一 波兰 数学 家 , 泛 函 分 析 创 立 者 之 一 . 
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另外 , 对 于 任意 点 zo E 瑟 , 选 代 序列 
T0, 人 1 = f(xo),.…: ,Tn+l1 一 f(xn),-- 


收 敏 到 a. 收 伊 可 度 由 估计 式 


dla, zn) < To den zo0) 


给 出 . 


< 取 任 意 点 zo e 义 , 我 们 来 证 序列 zo,zl = f(x0))… ,Znyl 三 za) 


本 列 . 已 知 映射 / 是 压缩 的 , 因此 由 (1) 得 


d(zn+lyZn) 入 gd(Zn Tn-1) 入 <q dlr1, zo) 


d(Zn+Lky Tn) < d(xn, Tn+1) 十 … 十 d(Tn+tk-1) Tntk) 
d 


< (gr+gti+...+g"t* 1)d(z1, x0) < | 


由 此 看 出 , 序列 x0, xz1,… ,zn,'… 确实 是 基本 的 . 
空间 ( 义 ;d) 完备 , 因此 上 述 基 本 列 有 极限 lim zn =aE€X. 
从 压缩 映射 的 定义 看 出 , 压缩 映射 总 是 连续 的 , 因此 


a = im snp = Jim fen)= f(,limm, zn) = fo 


于 是 ,a 是 映射 了 的 不 动 反 . 


d(X1, To0). 
一 dan 0) 


(2) 


是 基 


映射 f 不 可 能 有 的 其 他 的 不 动 点 , 因为 从 u = f(ai),i = 1,2, 考虑 到 (1), 推出 


0 < d(a1,92) = d(f(a1), f(a2)) & qd(ai, a2), 


而 这 只 有 当 d(ai, a2) 一 0, 即 Ql 一 U2 时 才能 成 立 . 
其 次 , 在 关系 式 
. gm 


1 二 7 de1 Z0 ) 


d(Tntk; Tn ) < 


中 令 一 oo 取 极 限 , 就 得 到 


d(a, zn) < 7d(z1, 20). > 


1 一 


作为 这 个 定理 的 补充 , 我 们 来 证 明 以 下 的 
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命题 (关于 不 动 点 的 稳定 性 ) 设 (Xi;d) 是 完备 的 度量 空间 ; (12;T) 是 拓扑 空间 ， 
它 在 下 面 起 参 变量 空间 的 作用 . 
假设 每 个 参 变 量 t€ 2 对 应 空间 基 到 六 的 压缩 映射 


所 :人 一 从， 


而 且 满足 以 下 条 件 : 
的 ; 

b) 对 于 每 个 ze X, 映射 f(T) : 1 一 半 看 作 荆 的 函数 在 某 个 点 如 < 人 连续 ， 
Bp Lm 户 (Z) = feo (7), 

那么 , 方程 z = f(z) 的 解 ua( 四 EX 在 点 如 连续 地 依赖 于 已 即 lim alt) = a(to). 


< 像 证 明定 理 时 所 看 到 的 , 方程 z = f(z) 的 解 alt) 可 以 作为 从 任意 点 zo < X 
出 发 的 序列 {Tn+1 一 f(xn),n = 0, 1,.. “} 的 极限 而 得 到 . 取 了 0 一 atto) 一 fio (a(t0)). 
考虑 到 估计 式 (2) 和 条 件 a), 我 们 得 到 
1 
1 — sd Xo) 
1 
= 这 dietto)) f(alto))) 


d(a(t), a(to)) = dla(b,zo) < 


由 条 件 b), 这 个 关系 式 中 最 后 一 项 当 上 一 to 时 趋向 于 堆 . 因而 证 得 
lim d(a(t),a(to)) = 0， 邯 lim at =al(to). P 


例 1 作为 压缩 映像 原理 应 用 的 重要 例子 , 我 们 将 遵循 皮卡 的 方法 , 证 明 微分 方 
程 y(z) = f(z,y(z)) 满足 初始 条 件 y(zo) = yo 的 解 的 存在 定理 . 


如 果 函 数 f E C(R?; 恨 ), 且 
flu, v0) — flu, vo)l < Mivi — vol, 
其 中 M 是 某 个 常数 , 那么 , 无 论 给 定 怎样 的 初始 条 件 
y(7o) = yo， (3) 
总 有 点 Zo E 民 的 令 域 U(x0) 和 唯一 的 定义 在 U(zo) 上 的 函数 y= 二 y(7), 满足 方程 
y = f(z,Y) (4) 
和 初始 条 件 (3). 
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4 方程 (4) 和 条 件 (3) 一 起 可 以 写成 一 个 关系 式 
y(z) = yo+ / ft, y(t))dt. (5) 


用 4(y) 表示 最 后 一 个 等 式 的 右边 部 分 , 我 们 得 到 , 4 : C(V (zo0); R) 一 C(V (zo); 
民 ) 是 从 定义 在 点 zo 的 邻 域 V(zo) 上 的 连续 函数 集 到 目 身 的 映射 . 把 C(V (zo0); RR) 
看 作 具 有 一 致 度量 ( 见 81 中 公式 (6)) 的 度量 空间 , 我 们 得 到 
dAyi, Ay2) = max ] [sna foot) 


TEV (x0) 


< max / Mlyi(t) — y2 lt) ldt 
TEV (ZX0) zo 
< MI|zx — zold(yi, y2). 


如 果 |z -zo| < 7 那么 在 相应 的 区 间 7 上 成 立 不 等 式 


d(Ay, ha) < 5d(y1,t), 
其 中 dy) = max Ia) 一 (zi 这 样 一 来 , 我 们 得 到 一 个 从 完备 ( 见 85 例 4) 度 
量 空间 (C(I; 民 );d) 到 自身 的 压缩 映射 
A:C(I;R) 一 CUT 了 R)， 
根据 压缩 映像 原理 , 它 应 该 有 唯一 的 不 动 点 y = Ay. 而 这 意味 着 在 C(1;R) 中 所 找 
到 的 函数 将 是 唯一 的 那个 定义 在 I 3 zo 并 且 满 足 方 程 (5) 的 函数 . > 
例 2 作为 上 述 方 法 的 示例 , 我 们 将 根据 压缩 映像 原理 来 求 方程 


i 


y=—=Yy 
在 初始 条 件 (3) 下 我 们 早已 知道 的 解 . 
这 时 ， 
Ay = yo / y(t}dt, 
至 少 在 jz- xo| < gq < 1 时 可 以 应 用 这 个 原理 . 
从 初始 近似 y(z) = 0 出发, 构造 允 近 序列 y, = 4(0),… ,yn+t1(t) = A(yn(t)),……: 
yi1(7) = yo; / / 
y2(7) = yoll + (7 — x0)], 


y3(7) = yo 1 十 (Z 一 Z0o) 十 (2 一 ro ) 


1 1 
wa = 如 | 二 (5 一 20) 十 剖 (z 一 20 二 二 击 人 一 20)"|， 


和 
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从 中 可 以 看 出 
y(7) = Yoe” ™°. 
在 上 述 定 理 中 所 说 的 不 动 点 原理 也 称 为 压缩 映像 原理 . 例 1 中 微分 方程 (4) 的 
解 的 存在 性 定理 的 证 明 是 皮卡 给 出 的 , 压缩 映像 原理 是 作为 皮卡 证 明 的 推广 而 产生 
的 . 巴 拿 赫 把 压缩 映像 原理 陈述 成 了 完全 一 般 的 形式 . 


例 3 求 方程 f(z) = 0 的 根 的 牛顿 方法 . 假设 在 闭 区 间 [a, 8] 上 具有 正 导数 的 
凸 实 全 函数 f(z) 在 区 间 的 端点 上 取 不 同 符号 的 值 . 这 时 , 它 在 这 个 区 间 上 有 且 仅 有 
一 个 点 a, 满足 f(a) = 0. 除了 用 平分 区 间 这 种 最 简单 的 方法 求 点 a 以 外 , 还 有 各 种 
利用 了 函数 了 的 特性 作出 的 更 精细 快捷 的 求 点 a 的 方法 . 比如 , 在 我 们 的 情况 下 可 
以 利用 以 下 由 牛顿 提出 的 方法 , 称 为 牛顿 法 或 切线 法 . 取 任 意 点 zo € [a, B81, 并 写 出 
函数 的 图 形 在 点 (zo, Flzo)) 的 切线 方程 

y = f(z0) + f (zo)(z — zo). 
我 们 将 得 到 切线 与 模 轴 的 交点 zl = zo 一 [r(x0)]-! :f(zo) (图 68). 取 zi 作为 根 a 
的 第 一 次 近似 , 用 zi 代替 xo 重复 上 面 的 过 程 . 这 样 做 下 去 , 便 得 到 点 列 
Tntl 一 Tn 一 [F(za)] 一 - f (zn). (6) 
可 以 验证 , 在 我 们 的 情况 下 , 该 点 列 单调 趋 于 a. 


图 68 


特别 地 , 如 果 f(z) = z* -a, 也 就 是 要 寻求 Ya, 其 中 a > 0, 则 递 推 关系 (6) 有 


形式 


z 1 有 
“nfl 一 了 1 Z 
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构造 序列 {zn} 的 方法 (6) 称 为 牛顿 法 . 
如 果 代 蔡 序 列 (6), 研究 由 递 推 关 系 


Tnt1= Tn- [f(zo)] :f(zn) (7) 


得 到 的 序列 , 则 称 为 改进 的 牛顿 方法 四 .方法 的 不 同 之 处 在 于 , 只 在 zo 处 计算 一 次 
导数 就 一 劳 水 和 逸 了 . 
研究 映射 
/ rm A(T)=7£—[f (zo) fz). | (8) 


根据 拉 格 天 日 定理 ， 
[A(z2) — A(z1)| = |1— [f(x0)] :f°(8)|: |z2 -zl 


其 中 上 是 位 于 zy 和 xo 之 间 的 某 个 后 . 
因此 , 如 果 在 某 个 区 间 I c 到 上 满足 条 件 


A(D) cI (9) 


和 
1 =- [f(z0)] :f(z)| sq<1, | (10) 
那么 由 关系 式 (8) 给 出 的 映射 4 : I 一 了 是 这 个 区 间 上 的 压缩 映射 这 时 , 根据 一 
般 原 理 , 它 在 区 间 上 有 唯一 的 不 动 点 a. 而 从 (8) 看 出 , 条 件 A(a) = a 等 同 于 关系 
f(a)=0. 
因此 , 当 满 足 条 件 (9) 和 (10) 时 , 对 于 任意 函数 f, 用 基于 压 稍 趴 像 原 理 的 性 二 
的 牛顿 方法 能 求 出 方程 f(z) = 0 的 解 a. 


练习 
1. 证 明 , 在 压缩 映像 原理 中 条 件 (1) 不 能 用 更 弱 的 条 件 
d(f (x1), f(z2)) < d(x1, 22) 


来 代替 . 
2. a) 证 明 , 如 果 从 完备 的 度量 空间 (X; d) 到 自身 的 映射 / : X 一 的 某 次 达 代 f"” :XX 一 六 
是 压缩 上 映射, 那么 f 有 唯一 的 不 动 反 . 
b) 验证 , 对 于 任意 区 间 TC RR, 例 2 中 所 研究 的 鼎 射 4 : C(1; 恨 ) 一 CU 民 ) 的 某 次 和 迭代 
4” 是 压缩 上 映射. 


@ 它 在 泛 函 分 析 中 有 大 量 应 用 , 叫做 牛顿 - 康 托 罗 维 坷 方法 ， 康 托 罗维奇 (JI. B. Kagroposanu ) 
(1912 一 1986) 一 一 杰出 的 苏联 数学 家 , 他 的 经 济 数学 研究 获 诺 贝 尔 奖 . 
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c) 从 b) 推 证 , 例 2 中 求 得 的 局 部 解 y = yoez ”oo 实际 上 是 原来 方程 在 整个 数 直 线 上 的 解 . 
3. a) 证 明 , 对 于 在 区 间 [a, 8] 上 具有 正 导 数 且 在 区 间 的 端点 取 不 同 符号 值 的 凸 函数 , 牛顿 方 
法 (6) 实际 上 给 出 了 收敛 到 使 f{a) = 0 的 点 a € [a, 6B] 的 序列 {zn}. 
b) 估计 序列 (6) 收敛 到 点 a 的 收敛 速度 . 
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81 线性 赋 范 空间 


微分 法 是 寻求 函数 的 局 部 最 优 线性 近似 的 方法 . 因此 微分 法 的 任何 一 般 理 论 都 
应 基于 初等 的 、 与 线性 函数 有 关 的 那些 概念 . 从 代数 教程 里 读者 已 熟知 线性 空间 的 
概念 , 向 量 组 线性 相关 和 线性 无 关 的 概念 , 线性 空间 的 基底 和 维 数 以 及 子 空间 等 概 
念 . 在 这 一 节 中 , 我 们 将 给 出 带 有 范 数 的 线性 空间 或 者 通常 称 为 线性 赋 范 空间 的 概 
念 . 这 类 空间 在 分 析 中 得 到 了 广泛 应 用 . 但 是 , 我 们 还 是 从 线性 空间 的 例子 开始 . 


1. 分 析 中 一 些 线性 空间 的 例子 


例 1 n 维 实 算术 空间 R* 和 复 算术 空间 Cn 分 别 是 实数 域 和 复数 域 上 的 线性 
空间 的 经 典 例子 . 


例 2 在 分 析 中 除了 例 1 所 指出 的 空间 R" 和 C” 外 , 还 常 遇 到 最 接近 它们 的 实 
数列 或 复数 列 xz = (x1,… ,zx”,…) 组 成 的 空间 1. 在 ! 中 线性 运算 像 R* 和 C” 中 
那样 按 坐 标 进行 . 与 R" 或 C" 不 同 的 是 , 可 数 问 量 组 


{zi = (0... ,0,7’ = 1,0,...),7€ N} 


的 任意 有 限 子 集 均线 性 无 关 , 也 就 说 , ! 是 无 穷 维 (这 里 是 可 数 维 ) 线性 空间 
”有 限 支 集 序列 ( 即 从 某 项 开始 数列 的 所 有 项 等 于 零 的 序列 ) 的 全 体 ! 是 空间 1 
的 线性 子 空间 , 而 且 也 是 无 限 维 的 


例 3 设 Fla 刀 是 定义 在 闭 区 间 [a,b] 上 的 数值 (实数 或 复数 ) 函数 集 . 这 个 集 
合 关 于 函数 的 加 法 和 数 与 函数 的 乘积 运算 是 (相应 数 域 上 的 ) 线性 空间 . 
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形 如 


es(£) = 0, 如 果 ze[la 引 且 z 夭 T， 
1, 如果 zefa 引 且 z= 


的 函数 全 体 是 Fla,6] 中 的 线性 无 关 向 量 组 , 它 有 连续 统 的 势 
显然 , 连续 函数 集 Cla,0| 是 空间 Fa, 的 子 空间 . 


例 4 设 Xi 和 Xes 是 同一 个 数 域 上 的 两 个 线性 空间 , 如 果 在 它们 的 直 积 XxX。 
中 对 元 素 z = (ziza)e Xi x X2 的 线性 运算 是 按 分 量 进行 的 , 则 在 其 中 目 然 就 引进 
了 一 个 线性 空间 结构 . 


类 似 地 可 在 任意 有 限 个 线性 空间 的 直 积 Xi x :… x X 中 引进 线性 空间 的 结构 . 
这 全 然 是 空间 R" 和 C" 的 翻版 . 


2. 线性 空间 中 的 范 数 
现在 给 出 基本 的 
定义 1 设 X 是 实数 域 或 复数 域 上 的 线性 空间 . 


把 每 个 向 量 x € X 对 应 于 一 个 实数 ez | 的 函数 上 :和 一 及 称 为 线性 空间 XX 
中 的 范 数 , 如 果 它 满足 以 下 三 个 条 件 : 

a) 上 z= 0 全 z=0( 非 退化 性 ); 

b) Xz ||= | z 中 ( 齐 次 性 ); 

c) ‖ zi 十 zz 上 < zi 十 中 x2 中 (三 角 不 等 式 ). 


定义 2 在 其 上 定义 了 范 数 的 线性 空间 称 为 线性 赋 范 空间 . 
定义 3 称 向 量 的 范 数 值 为 这 个 向 量 的 范 数 . 


向 量 的 范 数 总 是 非 负 的 , 而 且 , 从 a) 可 以 看 出 , 只 有 零 向 量 , 其 范 数 才 等 于 零 
< 事实 上 , 对 于 任意 的 re X, 由 于 c) 且 考虑 到 a) 和 b) 就 得 到 


0=|ol=lz+(zlslzl+l=-zl=lzl+-illzl=2lzl. » 
从 c) 并 利用 归纳 法 即 可 推出 一 般 的 不 等 式 
| zi + on <I zi + en (1) 
考虑 到 b), 从 c) 也 容易 推出 有 用 的 不 等 式 
zi 1 | x2 < x1 — 722. (2) 
任意 线性 赋 范 空间 都 有 自然 的 度量 (线性 赋 范 空间 的 度量 ) 


d(x1, x2) =|| zi — x2 |. (3) 
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这 样 定义 的 函数 d(zi, zz) 满足 距离 公理 , 这 一 点 可 直接 从 范 数 定义 推出 . 因为 
在 X 中 具有 线性 结构 , 所 以 ,X 中 的 度量 d 有 两 条 附加 的 特殊 人 性质: 


d(xz1+7z,z2+7)= | (v1+2)— (rz2+ 2) | 
= | zi 一 Z2 ll= d(x1, £2), 
即 度量 有 平移 不 变性 , 以 及 
d(Az], 和 AT2 ) 证 | AT1 一 AT» ©=i 入 (Z1 一 Z2 | | 
= |A| za 一 Z2 = IAld(z1, x2), 
即 它 是 齐 次 的 . 


定义 4 如 果 线 性 赋 范 空间 作为 关于 自然 度量 (3) 的 度量 空间 是 完备 的 , 则 称 
它 为 完备 的 线性 赋 范 空间 或 者 巴 拿 赫 空 间 . 


例 5 如 果 对 于 向 量 z - (zl azn) ERn 当 p > 1 时 , 令 
Lz := (Dr) (4) 
一 -| 


那么 从 闵可夫 斯 基 不 等 式 可 知 , 我 们 将 得 到 R" 中 的 范 数 . 装备 了 这 个 范 数 的 空间 
R”* 用 记号 R? 表示 . 


可 以 验证 ， 
| 履 |ps <| 1 pi 如 果 1 < pi < po, (5) 
而 且 , 当 p 一 +eo 时 , 有 
| z lip— max{lz | ,|z"|}. (6) 
这 样 , 日 然 令 
[EAS max{lzi ,lz (7) 


于 是 , 从 (4) 和 (5) 推出 
lz losl zllpsl zs hs nls lo 当 p 之 1 时. (8) 


从 这 个 不 等 式 , 其 实 , 也 可 从 || z lp 的 定义 (4) 看 出 , R? 是 完备 的 赋 范 空间 . 
例 6 上 述 例子 可 用 以 下 方式 作 有 益 的 推广 . 如 果 


六 二 XX. Xx 及 
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是 赋 范 空间 的 直 积 , 那么 令 


| zx := (> | 2 rr ， Pp 之 1 (9) 


i=] 
即 可 在 X 中 引进 向 量 z = (zx1,:… ,zn) 的 范 数 , 这 里 | xi 是 同 量 xz; e X; 在 空间 
X; 中 的 范 数 . 

当然 , 这 时 不 等 式 (8) 仍然 有 效 . 

以 后 , 当 研 究 赋 范 空间 的 直 积 时 , 如 果 不 特 别 说 明 , 总 是 假设 在 空间 中 按照 公式 
(9) 定义 范 数 (包括 p = +co 的 情况 ). 


例 7 设 p > 1 用 i 表示 使 得 级 数 二 |znl? 收敛 的 实数 列 或 复数 列 x = 
(z!，.… ,x",.…) 的 集合 , 并 且 对 于 z e 1 设 罗 


| z ll»:= (> ep (10) 


利用 闵可夫 斯 基 不 等 式 容易 看 出 , ! 是 关于 标准 线性 运算 和 范 数 (10) 的 线性 赋 
范 空间 . 它 是 一 个 无 限 维 空间 , R? 是 它 的 有 限 维 线性 子 空间 . 

对 于 范 数 (10), 不 等 式 (8) 除了 最 后 一 个 不 等 号 以 外 全 部 成 立 不 难 验证 , i。 是 
巴 拿 赫 空间 . 


例 8 在 闭 区 间 [a,9] 上 连续 的 数值 函数 的 线性 空间 C[a,4] 中 , 经 常 末 用 以 下 
范 数 : 
| = max |f(z)|. (11) 


zEla,b 


我 们 把 验证 范 数 公理 留 给 读者 完成 . 需要 指出 的 是 , 这 个 范 数 产生 已 为 我 们 所 
熟知 的 Cla, 9 上 的 度量 ( 见 第 9 章 85), 并 且 这 时 所 产生 的 度量 空间 是 完备 的 . 因此 
具有 范 数 (11) 的 线性 空间 Cla,0| 是 巴 拿 赫 空间. 


例 9 在 Cla,9| 中 可 以 引进 另外 的 范 数 


b ? / 
| f |»:= (/ P(e) ，P 之 1 (12) 


当 p 一 十 oo 时 , 它 化 作为 (11). 

容易 验证 (可 参看 , 譬如 , 第 9 章 85), 当 1< p< +oo 时 , 具有 范 数 (12) 的 空间 
Cla,b| 不 完备 . 

3， 向量 空间 中 的 数量 积 


具有 数量 积 的 空间 是 一 类 重要 的 赋 范 空间 , 它们 是 欧 氏 空间 的 直接 推广 
我 们 给 出 
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定义 5 称 在 (复数 域 上 的 ) 线性 空间 X 中 给 出 了 一 个 埃 尔 米 特 形式 , 如 果 定 
义 了 具有 以 下 性 质 的 映射 (,):XxX—C: 

a) (7X1, XT2) = (72, TX1) 

b) (Mx1, 7T2) = 入 (Z1) 72), 

c) (£1 + T2,T3) = (21, 13) + (To, 73)， 
其 中 zizaza 是 X 中 的 问 量 , 而 Ae C. 
从 a),b),c) 推出 ， 


(XT1, AT2) 一 (AT2, £1) 一 A(T2, T1) -一 A(T2, T1) 
一 入 (Z1; 22); 


(zi T2 十 Z3) = (Z2 十 Z3;Z1) = (T2, 71) + (73, 21) 
= (T1, T2) + (XT1, LT3); 
(x,7X) = (x, 7X), 即 (zx, zx) 是 实数 . 

埃 尔 米 特 形式 称 为 是 正 的 , 如 有 

d) (z,7) > 0, 
称 它 是 非 退 化 的 , 如 果 

e) (7,7)=07=0. 

如 果 X 是 实数 域 上 的 线性 空间 , 那么 自然 就 应 当 考 察 实 形式 (x1, x2). 这 时 , 可 
直接 用 (zi, zz) = (zx2,z1) 代替 a), 这 意味 着 它 关 于 向 量变 量 zi, zz 是 对 称 的 . 

解析 几何 中 熟知 的 三 维 欧 氏 空 间 向 量 的 数量 积 可 以 作为 这 种 实 形式 的 例子 . 由 
于 有 这 种 类 似 , 采用 


定义 6 称 线性 空间 中 的 非 退 化 正 埃 尔 米 特 形式 为 这 个 空间 中 的 数量 积 . 
例 10 RR" 中 向 量 z = (zl ,2"),y 二 (村 ,… , 妨 ) 的 数量 积 可 以 定义 为 
(x,Y) = Dy (13) 


而 在 C" 中 定义 为 , 
(7,9) := > 20 (14) 


py 
例 11 在 4 中 向 量 z,y 的 数量 积 可 定义 为 
(x,Y) := Do yi 
这 里 所 写 的 级 数 绝对 收敛 , 因为 
?> is > i + > vip. 
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例 12 在 Cla 中 中 数量 积 可 以 用 公式 
b 
(f,9) := / (了 (zjdz (15) 


来 定义 ， 
从 积分 的 性 质 容易 推出 , 这 时 数量 积 的 全 部 要 求 都 满足 . 
对 于 数量 积 成 立 以 下 重要 的 柯 西 - 布 尼 雅 可 夫 斯 基 不 等 式 : 


[x, | & (x, 7) (2 (16) 


其 中 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 z 与 y 共 线 . 
< 捉 实 上 ,人 设 a= (7,7),b = {7x,Y) 和 c = (y,y). 根据 条 件 , a >0 且 c > 0, 如 果 
c > 0, 那么 从 
0 (r+,r+ MAM) =a+bAt+bAt+cAA\ (17) 


当 和 = -一 时 我 们 得 到 
0<a -名 -到 + 区 
C C 


或 者 


0<ac—bb=ac— |bl, 


这 与 (16) 完全 一 样 . 

a > 0 的 情况 可 类 似 地 研究 . 

如 果 a = c = 0, 那么 在 (17) 中 置 和 = --b, 我 们 得 到 0 < 一 bb 一 bb = -2 加 即 
b = 0, 从 而 , 不 等 式 (16) 仍 成 立 . 

如 果 z 与 y 不 共 线 , 则 0 < (z+ 和 Ay,z + 和 Ay)， 因此 , 在 这 种 情形 下 , 不 等 式 (16) 
严格 不 等 . 而 如 果 z 与 y 共 线 , 容易 验证 , (16) 变 成 等 式 . > 

有 数量 积 的 线性 空间 具有 自然 的 范 数 


z= VE (18) 


和 度量 
d(z,y) :=|| 2 ~ y |. 


利用 柯 西 _ 布 尼 雅 可 夫 斯 基 不 等 式 , 我 们 来 验证 , 如 果 (x,y) 是 非 退 化 的 正 埃 尔 
米 特 形式 , 那么 公式 (18) 确实 定义 一 个 范 数 
4 事实 上 , 利用 型 (z, 是 非 退 化 的 , 有 


| zll= Vir,7z)=0S7z=0 
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其 次 ， 


| Xz l= Vv Oz, Mr) = VY AMT, 7) = AV (7, 7) = [A 2 


最 后 验证 三 角形 不 等 式 


z+y ls z+ yl 


为 此 , 我 们 应 当 证 明 


VT+Y, r+Y < Vr, 7) + Vy,Y) 


或 者 将 它 平方 且 化 简 后 所 得 的 


但 是 


(TY) + (yy, 7) 过 2V(ZZ) : (Y,Y). 


(7,Y) + (Yy, 2) = (2,Y) + (2,Y) = 2Re(r, y) < 2|(7, | 


因此 , 从 柯 西 - 布 尼 雅 可 夫 斯 基 不 等 式 (16) 即 可 直接 推出 所 要 证 明 的 不 等 式 . > 


最 后 我 们 指出 , 具有 数量 积 的 有 限 维 线性 空间 , 与 其 数 域 是 及 或 C 相应 , 称 之 


为 欧 氏 空间 或 埃 尔 米 特 空间 .如 果 具 有 数量 积 的 线性 空间 是 无 限 维 的 , 当 它 关于 由 
空间 的 自然 范 数 导 出 的 度量 完备 时 , 称 它 为 希 尔 伯 特 空间 , 若 不 完备 , 称 它 为 内 积 空 


间 . 


练 


1. 


2. 


习 

a) 证 明 , 如 果 在 线性 空间 X 中 所 给 度量 dtzi, ra) 是 平移 不 变 的 和 齐 次 的 , 那么 X 可 以 
赋予 范 数 | z = d(0,z) 

b) 验证 , 线性 空间 X 中 的 范 数 关于 由 自然 度量 (3) 导出 的 那个 拓扑 是 连续 函数 


c) 证明, 如 果 X 是 有 限 维 的 线性 空间 , 而 ez 和 zj 是 X 上 的 两 个 范 数 , 那么 总 可 
以 找到 正 数 M, N 使 得 对 于 任意 向 量 zx EX 满足 


Mlzlslzlsg< NIzl: (19) 
d) 以 空间 ! 中 的 范 数 | z | 和 | z ~ 为 例 说 明 上 述 不 等 式 在 无 限 维 空间 中 一 般 来 说 是 
不 成 并 的 . 


a) 证 明 不 等 式 (5). 
b) 验证 关系 式 (6). 


* 译 者 注 . 一 般 地 , 称 具有 数量 积 的 线性 空间 为 内 积 空间 , 特别 地 , 如 果 它 关于 由 自然 范 数 导 出 
的 度量 完备 , 则 称 它 为 希 尔 伯 特 空间 . 
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c) 证 明 , 当 p 一 co 时 , 由 公式 (12) 所 定义 的 量 ‖ 矿 ||。 赵 于 由 公式 (11) 给 出 的 量 | f | 
3. a) 验证 , 在 例 7 中 所 研究 的 赋 范 空间 /。 是 完备 的 . 
b) 证 明 , 空间 ls 的 由 具有 限 支 集 (以 零 结束 ) 的 序列 组 成 的 子 空间 不 是 巴 拿 赫 空 间 . 
4. a) 验证 , 关系 式 (11)、(12) 都 给 出 空间 Cla, 5] 中 的 范 数 , 并 且说 明 这 时 在 一 种 情况 下 得 
到 完备 的 赋 范 空间 , 而 在 男 一 种 情况 下 得 到 不 完备 的 赋 范 空间 . 
b) 公式 (12) 是 奋 给 出 黎 曼 可 积 孙 数 组 成 的 线性 空间 KM[a, 四 中 的 范 数 ? 
c) 为 了 在 所 得 到 的 线性 空间 中 由 公式 (12) 给 出 的 量 成 为 范 数 , 在 KX[a, 如 中 应 当 引 进 怎样 
的 等 价 关 系 ? 
5. a) 验证 , 公式 (13) 一 (15) 确实 给 出 相应 线性 空间 中 的 数量 积 . 
b) 由 公式 (15) 给 出 的 形式 是 否 是 黎 曼 可 积 函 数 空间 RX[a, 让 中 的 数量 积 ? 
c) 为 了 在 等 价 类 的 商 空间 中 问题 b) 的 回答 是 正确 的 , 在 多 ia, 媚 中 应 当 把 怎样 的 函数 看 作 
是 一 样 的 . 


6. 利用 柯 西 - 布 尼 雅 可 夫 斯 基 不 等 式 , 对 在 闭 区 间 [a, 负 上 不 取 零 值 的 连续 实 值 函数 集 , 求 习 积 


(re) (Lo) 


的 值 的 下 确 界 . 
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1. 定义 和 例子 
我 们 先 来 回忆 一 下 以 下 的 定义 


定义 1 如 果 X 和 YY 是 同一 个 数 域 上 的 线性 空间 (其 数 域 为 R 或 C), 那么 , 称 
映射 4: 和 一 了 为 线性 映射 , 如 果 对 于 空间 X 中 的 任意 向 量 z,zl,zz 和 系数 域 中 
的 任意 数 和 成 立 等 式 


A(Zz1 十 T2) 一 A(z1) 十 4(z2)， 
4(Az) = AA(z). 
对 于 线性 算 子 4 : XX 一 Y, 经 常 把 4(z) 写作 4z 


定义 2 称 从 线性 空间 X,，.…… ,X, 的 直 积 到 线性 空间 Y 的 映射 4: Xi x .… x 
区 _，y 为 多 重 线性 (n_ 线 性 ) 映射 , 如 果 这 个 映射 y = A(z1,… ,zn) 关于 每 个 变 
量 当 取 定 其 他 变量 的 值 时 是 线性 的 . 


n_ 线 性 映射 A : X x .… x 和 了 的 集合 将 用 记号 &(X1,… , Xn; 了 ) 表示 . 
特别 地 , 当 n= 1 时 我 们 得 到 从 Xi = XX 到 了 的 线性 映射 集 2£(X;Y 了 ). 


46 . * 第 十 章 ”线性 赋 范 空间 中 的 微分 学 


当 n = 2 时 , 把 多 重 线性 映射 称 为 双 线 性 的 , n = 3 时 称 为 三 重 线性 的 , 等 等 

不 要 把 n- 线 性 映射 4 e £(X1,:… ,X 7) 和 线性 空间 X = Xi x … x Xn 的 线 
性 映射 4 e &(X;Y) 相 混 (参看 这 方面 的 例 9 一 11). 

如 果 Y = 及 或 Y = C, 则 常 把 线性 和 多 重 线性 映射 相应 地 称 为 线性 函数 或 多 重 
线性 浮 数 (或 者 泛 务 , 如 果 所 映 的 是 函数 空间 的 话 ). 而 当 Y 是 任意 的 线性 空间 时 , 常 
称 线性 映射 4 :X 一 了 为 从 空间 XX 到 空间 Y 的 线性 算 子 . 

来 看 一 些 线性 映射 的 例子 . / 


例 1 设 l 是 具有 限 支 集 数值 序列 的 线性 空间 . 算 子 4 : l=! 用 以 下 方式 定 
义 : / 


A(T1, T2,.** ,Tn;0,... ) := (zi 212, ,NTn,0,...). 
例 2 用 关系 式 
A(f) := f (x0) 
定义 泛 函 4: Clia, 可 ; 琢 ) 一 及, 其 中 fe C([a,0];RR), 而 zo 是 闭 区 间 [a,9 的 固定 扩 . 
例 3 用 关系 式 
An):= | (aaa 
定义 泛 函 A : C([a,b|;R) 一 及. 
例 4 用 公式 - 
A = f fa 


定义 变换 4 : Cao, 可; 玉 )  C([a, 台 ;及 ), 其 中 反 z 跑 通 财 区 间 [ao 证 
显然 , 这 些 映射 都 是 线性 映射 . 
让 我 们 来 看 几 个 已 知 的 多 重 线 性 映射 的 例子 . 


例 5 n 个 实数 的 普通 乘积 (z1,… ,zn) 路 zl … .zn 是 n- 线 性 函数 A < 
2( 民 ,…… , 展 ; 民 ) 的 典型 例子 


例 6 在 实数 域 R 上 的 欧 氏 向 量 空间 中 , 数量 积 (z1, zz) + 一 (zi, x2) 是 双 线性 
函数 


例 7 三 维 欧 氏 空间 E3 中 , 网 量 的 癌 量 积 
(x1, Z2) [全 [Za 


是 双 线 性 算 子 , 即 4 € 8( 百 2 EE*; EB”). 
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例 8 如 果 X 是 域 民 上 的 有 限 维 向 量 空间 ; {ei1,… ,en} 是 和 中 的 基底 ; z = 
ziei 是 向 量 zeX 的 坐标 表示 , 那么 设 / 


4(Z1) ,Zn ) 一 det 1 ...... ， 
1 Li 
z Ln'''dn 


便 得 到 n- 线 性 函数 4 : X" 一 RR. 
作为 对 于 所 引进 例子 的 有 益 的 补充 , 我 们 还 要 分 析 一 下 线性 空间 的 乘积 到 线性 
空间 的 乘积 的 线性 映射 的 构 霹 . 


例 9 设 线性 空间 X = Xi x… xX;, 是 线性 空间 X1,… ,Xm 的 直 积 , A : X 一 
Y 是 X 到 线性 空间 Y 的 线性 映射 . 将 每 个 向 量 x = (z1,… ,zm) e X 表 为 


和 一 (Z1) , Tm) = (21,0,.…: ,0) 二 + (0, xz2,0,.…- ,0) 十 … 十 (0,…… , 0, Tm ) (1) 
并 且 对 于 Ti GE 人 it {1,:…- ,1m}, 设 


ho :40 3 0,200,077 0) (2) 
我 们 看 到 , 4; : X; 一 了 是 线性 映射 , 并 且 
4(z) = Ai(z1) 十 十 Anm (Tm). (3) 


因为 对 于 任意 的 线性 映射 4A; : X; 一 了 由 公式 (3) 所 定义 的 映射 4 : X = 
Xi x .… x Xn 一 了 显然 是 线性 的 , 因此 , 我 们 证 明了 : 公式 (3) 给 出 任意 线性 映射 
4cERX=Xx…xXni) 的 一 般 形 式 . 


例 10 根据 线性 空间 蕊 ,… ,YY 的 直 积 了 = 责 x…x 际 的 定义 和 线性 喘 射 
4:X 一 YY 的 定义 , 容易 看 出 , 任意 线性 映射 


A:X—oY=Y x:...xY, 


都 有 z 记 4z= (Aizx,:… ,AnT) = (Wi1,*… ,yn) 二 y EY 的 形式 ， 其 中 4; :X 一 到 是 
线性 映射 . 


例 11 结合 例 9 和 例 10, 我 们 得 到 , 从 线性 空间 的 直 积 X = Xl x … x Xm 到 
另 一 个 线性 空间 的 直 积 了 = x … x Yi 的 任意 线性 映射 


:XIXXXm 一 下 一 了 一 人 XXXYn 


Y1 411 :*: Ainm, T1 
y=| :|=|: : |= 4 (4 
yn 4n1 Anm Lm 


都 有 
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的 形式 , 其 中 4;; : XX; 一 是 线性 映射 . 

特别 地 , 如 果 Xi = X= .= Xn 二 民 六 二 二:…. 二 7 二 RR, 那么 每 个 
Aij; :Ai 一 都 是 民 3 7 hy Qi ER 的 线性 映射 , 它 由 一 个 数 Qi 给 出 . 于 是 , 在 这 
种 情况 下 , 关系 式 (4) 变 成 了 线性 映射 4 : 了 m 一 民 ” 的 热 知 的 数字 记 法 . 


2， 算 子 的 范 数 


定义 3 设 4:Xix…x Xn 一 Y 是 从 赋 范 空间 Xi…… ,Xn 的 直 积 到 赋 范 空 
间 Y 的 多 重 线 性 算 子 . 量 
|A(x1,- Fn)ly 
» |T1|x, - “1 |zn|x, 


A= sup (8) 


Ti 20 


称 为 多 重 线性 算 子 4 的 范 数 . 其 中 上 确 界 是 对 空间 Xi,… ,Xn 中 除了 零 癌 量 以 外 
的 所 有 可 能 的 向 量 组 z1,… ,zw 取 的 . 

在 公式 (5) 的 右边 , 用 | .| 代替 向 量 范 数 的 记号 外 .省 位 于 | 右 下 方 的 记 扎 是 
向 量 所 在 的 赋 范 空间 . 以 后 , 对 于 向 量 的 范 数 我 们 将 沿用 这 个 表示 , 并 且 , 只 要 不 致 
产生 误会 , 就 将 略 去 所 指 空间 的 记号 , 不 言 而 喻 地 约定 , 对 于 向 量 , 总 是 在 它 所 属 的 
空间 中 计算 它 的 范 数 ( 模 ) 的 . 我 们 希望 用 这 样 的 方法 使 向 量 范 数 的 符号 和 作用 在 赋 
范 向 量 空间 上 的 线性 或 多 重 线性 算 子 范 数 的 符号 暂时 有 所 区 别 . 

利用 向 量 范 数 的 性 质 和 多 重 线 性 算 子 的 性 质 , 可 以 把 公式 (5) 改写 为 以 下 形式 : 


) ~ sup (en ,en (6) 


4 | 一 一 
Ti 天 0 
这 里 最 后 一 个 上 确 界 是 关于 一 切 可 能 的 分 别 属于 空间 XX1,… ,Xn 的 单位 问 量 
ei1,"… ,en 组 成 的 回 量 组 取 的 . 
特别 地 , 对 于 线性 算 子 4 :对 一 了 ,从 (5) 和 (6) 得 到 
Az| 


| 


从 多 重 线性 算 子 4 的 范 数 的 定义 3 推出 ， 如 果 | 4 |< eo, 那么 对 于 和 任意 的 癌 量 
zi E Xi,1i 二 1,.… ,n, 成 立 不 等 式 


1 4 = sup 人 -sp (7) 


(zi ,Tn)| | A zl nl (8) 
特别 地 , 对 于 线性 算 子 范 数 我 们 得 到 : 
Az| 和 A zl (9) 


此 外 , 从 定义 3 得 到 , 如 果 多 重 线性 算 子 的 范 数 有 限 , 那么 它 是 使 不 等 式 


A(z1,:: ,Tn)| 和 Mn (10) 
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定义 4 称 多 重 线性 算 子 A : Xi x :… xxXn 一 了 是 有 界 多 重 线性 算 子 ,如果 
存在 数 M e 民 , 使 得 对 于 相应 空间 X1,… , Xn 的 任意 癌 量 zi,…… ,zn 成 立 不 等 式 
(10). 


因此 , 算 子 是 有 界 的 , 当 且 仅 当 算 子 有 有 限 范 数 . 

根据 关系 式 (7), 容易 理解 , 在 熟知 的 情况 4 : Rm 一 R" 下 , 线性 算 子 范 数 的 几 
何 意义 . 这 时 , 空间 恨 " 的 单位 球面 在 映射 4 的 作用 下 变 为 R* 中 以 零点 为 中 心 的 
某 个 椭 球 面 . 因此 , 在 这 种 情况 下 , 4 的 范 数 就 是 这 个 椭 球 的 最 长 的 半 轴 的 长 . 

另 一 方面 , 从 (7) 中 第 一 个 等 式 可 以 看 出 , 对 于 给 定 的 映射 , 线性 算 子 的 范 数 也 
可 以 解释 为 在 给 定 的 映射 下 问 量 的 伸 长 系数 的 上 确 界 . 

不 难 证 明 , 对 于 有 限 维 空间 的 映射 , 多 重 线性 算 子 的 范 数 总 是 有 限 的 , 特别 地 ， 
线性 算 子 的 范 数 也 有 限 . 在 无 限 维 空间 的 情况 , 一 般 来 说 这 个 绪论 不 成 立 , 这 从 下 面 
第 一 个 例子 可 以 看 出 . 

我 们 来 计算 在 例 1 一 8 中 所 研究 的 算 子 的 范 数 . 


例 1 ” 设 ! 是 赋 范 空间 1。 的 子 空间 , 在 ls 中 向 量 


en = (0,.…- ,0, 1,0,...) 
~ 


ni—l1 


的 范 数 为 1, 那么 , 因为 Ae, = ne, 显然 有 | 41= oc. 
例 2 如 果 | 有 | = max |f(z)| < 1, 那么 |4f| = |f(zo)| < 1, 而 且 当 flzo) = 1 


a 工人 加 


时 |4f|=1, 所 以 | 41=1 
我 们 指出 , 如 果 在 同一 个 线性 空间 C([a, 可 ;及 ) 上 引进 积分 范 数 


#1= /Vile)as, 


那么 | 4 | 的 计算 可 以 有 本 质 的 变化 . 事实 上 , 设 [o 中 = [0,1], 而 zo = 1, 显然 , 闭 


区 间 [0,1] 上 的 函数 f; = zm 的 积分 范 数 是 - - _， 可 是 


Af, 一 4z 一 Zn| -1 一 1]. 


由 此 推出 上 | 41= oc. 
以 后 , 如 果 不 作 相反 的 声明 ,总 认为 空间 C([a, 9]; R) 具有 由 函数 在 [a,9 上 的 最 
大 模 所 定义 的 范 数 . 
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例 3 如 果 |f|= max |f(z)| < 1, 那么 


< |/ oa 


b 
< / ldx =b— a. 
而 当 f(x) = 1 时 , 得 到 |41| = 5 一 a, 因此 141=5 一 oa. 
例 4 如 果 |f|= pax, |f (2)| < 1, 那么 


ax, |/ (Vat| < wes, / HI 


< 本 一 ~ . 
的 Ra 9) = 


b 
4f| = / f(z)dz 


a pb 


而 f(t) = 1 时 得 到 


也 
max ldt =b—a, 
a<rT&b 


因此 , 在 这 个 例子 中 也 有 | 4 = 5 一 a. 

例 5 从 定义 3 直接 得 到 , 在 给 定 情况 下 有 4 |= 1. 

例 6 由 于 有 柯 西 - 布 尼 雅 可 夫 斯 基 不 等 式 

(zt 72)| & |zil : |z2|, 

而 且 当 zl = za 时 , 这 个 不 等 式 变 为 等 式 ， 所 以 All=1. 

例 7 我 们 知道 ， 

[za zaj| = |z1l|z2| sin wp， 

其 中 yp 是 疝 量 zi zz 间 的 夹 角 , 因此 | 4 jg 1, 同时 , 春 癌 量 zl 与 za 正 交 , 那么 
sing =1, 因而 外 4 |=1. 


例 8 如果 认为 同 量 取 自 于 n 维 欧 氏 空 间 ， 那么 可 以 发 现 ，A(zx1,:… ,zxn) = 
det(z1,… ,Zn) 是 以 zl ,zn 为 边 的 平行 多 面体 的 体积 , 并 且 在 保持 问 量 长 度 不 
变 而 z1…… ,xn 彼此 垂直 时 体积 最 大 . 

因而 


det(z1 Zn 儿科 jz jz 
而 且 对 于 正 交 问 量 等 号 成 立 . 因此 , 在 这 个 问题 中 有 


| 41=1. 
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现在 我 们 信 计 在 例 9 一 11 中 所 研究 的 算 子 的 范 数 ， 我 们 将 认为 ， 在 赋 范 空间 
入 1 ) 及 员 的 直 积 AX 一 Xi X'**X 入 hn 中 ， 按照 §1( 例 6) 中 的 约定 引进 了 同 量 
一 (zi , Tn) 的 范 数 . 


例 9 给 定 线性 算 子 
4 :XXX 有 一 太一 也 
正如 前 面 所 指出 的 , 这 相当 于 给 定 了 由 关系 式 
AiTi = A((0,.:.. ,0, xi,0,... ,0)), 
i 二 1,.… ,mm 所 定义 的 mm 个 线性 算 子 4; : X; 一 Y. 这 时 有 公式 (3) 成 立 , 根据 它 , 有 
Azly < > 4inily < > | Ai | leilx 


< 位 | 4 1 [zlx- 


于 是 , 证 明了 
41< Sail. 
二 1 
男 一 方面 , 利用 
[Aizi| = |A((0, :+ ,0, zi, 0,... ,0))| 
< | A | |(0,…- . , 0, zi, 0 ， ) 0)|x 一 | A | bb 


可 以 推出 , 对 于 任意 的 i= 1,… ,m, 还 有 估计 式 
| 4; lgll 4 1. 


例 10′ 考虑 到 在 Y = 六 x… x Yn 中 所 引进 的 范 数 , 在 这 种 情况 下 , 立刻 得 到 
双 侧 佑 计 


41<sl4l< > Ail. 
i=1 


例 11 考虑 到 例 9 和 例 10 的 结果 , 可 以 推出 


| Ai; sl 4 Il D3 | Ai; | . 


:一 ?一 1 


: 52 ， * 第 十 章 ”线性 赋 范 空间 中 的 微分 学 


3. 连续 算 子 空间 


今后 我 们 感 兴趣 的 不 是 所 有 的 线性 或 多 重 线性 算 子 , 而 只 是 连续 的 线性 或 多 重 
线性 算 子 , 因而 指出 以 下 断言 是 有 区 的 . 

命题 1 对 于 从 赋 范 空间 X1,:… ,Xn 的 直 积 到 赋 范 空间 了 的 多 重 线性 赣 子 
4:XIx :XXX 一 了 ,以 下 诸 条 件 是 彼此 等 价 的 : 

a) 4 有 有 限 范 数 ， 

b) 4 是 有 界 工 子 ， 

c) 4 是 连续 蔓 子 ， : 

d) 4 是 在 点 (0,:… ,0) €E Xi xX.… Xx Xn 连续 的 算 子 . 

< 我 们 来 证 明 封 闭 的 一 申 缠 含 关系 a) 全 b) 3 0) 坟 d) 二 a) 

由 (8), 显然 有 a) 全 b). 

我 们 验证 b) 二 cj, 即 从 (10) 推出 算 子 4 的 连续 性 . 事实 上 , 考虑 到 4 的 多 重 
线性 性 , 有 


A(zi+ hi,z2 十 ha ,Tnt hn) — A(Ti, T2,:** ,Tn) 

= A(hi, za Tn) 二 + A(zi1, To, ,Tn-l, hn) 
+A(hi,hz, za Znp) 十 十 4(7 ,Tn-2, hn-1, hn) 
十 十 4 hn). 


由 (10) 我 们 得 到 估计 式 


[A(zi+ hi,z2 + ha ,Tn 十 jn) 一 4(Z1Z2 ,Tn)| 
+|hil|hallzsl: :7 len| tt rllzal jenan| t+ Ri) Ra) 


从 上 式 推出 4 在 任意 点 (zl ,Zn) € Xi1 XxX:…… XXn 的 连续 性 ， 
特别 地 , 如 果 (zx1,… ,zxn) = (0,… ,0), 那么 从 c) 得 到 qd). 
剩 下 要 证 d) 之 a). 

对 ee>0, 有 5=6(e) >0, 使 当 max{|zi|,… ,|zn|} <6 时 ,有 


IA(z1, "……， , Tn )| < E€, 


这 样 , 对 于 任意 的 单位 向 量 组 el,… ,en, 得 到 


l E 
|Al(e1,: “ , En)| 一 rz ~ , Gen)| < br 


E 


sn oP 


BH | A i< 
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从 上 面 ( 例 1) 我 们 已 看 到 , 并 非 所 有 的 线性 算 子 都 有 有 限 范 数 , 也 就 是 说 , 线性 
算 子 不 总 是 连续 的 . 我 们 也 指出 过 , 破坏 线性 算 子 的 连续 性 只 可 能 发 生 在 它 定义 在 
无 限 维 空间 的 情况 


从 这 里 开始 , 符号 &(X1,.… ,XniY) 表示 线性 赋 范 空间 X1,… , Xn 的 直 积 到 线 
性 赋 范 空间 Y 的 多 重 线性 连续 算 子 的 集合 . 


特别 地 , &(X;Y) 是 从 X 到 Y 的 所 有 线性 连续 算 子 的 集合 . 
在 集合 £(X1,… , Xi;Y) 中 引进 自然 的 线性 空间 结构 : 


(A+ B)(x1,.… , Tn ) :一 A(xXi1,.…- , Tn ) + B(Zz1,.… , Tn) 


(A)(z1,:: ,Tn) := AA(T1, ,Tn). 
显然 , 如 果 4, Be £(Xi1,… ,Xn;Y), 那么 


因此 , £(Xi1,… , Xn;Y) 可 以 看 成 线性 空间 . 


命题 2 多 重 线性 算 子 的 范 数 是 连续 多 重 线性 算 子 的 线性 空间 £8(X1,:… ,Xn; 
Y) 中 的 范 数 . 


4 首先 指出 , 由 命题 1, 对 于 任意 的 算 子 4e £(Xi,… , Xn;Y) 都 确定 了 非 负数 


| A4|< oo. 


不 等 式 (8) 表明 


141l=0 革 A4=0. 


其 次 , 根据 多 重 线性 算 子 范 数 的 定义 


| 入 4 | — sup |( 和 A 和 A)(z1, 机 , Tn) 
zi IT1|* [zn| 
TiA0 
— sup IAl|A(z1, , Tn )| 


zi son |T1| rn 
Zi 天 0 


= ALL41 
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最 后 , 如 果 4 和 B 是 空间 2(X1,… , Xn; 了 ) 的 元 素 , 那么 
(A+ B)(z1,:… , Tn)| 


A+BI= sup 
Tl Tn [zi | 0 [zn 
Zi 天 0 . 
= sup A(z1,.…: ,Tn) + B(X1,.…- , Tn )| 
Tl Tn |Z1| 0 [zn 
ri0 
< sup |A(z1,.… , Tn)| +t sup Brn , Tn )| 
zi Tn |T1| | zn 2Z1 rn 
Zi 天 0 0 
一 | A+|BI. > 


现在 记号 &(X1,.… ,XY) 将 用 以 表示 装备 了 上 述 算 子 范 数 的 n_ 线 性 算 子 的 
线性 空间 . 特别 地 , &(X;Y) 是 从 X 到 Y 的 线性 连续 算 子 的 赋 范 空间 . 
对 命题 2 作 以 下 有 益 的 补充 


注 如果 色 ,Y, 2Z 是 赋 范 空间 , 并 且 A e &(X;Y 了 ), 而 Be £8(Y; 2), 那么 


| BoAl<l BI A). 


< 事实 上 ， 
1Bo4al=sapls4z < sup lL 2 
Tz0 |z| ~ zr#0 | 了 | 
必 
A [BHAA > 


| 
空间 . 


< 我 们 将 对 线性 连续 算 子 空间 &(X;Y) 进行 证 明 . 至 于 一 般 情 形 , 从 下 面 的 讨 
论 中 看 出 , 所 不 同 的 只 是 更 烦琐 的 写法 
设 人 4 4 是 8(X;Y) 中 的 基本 列 . 对 任意 的 ze X 因为 


|AmZ — Anz| = |(An, 一 An)z| 入 | Anm — A,, 中 jz 


显然 , 对 任意 z e 和, 序列 4iz, A2x,… , Anz,… 在 Y 中 是 基本 的 . 由 于 Y 完备 ， 
它 在 Y 中 有 极限 , 我 们 用 4z 表示 这 个 极限 . 
于 是 


AT := lim 42. 


我 们 来 证 明 4 :X 一 Y 是 线性 连续 算 子 . 
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4 的 线性 性 从 
im An(A1T1 十 和 2Z2) = lim (MAnz1 十 和 和 2An7X2) 
一 人 1 im Anxi 二 和 2 im Ta 
推出 . 


其 次 , 对 于 任意 固定 的 。 > 0 和 充分 大 的 值 m,n e N, 满足 | 4 - An 上 < es， 
此 对 任意 同 量 ze 多, 有 


[Amz — Anzx| < elzxl. 
在 最 后 的 不 等 式 中 令 m -， oo 取 极 限 并 利用 向 量 范 数 的 连续 性 , 我 们 得 到 
[Az — Anz| < elz|. 
这 样 一 来 , 吓 4 一 A ||< <, 于 是 , 由 4 = 4。 + (4 - 4) 推出 
141<ll An +e 


因此 , 我 们 证 明了 4 € £(X;Y) 和 1 4 和 nj 一 0 当 n 一 00 时 , 也 即 在 空间 
2(X;Y) 的 范 数 意义 下 A= lim A.. > 

最 后 ,我 们 给 出 一 个 在 研究 高 阶 微分 时 需要 的 关于 多 重 线性 算 子 空间 的 专门 
的 注 . 

命题 4 对 于 任意 的 m € {i,…,n}， 在 空间 2(X1,… ,Xm; 人 CXmtl， 
Xn;Y)) 和 £(X1,:…… ,Xn;Y) 之 间 存 在 保持 线性 结构 和 范 数 的 双 射 . 

< 我 们 给 出 这 个 同 构 . 

设 Bc€ £8(Xi, XiRCXnH ,Xn;Y)), 也 邯 


B (71,- ” ,Tm ) C CXm+ti, , Xn; Y ). 


令 
A(z1) | , Tn) “一 B (71, “0 , Tm) (Tm+t1) 0 , Tn). (11) 
那么 
| PB | = Sup | B(x1,.… , Tm) | 
rm 1 
Zi 天 0 
sup | 妇 (Zi , Tm) (Tm+tl, , Tn )| 
Tm+1 "Tn [Tm+1| 站 [zn| 
二 SUP Ti 
Tl ;Tm |Z1| 0 [zm 
Ti 天 0 
A Tl Ln 
= sup ra) A 
2 


Tk x0 
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我 们 把 验证 关系 式 (11) 给 出 所 研究 的 线性 空间 间 的 同 构 这 件 事 , 留 给 读者 自己 
完成 . > | 

特别 地 , n 次 利用 命题 4 我 们 就 得 到 空间 &(Xi; 6(X2;.… ; &(XY).…)) 同 构 
于 nn- 线性 算 子 空间 &(X1,:… ,Xn;Y). 


练习 

a) 证 明 , 如 果 4 :XXX 一 了 是 赋 范 空间 X 到 赋 范 空间 Y 的 线性 算 子 , 并 且 空 间 X 是 有 限 
维 的 , 那么 4 是 连续 算 子 . 

b) 对 于 多 重 线性 算 子 证 明 类 似 于 a) 中 所 叙述 的 结论 . 

. 称 两 个 线性 赋 范 空间 是 同 构 的 , 如 果 作 为 线性 向 量 空间 在 它们 之 闻 存 在 那样 的 同 构 , 它 与 它 


的 道 都 是 连续 的 线性 算 子 . 
a) 证 明 , 维 数 相同 的 有 限 维 线 性 赋 范 空间 是 同 构 的 . 
b) 证 明 , 对 于 无 限 维 的 情况 一 般 来 说 结论 a) 不 成 立 . 
c) 在 空间 C([a, 如; 及) 中 引进 两 个 范 数 , 使 得 C([a,0j; 恨 ) 到 自身 的 恒 等 映 射 不 是 所 得 的 两 
个 赋 范 空间 闻 的 连续 映射 . 
， 证明, 如 果 多 重 线性 算 子 在 某 个 点 连续 , 那么 它 处 处 连续 . 
4. 设 4: 五 ”一 E” 是 ” 维 欧 氏 空 间 的 线性 映射 , 4* : E"™ 一 已" 是 4 的 共 斩 映 射 . 
证 骨 : 
a) 算 子 4 . 4A* : EB” -BE” 的 所 有 的 特征 值 是 非 负 的 . 
b) 如 果 Xi 世 .… < Mn 是 算 子 A . A* 的 特征 值 , 那么 1 41|= Vn. 
> 一 1 .mm Fn py 1 1|— 1 
c) 如 果 算 子 4 有 道 4-1 : EB" 一 E", 那么 A-! | yz 
d) 如 果 (a;) 是 映射 4 : 五 " 一 E” 在 某 个 基底 下 的 矩阵 , 那么 成 立 估计 式 


Dax, , D(a) < Al< | < valal 
4 一 2 一 


5. 设 Pfz] 是 关于 变量 z 的 实 系数 多 项 式 的 线性 空间 . 向 量 已 e P|z] 的 范 数 由 公式 


1 
P |= P2(z)d 
| /| (zjdz 
定义 


a) 在 所 得 到 的 空间 中 , 求 导 运算 D(P(x)) := P'(z) 的 算 子 D :了 [z] 一 PIz] 是 否 有 界 ? 
b) 求 乘 以 z 的 算 子 F : Plz] 一 P|z](F(P(z)) := xz. P(x)) 的 范 数 . 


6. 以 R? 中 投影 算 子 为 例 , 说 明 不 等 式 1B .4A < B41 可 以 是 严格 的 . 


一 


by 


a 
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83 映射 的 微分 


1 在 一 点 可 微 的 映射 


定义 1 设 X,Y 是 赋 范 空间 . 称 从 集合 巨 CX 到 YY 的 映射 / :EY 在 E 
的 内 点 ze 五 可 微 , 如 果 存 在 线性 连续 映射 L(x) : X 一 了 , 使 得 


f(z+h) — f(r) = LT)h + a(z;h), (1) 
其 中 Q(x;h) = 二 oh 当 有 hh 一 0,z 二 heEd 


定义 2 称 满 足 关 系 式 (1) 的 关于 h 的 线性 函数 L(xz) e £(X;Y) 为 映射 『: 
一 在 点 x 的 微分 , 切 映 射 或 导数 . 


像 以 前 那样 , 我 们 将 用 记号 df(x), Df(z) 或 f(x) 之 一 表示 L(x). 

这 样 一 来 , 我 们 看 到 , 这 里 引进 的 映射 在 一 点 可 微 性 的 更 一 般 的 定义 几乎 是 第 8 
章 82 中 我 们 已 知 的 定义 的 逐 字 逐 句 的 重复 , 那里 研究 的 是 X = Rm",Y = R" 的 情 
况 . 因此 , 今后 我 们 将 不 加 说 明 地 使 用 那里 引进 的 概念 , 例如 函数 的 增 量 , 目 变量 的 
增 量 , 在 一 点 的 切 空 间 , 并 保留 它们 相应 的 记号 . 

但 是 , 我 们 要 验证 以 下 一 般 形 式 的 


命题 1 如 果 映 射 了 :五 一 了 在 集合 已 CX 的 内 点 Z 可 微 , 那么 它 在 这 点 的 
微分 卫 (z) 是 唯一 的 . 
< 我 们 验证 微分 的 唯一 性 . 
设 Li(z) 和 Lo(zx) 都 是 满足 关系 式 (1) 的 线性 映射 即 
f(T+h) ~ fr) — Li(r)h = a(x;h), 
f(z +h)— fr) — L2(T)h = oo(7;h), 
其 中 当 有 一 0,7z7 十 heE 时, Qj(7z;h) = o(h),i = 1,2. | 
那么 , 假定 L(x) = Za(z) - Di(z) 和 a(z) = az(z; 站 一 aa(zi 从 (2) 的 第 一 个 
等 式 减 去 第 二 个 等 式 后 , 我 们 得 到 : 
L(T)h = a(xz; h). 


这 里 L(x) 是 关于 h 的 线性 映射 , 而 a(zx;h) = olh) 当 h 一 0,7 十 h eB 时 . 取 辅 助 
的 数值 参数 入 可 得 / 


(2) 


EGG _ lee 
TM a Ma 
也 与 法 ‘a(z; h) = ob(h) 当 记 一 0,z 十 he EB” 自然 是 指 


Li ,ly -lhlzl =0. 
nol Mpeg Jly ix 


A 一 0, 当 入 一 0. 
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因此 , 对 任意 的 h 头 0 (请 注意 , x 是 互 的 内 点 ), L(z)h = 0. 由 于 Z(z)0 = 0, 这 就 证 
明了 对 任意 值 h, 有 等 式 Li(z)h = Lo(zx)h 成 并 .> 

, 如果 马 是 XX 的 开 子 集 , 而 f : EB 一 是 在 每 个 护 x €E EB 都 可 微 的 映射 即 
在 五 上 可 微 , 那么 由 所 证 的 映射 在 点 x 的 微分 的 唯一 性 , 在 集合 上 产生 一 个 
因数 忆 3 z 呈 jz) E 2(X;Y), 记 作 :一 2(X;Y), 则 做 了 的 导数 或 原 映 
射 f : 巨 一 Y 的 导 映 射 . 这 个 函数 在 一 点 ze 五 的 值 f(x) 是 一 个 线性 连续 映射 
f(z) Ee £(X;Y), 它 是 函数 f 在 具体 给 定 一 上 后 ZE 五 处 的 微分 或 导数 ， 

我 们 指出 , 由 于 定义 1 中 所 说 的 线性 映射 L(xz) 的 连续 性 的 要 求 , 从 等 式 (1) 推 
出 , 在 一 点 可 微 的 映射 必定 在 这 点 连续 . 

其 道 自然 是 不 对 的 , 我 们 已 经 见 过 数值 函数 的 例子 . 

我 们 还 要 作 以 下 重要 的 


注 如果 把 映射 在 一 点 a 可 微 性 的 条 件 写 成 如 下 形式 : 
f(x) — fla) = L(a)(z ~ a) + ala; 72), 
其 中 ala;z) = olz -a) 当 x 一 a 时 , 那么 下 面 的 事情 就 变 成 显然 的 了 : 定义 1 实际 
上 是 对 任意 仿 射 空间 (4, X),(B,Y) 的 映射 :4 一 B 下 的 , 其 中 六 和 Y 是 线性 赋 
范 空间 . 这 样 的 仿 射 空间 经 常会 遇 到 , 称 为 仿 射 赋 范 空间 . 因此 , 当 使 用 微分 演算 时 ， 
记 住 这 个 注 是 有 益 的 . 
以 后 , 如 果 没 有 特别 的 说 明 , 无 论 是 线性 空间 , 还 是 仿 射 赋 范 空间 都 同样 对 行 ， 
只 是 为 了 简化 书写 , 我 们 都 使 用 向 量 空 间 的 记号 . 
2 微分 法 的 一 般 法 则 
从 定义 1 得 出 以 下 微分 法 运算 的 一 般 性 质 . 在 下 面 引 用 的 公式 里 , X,Y 2 是 赋 
范 空间 , 而 UV 和 Y 分 别 是 X 和 中 的 开 集 , 
a. 微分 法 的 线性 性 
如 果 上 映射:U 一 i= 1,2, 在 点 7z EU 可 微 , 那么 它们 的 线性 组 合 (和 1 有 i 十 
和 2 f2) UU—Y 在 点 必 也 可 微 ， 而 上 且 
(ifi + M2f2) (1) = 和 万 (z) 十 M2f2l7) 
因此 , 映射 的 线性 组 合 的 微分 是 这 些 映射 的 微分 的 相应 线性 组 合 . 
b. 复合 映射 的 微分 法 
如 果 映 射 『:U 一 VV 在 点 Zz EU CX 可 徽 , 而 映射 9:V 一 2 在 点 f(z) 二 ye 
VV CY 可 徽 , 那么 这 两 个 映射 的 复合 go 了 在 点 工 可 徽 , 而 且 


(gof) (xz) = 9g (f(x))o fF (7). 
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因此 , 复合 的 微分 等 于 微分 的 复合 . 

c， 遂 映射 的 微分 法 

设 f:U 一 了 是 在 点 Xz EU CX 连续 的 映射 , 它 在 点 y= 二 f(z) 的 领域 有 送 映 
射 f-1:V 一 针 , 并 且 弟 映射 在 点 Y= 二 f(7) 连续 . 

如 果 映 射 了 在 点 X 可 微 并 且 它 在 这 点 的 切 映 射 f(T) E £2(X;Y) 有 连续 递 
[f(z)]-! € £2(Y, XX), 那么 映射 六: 在 点 Y 二 f(T) 可 微 ,而且 


[= 
因此 , 递 映射 的 微分 是 一 个 线性 映射 , 它 是 原 映 射 在 相应 点 的 微分 的 逆 . 


我 们 略 去 命题 a, b,c 的 证 明 , 因为 它们 类 似 于 第 8 章 83 里 在 和 一 下 my 了 = RR" 
的 情况 下 所 给 出 的 那些 证 明 . 


3. 一 些 例子 | 
例 1 如 果 :UV 一 Y 是 点 z 的 邻 域 U=U(z) Cc 针 上 的 常 值 映射 , 即 对 任何 
uEU 有 f(u) = vyo EY, 那么 f(x) = 0 € £2(X;Y). 
< 实际 上 , 在 这 种 情况 下 , 显 有 
f(r+h)— f(r -0h=y -0=0=o0h). 


例 2 如 果 映 射 f :X -一 是 线性 赋 范 空间 X 到 线性 赋 范 空间 Y 的 线性 连续 
映射 , 那么 在 任意 点 z € X, f(x) = fe £(X;Y). z 


< 事实 上 ， 
f(r+h)— fr)— fh=fr+fh— fr—{fh=0. 


我 们 指出 , 实际 上 , 这 里 倒是 应 有 f'(z) e 2(TX;TYy(z)), 且 h 是 切 空 间 TX。， 
的 向 量 . 然而 在 线性 空间 里 , 向 量 到 任意 点 ze X 的 位 移 是 确定 的 , 这 使 我 们 可 以 
把 切 空间 TX。 和 线性 空间 X 本 身 视 为 同一 . (类 似 地 , 在 仿 射 空间 (4, 关 ) 的 情况 ， 
“附着 ”在 点 we 4 上 的 向 量 的 空间 T4。 可 以 与 该 仿 射 空间 的 向 量 空 间 X 视 为 同 
一 .) 因此 , 在 X 中 选取 基底 后 , 可 把 它 分 别 送 到 所 有 的 切 空间 了 X-. 这 意味 着 , 璧 
如 , 如 果 X = Rm,Y = 了 Rn， 并 且 映 射 Fe £(R™";R"*) 由 矩阵 (oj ) 给 出 , 那么 在 任意 
点 ZERRm,j 的 切 映射 f(z) :TRY 一 TRE,,) 也 将 由 同一 个 矩阵 给 出 . 

特别 地 , 对 于 从 下 到 RR 的 线性 映射 zr 上 az =y, 当 zeER 且 heTRs~RR 时 ， 
我 们 得 到 相应 的 映射 

TR,3h 大， ah ET 了 rzy- 

根据 所 作 的 说 明 , 我 们 约定 把 例 2 的 结果 叙述 为 : 线性 赋 范 空间 的 线性 映射 f: 

X YY 的 导 映 射 f' :六 一 Y 是 常 值 映射 , 而 且 在 任意 点 zx € X, f(z) = 上 
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例 3 从 复合 映射 的 微分 法 则 和 例 2 的 结果 可 以 推出 , 如 果 f :UU 一 Y 是 定义 

在 点 zexX 的 邻 域 U = U(x) Cc 久 中 的 上 映射 , 在 x 处 可 微 , 而 4 € £(Y; 2), 那么 
(Aof)(x)= Ao Ff (7). 

对 于 数值 函数 , 当 Y = 2Z = R 时 , 这 正好 是 熟知 的 把 常数 因子 提 到 微分 号 外 的 
运算 法 则 . 

例 4 还 是 设 U=U(zx) 为 赋 范 空间 X 的 上 扣 z 的 邻 域 , 而 

f:U—=Y=Y x:.…xY, 

是 从 UU 到 空间 页,…… ,到 的 直 积 中 的 映射 . 

给 定 这 样 一 个 映射 相当 于 给 定 了 nn 个 映射 f. : U 一 ,i = 1,… ,n, 它们 与 f 
在 U 的 每 一 个 点 zx 处 都 满足 关系 式 

LTP f(z) 二 4 一 (Y1,* , Vn) 一 (fi (72), , fn (2)). 
现在 , 如 果 在 公式 (1) 中 考虑 到 
f(z+h)— fr)= (f(t+h)— fz) ,fn(z + h) — fn(7)), 
L(x)h = (Li(z)h,... ,Ln (x)h), 
Q(z;h) = (oi(7;h), ,Qn(x; h)), 
那么 引用 81 中 例 6 和 42 中 例 10 的 结果 可 以 推出 ， 所 研究 的 映射 了 在 点 z 可 微 , 当 
且 仅 当 它 的 所 有 分 量 f. : UV 一 (i = 1,… ,n) 可 微 , 而 且 在 映射 f 可 微 的 情况 下 ， 
成 立 等 式 
f(x) = (AZz) ,fn(7)). 

例 5 秽 在 设 4e £(X1,… ,Xn:Y), 即 4 是 从 线性 赋 范 空间 Xi,… ,X， 的 乘 

积 空间 Xi x … x Xn 到 线性 赋 范 空间 Y 中 的 连续 的 n- 线 性 算 子 . 


我 们 证 明 映 射 
:XXX 有 一 用 一 站 


的 可 微 性 并 求 它 的 微分 . 
4 利用 4 的 多 重 线性 性 , 我 们 得 到 
~ A(z +h)— A(z) 

= A(z1+ hi ,Tn t+ ha) — A(z1,.: ,Tn) 

— 4(z1 rn) + A(hi, ra za) 十 
+A(zi, ,Tani hn) + A(hi, paza ,Tn) 十 

十 4(z1 ,Tn2, hn-l; hn) 十 … 

二 4(P ,Ran) 一 4(7Z ,Zn) 
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因为 在 和 = XI x…x 和 中 范 数 满足 不 等 式 


[zilx; & |zlx < 》 zilx 
t=] 
而 算 子 4 的 范 数 || 4 || 有 限 , 并 且 
|A(é1,: 7 ,én)| | 4 él, 


可 以 推出 


A(T+h)— A(z) 
= 4(z1 十 Ri ,Tn hn) 一 人 (Zi , Tn ) 
一 4(PR1Z2) , Tn) 十 … + A(z1,: " , Tn—1; hn) + Q(x; h), 


其 中 a(z;h) = ol(h) 当 玉 一 0 时 . 
但 是 算 子 


L(z)h 一 A(hi, x2,: ~ , Tn) 十 .… 十 4(Z1， , Tn—1; hn) 


是 关于 = (a,… ,hn) 的 线性 连续 (因为 4 连续 ) 算 子 . 
因此 有 


A'(z)h 一 4 (x1,.… , Tn) hi, , hn) 
一 A(hi, xX2,:…: , Tn) 十 -… 十 A(z1,.… ,Tn—1; hn) 


或 者 
dA(z1,: ,Tn) = 4(dzlyzo om) 十 十 AD Za drn). 本 


特别 地 , 如 果 : 
a) ZT1.… .zn 是 nn 个 数值 变量 的 乘积 , 那么 


dz 二 
b) (zi,za2) 是 五 3 中 的 数量 积 , 那么 

qd(TZ1,Z2) = (dz1, 72) + (TX1, dx2); 
c) [zx1, zx2] 是 EB3 中 的 向 量 积 , 那么 


dlzx1, x2| 一 [dx1, Za2] 十 |z1， dzx2|; 
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dj (zi,z2,z3) 是 EB3 中 的 混合 积 , 那么 
d(x1, To, X3) 一 (dx1, 72, T3) 十 (ZX1, dx2, T3) 十 (X1, TX2, dz3); 


ej det(71,-.…… ,Xn) 是 由 有 其 确定 基底 的 n 维 线性 空间 无 的 n 个 问 量 za ,zn 
的 坐标 组 成 的 矩阵 的 行列 式 , 那么 


d(det(zZi Zn 三 detldziZ2 Znp) 十 十 detZi ,Tn-1, drn). 


例 6 设 U 是 £(X;Y) 的 子 集 , 它 由 那样 一 些 线性 连续 算 子 4:X 一 了 组 成 
4 有 连续 的 ( 即 属于 £(Y;X) 的 ) 逆 算 子 4-1 :Y 一 X. 考察 使 每 个 算 子 A4eU 对 
应 于 它 的 道 算 子 4-1 es &(Y;X) 的 映射 


U3AD A-!e L(Y;X). 
下 面 要 证 明 的 命题 2 使 我 们 能 够 回答 关于 这 个 映射 的 可 微 性 问题 
命题 2 如 果 X 是 完备 的 空间 且 A EU, 那么 对 于 满足 条 件 
人 天 < 47 
的 任意 he £5(X;Y), 算 子 A 十 h 也 属于 U, 并 且 成 立 关系 式 
(A+h)-l1=A 1 A ihA-!+o(h) (3) 
当 甩 一 0 时 . 
< 因为 
(A+h) li=(A(E+AIh) =(E+A hh) A (4) 
所 以 只 需求 算 子 (BB 十 4-!1h) € £(X; 针 ) 的 逆 算 子 
/ ( 百 十 4 一 用 一， 
其 中 EE 是 空间 X 到 自身 的 恒 等 (单位 ) 映射 . 
* 译 者 注 . 这 一 段 实际 上 是 对 问题 的 分 析 , 在 确认 A+h 或 巨 + 4-!1h 可 逆 前 , 我 们 不 能 断言 (4) 
成 立 . 这 一 段 作 如 下 改写 可 能 更 合适 


“由 于 4 可 道 , 可 得 A 十 h = A(B+4-1h), 其 中 5 是 空间 XX 中 的 恒 等 映 射 . 由 此 , 并 注意 4 可 
道 , 可 知 , 为 了 证 明 A 十 hh 可逆 , 只 要 证 明 E+ A-!h 可 道 妈 可. 倘 如 是 , 有 


(A+h) 1!=(A(E+A Ih)) =(E+A Th A (4) 
现在 来 证 算 子 (E+ A~1h) e SOX;X) 有 属于 2(X; 久 ) 的 道 算 子 . 
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设 A := -4-17， 考虑 到 82 中 对 命题 2 所 作 的 附注 ， 可 以 看 出 | A | 
4! 中. 中 因此 , 由 对 算 子 h 所 作 的 假定 , 可 以 认为 上 Ag<l. 
现在 验证 . 
(E—A) ”=E+A+A’+:.+A"+.…, (5) 
其 中 位 于 右边 的 级 数 是 由 线性 算 子 A” = (Ao.…oA)e&X;X) 组 成 的 . 
由 于 X 完备 ,( 由 $2 中 命题 3) 线性 赋 范 空间 &(X;iX) 是 完备 的 ， 那 么 ， 从 
| A” |< A ?sg gq" ,laql < 1, 从 而 级 数 > gq" 收 化， 立即 得 到 上 述 由 空间 8(X;X) 的 
问 量 组 成 的 (5) 式 右 端的 级 数 的 收敛 性 . 
直接 验证 
(E+A+A’*+..:.)(E— A) 
= (E+A+t+A?+..…….)—(A+A’:+A’+:.….)=E 


(EA)(E+A+A?+..) 
二 ( 马 二 人 二 A 人 十 …)) 一 (A+A* 二 A "十 …)= 二 也 
表明 , 存在 (一 A)-1e £2(X,XX) 且 (5) 成 立 ， 
值得 指出 的 是 , 在 所 给 情况 下 , 所 研究 级 数 的 绝对 收敛 性 (这 里 的 收 全 性 指 依 范 
收敛 性 ) 保证 了 对 级 数 可 自由 地 进行 算术 运算 (交换 级 数 的 项 !). 
比较 关系 式 (4) 和 (5) 推出 , 当 | hg<|| 4-! | 时 ， 
(A+h) 1= A 1A-ihA li+(A lh) A lo...+(-1)"(AT hh)"AT 1+... (6) 
因为 
< _ lA nA 


1 二 2 


SA-1h)" A 


入 二 2 


人 


< A a 2 gq”™ 
所 以 从 (6), 便 得 等 式 (3). > 
现在 回 到 例 6, 在 空间 Y 完备 的 情形 ， 所 研究 的 映射 Art, A-! 显然 可 微 而 且 


df(A)h=ad(AT')h=—-A ihA . 


特别 地 , 这 意味 着 如 果 4 是 非 退化 的 方 阵 , 4-! 是 它 的 道 矩阵 , 则 当 以 元 素 接近 
于 零 的 矩阵 对 矩阵 4 扰动 时 , 扰动 后 的 矩阵 4 十 h 的 道 矩 阵 (4 十 有)-! 的 一 阶 近 
似 可 按 公式 
(4 上 + 月 -141 A-ihA-! 
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求 出 . 
显然 , 更 精确 的 公式 可 以 从 等 式 (6) 得 到 . 
例 7 设 X 是 完备 的 线性 赋 范 空间 , 如 果 A e £8(X;X), 则 由 
exp4 :一 盏 二 本 4 十 而 色 十 十 语 如 十， (7) 


nl 
定义 一 个 重要 映射 
: exp : L(X;X) — L(X;X). 


位 于 (7) 中 的 级 数 是 收敛 的 , 因为 &(X; X) 是 完备 空间 , 并 且 |; ar < | lk 
而 数 项 级 数 二 “全 收 合 
不 难 验 证 
exp(A+h)=expA+L(A)h+o(h) hh 0 (8) 
其 中 


L(A)h=hi= 7 二 (Ah 十 hhA) 十 可 二 (42 + 4P 4 十 尹 42) 十 
+ (A™ lh 4A-2hA+... + AhAr 2? +hA"T) + 
从 而 1 Z(4)1< exp 414= el 和 ,因此 ， 
L(A) € S(L(X;X); LX; X)). 


这 样 一 来 , 映射 £&(X;X)3 AmexpAe 2(X;X) 对 于 任意 值 4 可 微 . 
我 们 指出 , 如 果 算 子 4 和 可 交换 , 即 4 = hh, 那么 从 L(A)h 的 表达 式 看 出 ， 
这 时 有 L(A)h = (exp A)h. 特别 地 , 对 于 铸 == 恨 或 者 多 =C, 代替 (8) 重新 得 到 


exp(A+h)=expA+tl(exp A)h+o(lh) 当天 一 0. (9 ) 


例 8 我 们 试图 给 出 有 一 个 不 动 点 O 的 旋转 刚体 (陀螺 ) 的 瞬时 速度 的 数学 摘 
述 . 在 抚 O 处 ， 我 们 考察 与 物体 固 连 的 标准 正 交 架 {e1, e2, e3}- 很 明显 ， 物体 的 位 
置 完 全 由 这 个 标准 架 的 位 置 来 描述 , 而 标 架 的 向 最 运 动 的 瞬 时 速度 组 {el,ez,es} 显 
然 完 全 刻画 出 旋转 物体 的 瞬时 速度 . 标 架 {ei1, ez,es} 本 身 在 时 刻 t 的 位 置 可 以 用 正 
交 和 矩阵 (a2 ),i,j = 1,2,3, 给 出 , 这 个 窍 阵 由 同 量 ei, ez, es 关于 空间 的 某 个 不 动 的 标 
准 正 交 架 的 坐标 组 成 因此, 从 RR (时 间 轴 ) 到 特殊 的 三 阶 正 交 和 矩阵 群 SO(3) 的 映 
射 上 一 O(t) 对 应 于 一 个 陀螺 运动 . 因此 , 按 约定 用 {el, ez,es} 来 描述 的 物体 的 旋转 
速度 可 由 矩阵 O(t) =: (wz)( = (02)(t) 给 出 , 它 是 矩阵 O(t) = (ad )( 关于 时 间 的 
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因为 0(t) 是 正 交 和 盾 阵 , 所 以 在 任何 时 刻 t 它 都 满足 关系 式 
O(t)jO*(t) = BE, (10) 


其 中 O*(t) 是 0(t) 的 转 置 矩 阵 , 而 记 是 单位 矩阵 . 
我 们 指出 , 矩阵 的 乘积 4.B 是 4 和 B 的 双 线 性 函数 . 而 转 置 矩 阵 的 导数 显然 
等 于 已 知 矩 阵 导 数 的 转 置 . 考虑 到 这 些 , 对 等 式 (10) 求 微 分 , 我 们 得 到 
O(t)O*(t) + O(t)O*(t) =0 
或 者 
O(t) = —O(t}O* {tO(), (11) 
因为 O*(t)0(t) = E. 
特别 地 , 如 果 认 为 在 时 刻 t, 标 架 {e1, ez, es} 与 空间 标 架 重 合 ”那么 O() = 已 
并 且 从 (11) 得 到 
O(t) = —0*(t), (12) 
也 就 是 说 , 在 基底 {ei, ez,e3} 下 {el,ez,es} 的 向 量 的 坐标 矩阵 O(t) =: 8(t) = (ww?) 


是 反对 称 矩 阵 
wi wT wj 0 一 oj ww 
R(t) = | www 1 = ws 0 -wll|. 
WB WS Ww3 —w2 wi! 0 : 


因此 , 陀螺 的 瞬时 速度 实际 上 由 三 个 独立 参量 描述 , 它 在 我 们 的 讨论 中 是 由 关 
系 式 (10) 推出 来 的 , 从 物理 的 观点 这 也 是 目 然 的 , 因为 标 架 {ei, ez,e3} 的 位 置 , 从 
而 物体 本 身 的 位 置 , 由 三 个 独立 参量 来 描述 ( 壁 如 在 力学 中 常 取 欧 拉 角 ). 

如 果 把 附着 于 点 O 的 每 个 空间 向 量 


(一 wiei 十 wes 十 Ww" €3 
与 相对 于 由 这 个 向 量 确定 的 办 具有 角速度 |w| 的 空间 右 旋 联 系 起 来 , 那么 从 所 得 的 
结果 不 难 断 定 , 在 每 一 瞬间 t 物体 都 有 自己 的 瞬时 转动 轴 , 并 且 物 体 在 给 定时 刻 的 速 
度 可 以 用 旋转 速度 的 瞬时 间 量 w(t) 描述 ( 见 练习 5). 
4. 映射 的 偏 导数 : 
设 U = U(a) 是 赋 范 空间 Xi ,Xm 的 直 积 中 点 a € X= Xi x … x Xm 的 邻 
域 , f :U 一 Y 是 UV 到 赋 范 空间 Y 中 的 映射 . 这 时 
y= f(x) = f(x1,:… ,Tm), (13) 


* 译 者 注 . 这 里 是 把 所 考察 的 时 刻 t 时 的 标 架 {e1, e2, ea} 取 作 不 动 的 标准 正 交 架 来 研究 陀螺 在 
时 刻 t 的 瞬时 运动 . 力学 和 几何 学 中 经 常 使 用 这 种 方法 , 叫 活动 标 架 法 ， 
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在 (13) 中 国定 除 变 量 zx; 以 外 的 所 有 变量 , 设 
Tk =axr, EkE{l,L ,mm} \ {i}, 
我 们 得 到 定义 在 空间 X; 的 点 w 的 某 个 邻 域 中 U; 的 函数 
Fo Qi Tiy 0 mm) =: 人 Z) 一 :Ji(Zi， (14) 


定义 3 称 映 射 oj : U; 一 Y 为 已 知 映射 (13) 在 点 aeEX 处 关于 变量 zi 的 局 
部 映射 . 


定义 4 如 果 映 射 (14) 在 点 zi; = a; 处 可 微 , 那么 称 它 在 这 一 点 的 导数 或 短 
为 了 在 点 a 关于 变量 zi 的 偏 导 数 或 偏 微分 . 


通常 用 下 面 的 符号 来 表示 偏 导数 
sy, Dif (@), Br-(0), fo, (0) 
根据 这 两 个 定义 , D;f(a) e £4(X;, 了 ), 更 确切 地 说 是 
Dif(a) € LTXi(@i); TY (F(a) 


在 这 种 情况 下 , 映射 (13) 在 点 a 的 微分 df(a) (如 果 f 在 点 a 可 微 的 话 ), 为 了 
把 它 和 关于 个 别 变量 的 偏 微分 区 分 开 来 , 通常 称 之 为 全 微分 

所 有 这 些 概念 以 前 在 m 个 实 变量 的 实 值 函数 的 情况 我 们 都 已 经 遇 到 过 , 因此 我 
们 在 这 里 不 去 详细 讨论 它们 . 只 是 指出 , 重复 以 往 的 讨论 , 并 注意 82 中 研究 过 的 例 
9, 容易 证 明 在 一 般 的 情况 下 成 立 以 下 的 


命题 3 如 果 映 射 (13) 在 点 a = (al ,am) E XIX-.…XxAAm= 二 入 可 微 , 那么 
它 在 这 点 有 关于 每 个 变量 的 偏 微分 , 而 且 全 微分 和 偏 微分 由 关系 式 


df (a)h = Of(a)hi 十 本 On f (a) hm, (15) 
相 联系 , 其 中 
h= (hi ,hm) ETXi(Q1) Xx: x TXn(am) = TX(a). 
在 数值 函数 的 例子 中 我 们 已 经 知道 , 一 般 来 说 , 函数 (13) 的 偏 微分 存在 不 能 保 
证 它 有 可 微 性 . 
练习 


1. a) 设 4e8&CX;X) 是 因 零 算 子 , 即 存在 k €E N 使 得 4* = 0. 试 证 在 这 种 情况 下 , 算 子 
(E 一 A) 有 道 , 而 且 (E 一 A)-!=E+A4A+…+A*. 


8$3 ”了 映射 的 微分 .67. 
b) 设 D : P[z] 一 P[z] 是 多 项 式 线性 空间 上 的 微分 算 子 . 注意 DD 是 罕 零 算 子 , 写 出 算 子 
exp(aD), 其 中 a e 及 , 并 证 明 
exp(aD)(P(z)) = P(x + a) =: Ts (P(x)). 
oj 对 于 单 变量 的 n 阶 实 多 项 式 空间 Ps[z], 写 出 (习题 b 中 的 ) 算 子 
万 : P,[z] 一 Palz] 和 TT, : Pa[z] 一 P。[z] 


在 基底 ei = -二 (1<i<gm) 下 的 矩阵 

(nC— 2)! 

2. a) 如 果 A, B € £2(X;X) 且 3B-' ERX;X) 那么 

exp(B ”AB) = 巨 - (exp A)B. 


b) 如 果 4 = BA, 那么 exp(4 + B) = exp A .expB. 
c) 验证 exp0 = 忆 以 及 exp 4 总 有 逆 算 子 , 而 且 


(exp A) * = exp(—A). 


3. 设 4E 8(X;X)， 考 察 由 对 应 了 3 上 exp(t4) E &(X;X) 所 定义 的 映射 Pa : 及 一 
4(X;X). 试 证 : 


a) 映射 4 连续 . 
b) pa 是 从 作为 加 群 的 及 到 由 &(X; X) 中 的 一 切 可 逆 算 子 构成 的 乘 群 的 同 态 . 
4. 验证 : : 
a) 如 果 和 1,:… ,入 n 是 算 子 4 € £(C";C") 的 特征 值 , 那么 exp Ai ,exp 入 n 是 算 子 
exp 4 的 特征 值 . 


bj det(exp 4) = exp(tr4), 其 中 tr4 是 算 子 4 e £(C";C") 的 迹 . 

cj) 如 果 A € Z(R";RR”), 那么 det(exp 4) > 0. 

d) 如 果 4* 是 矩阵 4 € ££(C”";C") 的 转 置 矩阵 , 而 4 是 由 4 的 元 的 复 共 入 构 成 的 矩阵 ， 
那么 (exp A)* = exp A*,exp A = exp 4. 


e) 无 论 4 是 怎样 的 二 阶 方 阵 , 矩阵 人 1 


1 | 都 不 是 形 如 exp 4 的 矩阵 . 


5.。 我们 回忆 , 一 个 同时 装备 群 结构 和 拓扑 空间 结构 的 集合 , 如 果 群 的 运算 在 所 给 的 拓扑 下 连续 ， 
则 称 它 为 拓扑 群 或 连续 群 ; 如 果 和 群 的 运算 在 某 种 意义 下 还 是 解析 的 , 那么 , 这 个 拓扑 群 叫 做 李 
群 中 . 

李 代 数 是 具有 反 交 换 双 线性 运算 [,] : XX x 半 一 XX 的 线性 空间 X. 其 中 [,] 满足 雅 可 比 
恒等式 : 对 于 任意 向 量 a,b,c € X, 有 


i[a, b}, ej + [lb, e¢],a] + lle, aj,6) = 0. 
中 李 群 的 精确 定义 见 第 15 章 82 练习 8 的 相应 脚注 
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李 群 和 李 代 数 有 紧密 的 联系 , 在 实现 这 个 联系 中 映射 exp( 见 练习 1) 起 痢 重要 的 作用 . 
具有 向 量 积 运算 的 有 向 欧 氏 空间 E* 可 以 作为 李 代 数 的 例子 . 我 们 暂时 用 LAi 表示 这 
个 李 代 数 . 
a) 证 明 , 三 阶 实 的 反对 称 和 矩阵 构成 李 代数 (用 LA2 表示 ), 如 果 和 矩阵 4 和 B 的 乘积 用 关系 
式 [4, B= 二 4B 一 BA 定义 . 


b) 证 明 , 对 应 
0 一 3 wr 
02 = 0 wl | oO(w,w2,wW3)=w 
-w2 w 0 


是 代数 LA。 和 上 Ai 的 同 构 . 
c) 验证 , 如 果 像 b) 中 所 指出 的 那样 , 反对 称 和 矩阵 2 和 向 量 w 彼此 对 应 , 那么 对 于 任意 门 量 
r € 3, 成 立 等 式 Pr = |w,7], 而 对 于 任意 矩阵 已 < SO(3) 成 立 对 应 PRP 全 Pw. 
d 验证 , 如 果 玉 3tim O(t) e 39(3) 是 光滑 映射 , 那么 矩阵 


f(t) = O07 (OO 


是 反对 称 的 . 

e) 证 明 , 如 果 ”人 是 旋转 陀螺 的 某 个 点 的 矢 径 , 而 2(t) 是 d) 中 求 出 的 矩阵 (O~10)(#), 
那么 #(t) = (027)(t). 

f) 设 r 和 w 是 两 个 附着 在 空间 BE” 的 坐标 原点 上 的 向 量 . 设 在 五 ” 中 选择 右手 系 , 并 且 
空间 以 角速度 |w| 围绕 由 向 量 w 确定 的 轴 右 旋 . 证 明 这 时 F(t) = [wj 

g) 比较 练习 d),e),f) 的 结果 并 指出 例 8 中 所 说 的 旋转 陀螺 的 瞬时 速度 向 量 . 

h) 利用 练习 c) 的 结果 验证 , 速度 向 量 w 与 EF” 中 不 动 的 正 交 架 的 选择 无 关 , 也 就 是 说 , 与 
坐标 系 无 大 . 

6. 设 r = r(s) = (z1(s),z?(s),z3(s)) 是 E3 中 光滑 曲线 的 参数 方程 , 而 且 沿 着 曲线 取 强 长 为 
参数 (曲线 的 自然 参数 化 ). : 
a) 证 明 , 在 这 种 情况 下 , 曲线 的 切 向 量 e1(s) = 字 (s) 有 单位 长 


b) 回 量 se (8) 一 da) 垂直 于 向 量 ei. 设 ez(s) 是 Ce (8) 方向 上 的 单位 同 量 , 在 等 式 


人 el (s) = k(s)ez(s) 中 的 系数 k(s) 称 为 曲线 在 相应 点 的 曲率 
c) 取向 量 es(s) = [el(s),ez(s)j， 就 在 曲线 的 每 一 点 得 到 一 个 标 架 {e1, ez,e3}(s), 称 之 为 
曲线 的 弗 菜 涅 下 标 形 或 者 相伴 三 棱 形 . 验证 以 下 的 弗 莱 涅 公式 : 


de1i 
+(s) = k(s)e2(s), 


2(8) ~ _k(s)ei(s) +r(s)eals), 


Ce (8) - _k(s)ez(s). 
说 明 系 数 k(s) 的 几何 意义 , 它 叫 做 曲线 在 相应 扩 的 找 率 . 
中 弗 莱 涅 (F. Frenet) (1816 一 1900) 一 一 法 国 数学 家 . 


ep 
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1， 有 限 增 量 定理 


在 研究 多 元 数值 函数 时 , 我 们 在 第 5 章 83 第 1 段 证 明了 它们 的 有 限 增 量 定理 ， 
并 且 详 细 讨论 了 这 个 重要 分 析 定 理 的 各 个 方面 这 里 将 在 一 般 形 式 下 证 明 有 限 增 量 
定理 . 为 了 使 读者 能 清 清楚 楚 地 理解 它 的 论断 , 我 们 建议 回忆 一 下 上 述 章节 中 所 进 
行 的 讨论 , 并 注意 线性 算 子 范 数 的 几何 意义 ( 见 82 第 2 段 ). 

定理 1 (有 限 增 量 定理 ) 设 f:U 一 Y 是 从 赋 范 空间 X 的 开 集 U 到 赋 范 空间 
7 的 连续 映射 

如 果 闭 区 间 [zx,z 十 有 = {E € XIE=z 十 0h,0 < 0<1} 完全 含 在 U 中 , 且 映 射 
f 在 开 区 间 jz,z+Ph={EeXE=z7+6bh0<0<1 中 的 每 一 点 可 微 , 那么 成 立 以 
下 估计 起 


f(z+h)— f(r)ly < sup | f(é€) lecx,r) Ihlx. (1) 
《ez,Z 十 尺 | 
< 首先 我 们 指出 , 如 果 对 于 任意 的 闭 区 间 [zz Cjx,z 十 h[ 都 能 验证 不 等 式 
f(z”)— fr) < sup | fF(€) lz” — 2 (2) 
Elr’ ,2 
其 中 上 确 界 是 对 整个 闭 区 间 lz z"] 取 的 , 那么 利用 f 和 范 数 的 连续 性 以 及 


sup | 和 sup fF(€) 1 
£E [zx' ,2 5Ejz,z 十 六 | 


对 xz 一 x 和 zx ”一 Zz 十 h 取 极 限 , 便 得 到 不 等 式 (1). 
于 是 , 我 们 只 要 证 明 , 当 f 在 整个 闭 区 间 [z,z 十 站 上 可 微 时 恒 成 立 
cz 二 了 一 zi 和 MI (3) 
即 可 , 其 中 M = sup | f’'(z + 0k) ll. 
利用 三 角 不 等 式 和 闭 区 间 的 性 质 , 简单 的 计算 
zs) — f(r)| & [f(x3) ~ f(z2)| + |f (x2) — f(r1)| 


< MIza3— 7z2|+ Ml|z2 — zi1| = M(|z3 ~— rz2|+ |z2 ~ £1|) 
= Ml|zx3— Zi1l| 
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表明 ， 如 果 形 如 (3) 的 不 等 式 在 区 间 上 Zi, 73] 的 部 分 区 间 [21, To2| 和 [x22, Xa) 土 都 成 
立 , 那么 , 它 在 闭 区 间 [zi, zs] 上 也 成 立 ” 

因此 , 倘若 估计 式 (3) 对 闭 区 间 [zx,z 十 及 不成立, 则 用 逐次 平分 的 方法 可 以 得 
到 一 列 收缩 到 某 个 点 zo € {z,z+ 门 的 闭 区 间 [ax, bk] C fz,z 二 及 ,在 每 一 个 闭 区 间 
[ox;bx] 上 (3) 都 不 成 立 . 由 于 zo e [ax,bx], 所以, 对 闭 区 间 [an, zol, [zo, bx], 根据 同 
样 道 理 , 可 以 认为 存在 形 如 [zo,zo 十 hx] C [zz 十 前 的 财 区 间 序 列 , 这 里 当 一 oo 
时 有 hx 一 0, 在 这 些 区 间 上 有 


f(xo + hr) — f(zo)| > Mhxl. : (4) 


如 果 (3) 是 在 把 M 换 成 M +e 后 得 证 的 , 其 中 < 是 任意 正 数 , 那么 令 =。 ,0 就 
能 得 到 (3), 因此 ,(4) 可 换 成 


[f(zot+ hr) — f(zo)l > (M + e)lhxl. (4 ) 


现在 来 证 明 , 这 与 在 点 zo 的 可 微 性 是 矛盾 的 .” 
实际 上 , 根据 f 在 点 zo 的 可 微 性 得 


f(zo + hx) — f(xo0)| = |f (zo)hey 十 os) 
< | f(xo) | |hxl + ol(lhx|) < (M 十 sj 
“ 译 者 注 . 详细 地 讲 , 这 一 段 说 的 是 : 考察 任意 的 闭 区 间 [zi,z3] = {€ € XI& = z+9h,01 < 0 < 
93} C [zz 二 用 ,这 里 zl = zx 十 ih,zs = 二 工 十 93h,0 < 91 < 903 < 1 设 它 分 成 了 两 个 部 分 区 间 
[zimit1] = {€ € XIE€ = z+Oh,0: 0 <1hi= 1,2, 这 里 xz2 = z+ 02h,1 < 62 < 03， 如 果 在 
[zl,z2z] 和 [x2,z3] 上 均 成 立 形 如 (3) 的 不 等 式 , 即 
(zi+i) 一 ci & MIzit1 一 ci 一 12， 
那么 , 利用 三 角 不 等 式 , 得 
[f(z3) — F(z)| < |f (x3) — f(r2)| + [f(z2) — f(r1)| 
< Mlz3a— rz2|+ MIz2 — Zz1| 
= MIz+0ah— (+0h)|+ MIz+ O02h— (rt oR) 
= MI(9a — 02)h| + M|(02 — 01)h| 
= M(03 — 82)|h| + M(02 — 0 )|h| = M(03 — O01)Ihl 
= M|z3 一 Z1|. 
亦 即 , 在 [zi,z3] 上 也 成 立 形 如 (3) 的 不 等 式 . 
” 译 者 注 . 这 一 小 段 主要 是 讲 要 证 的 不 等 式 (3) 与 
[f(z+h)— fr) (M+e)lh| ve>0 (3) 


等 价 (由 于 不 等 式 左边 与 s 无关 , 这 个 结论 是 显然 的 ), 因此 , 上 一 小 段 对 (3) 所 作 的 及 证 可 同样 地 
对 (3) 进行 , 那么 代替 (4) 就 会 得 到 (4 人 ). 
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当 hr -> 0. 加 
关于 有 限 增 量 定理 , 有 下 列 在 技术 上 经 常用 到 的 
推论 如 果 4E&Xiy), 即 4 是 赋 范 空间 X 到 赋 范 空间 Y 的 线性 连续 映射 ， 
而 了 :LU 一 了 是 满足 有 限 增 量 定理 条 件 的 映射 , 那么 


f(s+h)— fr)—Ahlsgs sup 首 庆 的 一 4 全 
&Ejz7,z 十 产 | 


4 为 了 证 明 推论 , 只 需 把 有 限 增 量 定理 用 于 单位 区 间 [0,1] < 及 到 YY 的 映射 : 
tr»> F(t)= f(r+th)— Ath, 
因为 


F(1) — F(0) = f(z +h)— f(z)— Ah, 
F060) = f'(r+0h)h— Ah, 对 于 0<0< 1， 
| F060) lg|| f(z + 6h) — A Al, 
sup | FO) Ng sup | f°(6)— AIA » 
0<0<1 £E]x,x+h! 
注 从 定理 1 的 证 明 中 可 以 看 出 , 定理 条 件 中 不 必要 求 映射 :0U 一 了 可 微 , 只 
需 f 是 区 间 [z,zr 十 | 上 的 有 界 连 续 映 射 , 并 且 在 区 间 jz,z 十 h| 的 每 一 点 可 微 . 
这 个 注 同样 适用 于 刚才 证 明 的 有 限 增 量 定理 的 推论 . 
2. 有 限 增 量 定理 应 用 的 一 些 例子 
a. 连续 可 微 映射 
充 
f:U—Y (5) 
是 赋 范 空间 X 的 开 子 集 UV 到 赋 范 空间 Y 的 映射 . 如 果 f 在 每 个 点 ze U 处 可 微 ， 
那么 , 把 点 x 与 在 这 点 切 于 f 的 映射 六 (z) e &(X;Y) 相对 应 , 就 得 到 导 了 映射 
fi:U— LS(X;Y). (6) 
我 们 知道 , 从 X 到 YY 的 线性 连续 算 子 的 空间 £(X;Y) 是 赋 范 ( 算 子 范 数 ) 空间 ， 
因此 , 可 以 谈论 映射 (6) 的 连续 性 问题 . 


定义 当 导 映射 (6) 在 7 中 连续 时 , 完全 按照 以 前 的 术语 , 称 映射 (5) 为 连续 可 
徽 映射 . 
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形 如 (5) 的 连续 可 微 映射 的 集合 , 如 前 一 样 , 用 记号 CD(U;Y) 表示 , 或 简单 地 
表 为 CCW(U), 如 果 上 映射 的 到 达 集 在 上 下 文中 是 很 清楚 的 话 . 
因此 , 按照 定义 


feCdUYr)e ff eo;2(x;r). 
我 们 来 看 看 , 映射 的 连续 可 微 性 在 各 种 具体 情况 下 的 具体 含义 . 
例 1 考察 我 们 熟知 的 XX = Y = R 的 情况 , 这 时 f :UV 一 RR 是 实 变 量 的 实 值 
函数 . 因为 任意 线性 映射 A e £( 有 R; 展 ) 归结 为 乘 以 某 个 数 a e 民 , 即 Ah = ah， 而 
且 显 然 有 1 4 i= lal, 所 以 在 任意 点 ze U 对 任意 向 量 h € TR ~ 及 , 我 们 得 到 


f(z)h = alz)P 其 中 a(z) 是 玉 数 了 在 点 z 的 数值 导数 . 
其 次 , 因为 


(f(z+6)— f(Ah= f(r+h— f(r)h 
=a(rt+o)h—a(zr)h 
= (a(z +6) — a(z)h, (7) 


所 以 

| F(z+6)— f(r) |= la(z + 0) — a(z)l. 
也 就 是 说 ， 在 现在 的 情况 下 ， 映 射 的 连续 可 微 性 等 价 于 以 前 所 研究 的 函数 类 
CW(U; 民 ) 中 的 数值 函数 的 连续 可 微 概 念 . 


例 2 现 设 XX 是 赋 范 空间 的 直 积 Xi x … x Xm， 这 时 映射 (5) 是 m 个 变量 
zi € Xi(i = 1,.… ,m) 的 取 和 值 于 空间 Y 的 函数 f(x) = f(x1,… ,Ym). 
如 果 映 射 / 在 点 z EU 可 微 , 那么 它 在 这 个 点 的 微分 df(x) 是 空间 人 (Xi x 
Xm 二 X;Y) 的 元 素 . 
df(z) 作用 在 向 量 h = (hi,… ,hm) 上 按照 83 中 公式 (15) 可 表 为 


df (Th = Of (Thi + + Onf (Thm 
其 中 Gf(z) : Xi 一 Y(i = 1,… ,m) 是 映射 f 在 所 说 的 反 zz 处 的 偏 导 映射 
其 次 ， | 
(df (z+ 6) — df(z)h = >_ (Of (z+ 6) — Of (zh (8) 


+ 二 ] 


然而 由 赋 范 空间 的 直 积 中 标准 范 数 的 性 属 ( 见 81 第 2 段 例 6) 和 算 子 范 数 的 定义 ， 
我 们 得 到 


Of (2 146) Bf 7) lecey) < | af(z 406) — df(z) lacey) 


< >》 16ijf(z+ 人 -Bfz)lsor (9) 


?一 二 


84 ”有限 增 量 定理 和 它 的 应 用 的 一 些 例子 . 73 . 


因此 , 可 微 映 射 (5) 在 给 定 情 况 下 在 UV 中 连续 可 微 , 当 且 仅 当 它 对 所 有 变量 的 
偏 导 映射 在 7 中 连续 . 

特别 地 , 如 果 X = 及 ™,Y = 及 , 我 们 重新 得 到 已 经 熟知 的 (函数 类 CU 及) 的 ， 
这 里 UC Rm) m 个 实 变量 的 数值 函数 的 连续 可 微 概 念 . 


注 值得 指出 的 是 , 在 等 式 (7) 和 (8) 的 写法 中 , 我 们 实质 上 用 到 了 和 典 则 等 同 
TXx ~ X, 它 使 不 同 切 空间 中 的 向 量 可 以 进行 比较 或 者 视 为 相等 . 
现在 证 明 , 对 于 连续 可 微 映 射 成 并 


命题 1 如 果 是 同 范 空间 久 中 的 西 紧 集 , 并 且 f E CD(K;Y), 其 中 站 也 是 
赋 范 空间 , 那么 映射 f:KK 一 Y 在 KK 上 满足 利 普 希 英 条 件 , 即 存在 常数 1MM > 0, 使 
得 对 于 任意 点 XTi,T2 EK 成 立 不 等 式 


f(z2) — f(z)| < M|z2 一 zi. (10) 


4 根据 条 件 , f' : K 一 2(X;Y) 是 紧 集 KK 到 度量 空间 &(XiY) 的 连续 映射 
为 范 数 是 取 自 然 度 量 的 研 范 空间 上 的 连续 函数 , 所 以 映射 z 一 || f(z) | 作 连 续 映 冉 
的 复合 映射 , 是 紧 集 K 到 R 的 连续 映射 . 而 这 样 的 映射 一 定 是 有 界 的 . 设 M 是 这 
样 的 常数 , 对 任意 的 点 ze K 成 立 不 等 式 ‖ f'(z) ||< M. 由 于 的 同性 , 对 任意 两 
个 点 zl E K,zx2 Ee KK, 紧 集 KK 包含 整个 区 间 [x1, x2]. 把 有 限 增 量 定理 用 到 这 个 区 间 
上 上, 立即 得 到 关系 式 (10). > 
命题 2 在 命题 1 的 条 件 下 , 存在 非 负 的 , 当 6 一 +0 时 趋 于 零 的 函数 w(6), 使 
(f(z+h)— f(x) — F(T)h| < wo)R (11) 
在 任意 的 , 满足 条 件 | 则 < 567rz+hekK 的 点 EK 处 成 立 . 


< 由 有 限 增 量 定理 的 推论 可 得 


f(z+h)— f(z)— f(r)hl < ssup, | f(z +0h) — F(z) Ia 


w= sup f(r2)— f(z) 
T1,T2ERK 
za 一 221<6 
由 紧 集 K 上 连续 函数 > ，j(z) 的 一 致 连续 性 便 得 (11). > 
b. 可 微 性 的 充分 条 件 


现在 来 研究 , 在 有 了 一 般 的 有 限 增 量 定理 以 后 , 在 一 般 形 式 下 怎样 得 到 用 偶 寻 
数 术 语 叙 述 的 映射 可 微 性 的 充分 条 件 . 
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定理 2 设 U 是 赋 范 空间 XI ,Xn 的 直 积 关 二 Xx:… Xx Xm 中 点 2 的 邻 
域 Jf:U 一 Y 是 U 到 赋 范 空间 YY 的 映射 . 如 果 映 射 f 在 U 中 有 对 所 有 变量 的 偏 
导 映 射 , 那么 , 当 这 些 偏 导 映 射 在 点 工 处 连续 时 , 映射 了 在 这 个 点 可 徽 . 
< 为 了 书写 简单 起 见 , 我 们 对 m = 2 的 情况 进行 证 明 . 我 们 直接 验证 关于 
h 二 (hi,h2) 线性 的 映射 
Lh= Of (zhi 十 0» f(x) ho 
是 f 在 点 x 处 的 全 微分 . 
作 过 初等 变换 
f(z+h) mfr)— Lh. 
一 f(x1 十 hh1, XT2 十 h2) 一 f(z1, T2) 一 O1f (Th 一 O>f (7)h2 
= f(z1+ hi,r2 + he) — f(r1, 2 ho) ~— Of (Ti1, To)h 
+f(z1,T2 + h2) — f(r1,72) — O25f (71, T2)h2, 
根据 定理 1 的 推论 得 到 


[f(zi+ hi,z2 + he) — f(z1,7T2) — Of (x1,72)h1 — Of (x1, 72)h2) 


< Sup | Of (x1 十 Ghi, T» 十 ho) 一 Di (x1, 2Z2 ) 上 Ra | 
0<01<1 | 


十 sup | 2 f(z1, 72 + 02h2) — Oa f (x1, 22) | |h2l. (12) 
0<b2<<1 


因为 max{|hil, |h2|} < LF 显然 ， 从 偏 导数 Oi, O22f 在 扣 一 (£1, X2) 的 连续 性 
能 推出 不 等 式 (15) 的 右边 当 hh = (hi,h2) 一 0 时 是 o(h). > 

推论 。 从 赋 范 空间 外 = XI x … x Xm 的 开 子 集 U 到 赋 范 空间 Y 的 映射 
f :U 一 Y 连续 可 微 , 当 且 仅 当 映射 f 对 所 有 变量 的 偏 时 数 在 U 中 连续 . 

< 在 例 2 中 我 们 证 明了 在 映射 f:U 一 了 可 微 的 条 件 下 , 它 的 连续 可 微 性 等 价 
于 它 的 偏 导数 的 连续 性 . 

现在 我 们 又 看 到 , 如 果 偏 导数 连续 , 那么 映射 矿 就 可 微 , 因而 (根据 例 2) 是 连续 
可 微 的 . mw 


练习 


1. 设 f :IT 一 Y 是 区 间 了 = [0,1] C R 到 赋 范 空间 Y 的 连续 映射 , 而 9 : 工 一 及 是 了 上 上 的 
连续 实 值 函 数 . 试 证 , 如 果 f 和 9 在 区 间 ]0,1[ 可 微 , 并 且 在 这 个 区 间 的 每 一 点 成 立 关 系 式 
| 产 (x) < g'(z), 那么 也 有 不 等 式 
[f(1) ~ fF(O)! < g(1) — 9(0) 
成 立 . 
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2. a) 设 f:I 一 Y 是 区 间 了 = 10,1] C 了 到 赋 范 空间 Y 的 连续 可 微 映射 . 它 给 出 了 Y 中 的 
光滑 道路 . 试 确定 这 条 道路 的 长 度 . z 
b) 回忆 切 映射 范 数 的 几何 意义 , 并 作出 a) 中 所 研究 的 道路 长 度 的 上 方 估计 . 
c) 给 出 有 限 增 量 定理 的 几何 解释 . 

3. 设 f:U 一 Y 是 从 赋 范 空间 X 的 点 a 的 邻 域 UV 到 赋 范 空间 Y 中 的 连续 映射 . 试 证 , 如 
果 了 在 U\a 可 微 , 有 旦 当 z 一 a 时 f(x) 有 极限 到 E&X;iY), 那么 映射 了 在 点 a 可 微 且 
f'(a)=L. 

4. a) 设 U 是 赋 范 空间 X 的 开 凸 子 集 , 而 f :U 一 Y 是 上 U 到 赋 范 空间 YY 的 映射 . 试 证 , 如 

果 在 U 上 f(x) 三 0, 那么 映射 f 是 常 值 的 . 
b) 把 命题 a) 推广 到 任意 区 域 U 的 情况 ( 亦 即 当 也 是 X 中 的 开 的 连通 子 集 的 情况 ). 
c) 设 三 :万 一 到 是 在 平面 区 域 DC 及“ 中 定义 的 变量 (x,y) 的 光滑 函数 , 是 它 的 偏 导 数 

BD 恒 等 于 零 ， 这 时 , 在 这 个 区 域 中 f 是 不 依赖 于 y 吗 ? 对 怎样 的 区 域 D 它 不 依赖 于 

区 
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1. nn 阶 微分 的 定义 
设 5 是 赋 范 空间 X 中 的 开 集 , 而 
让:U 一 了 (1) 
是 U 到 赋 范 空间 了 的 映射 . 
如 果 映 射 (1) 在 UV 中 可 微 , 那么 在 UV 中 定义 一 个 f 的 导 映 射 
f° :Uo CX;Y). (2) 
空间 &(X;Y) =: 六 是 赋 范 空间 , 关于 它 , 映射 (2) 也 有 (1) 的 形式 , 即 f/ :U 一 


到 ,从 而 可 以 提出 关于 f 的 可 微 性 问题 . 
如 果 映 射 (2) 可 微 , 那么 , 称 它 的 寻 瞻 射 


(f°) :Uo CX )= LX; CX;Y)) 
为 f 的 二 阶 导 映射 或 者 二 阶 微分 , 并 用 符号 J” 或 者 1(2 表示 . 一 般 地 , 我 们 采用 以 
下 归纳 定义 


定义 1 称 与 映射 (1) 的 n 一 1 阶 导 映射 在 点 z er 的 切 映 射 为 它 在 这 个 后 的 
n(n EN) 阶 导 映射 或 者 n 阶 微分 . 
如 果 在 点 z e U 的 ke NN 阶 导 映 射 用 符号 ft 中 (z) 表示 , 那么 定义 1 说 的 是 


f(r) := (f(z). (3) 


. 76 .  * 第 十 章 ”线性 赋 范 空间 中 的 微分 学 


这 样 一 来 , 如 果 f(z) 有 定义 , 那么 


f(z) € LX;Y,) = LX; LX; Yn 1)) = 
= L(X; LX;. ;LX;Y)):.…:). 


因此 , 根据 82 中 命题 4, 可 把 映射 (1) 在 点 x 的 nn 阶 微分 f(z) 理解 为 了 -线性 
连续 算 子 空间 £4(X,.…. , 义 ;Y) 的 元 素 . 


n 个 

我 们 再 次 指出 , 切 映 射 P(z) : TX。 一 TYree 是 切 空间 的 映射 . 由 于 映射 的 空 

间 有 仿 射 结构 或 线性 结构 , 我 们 把 每 一 个 切 空间 与 相应 的 线性 空间 视 为 同一 ,并 根 
据 这 个 理由 认为 

i (xX) E L(X;,Y). 

正 是 把 不 同 空间 的 元 素 f(z1) € £2(TXy;TYy(z0)), 了 (z2) € £2(TXzs;TYy(zo)) 看 作 同 

一 空间 &(X;Y) 的 向 量 这 样 一 种 看 法 商定 了 赋 范 空间 映射 的 高 阶 微分 定义 的 基础 

在 仿 射 空 间或 线性 空间 的 情况 下 , 空间 不 同 点 处 的 切 空间 的 向 量 之 间 有 上 自然 的 联系 . 

最 终 , 这 种 联系 使 我 们 能 在 这 种 情况 下 讨论 映射 (1) 的 连续 可 微 性 和 它 的 高 阶 微分 . 


2. 沿 向 量 的 导数 和 n 阶 微分 的 计算 

在 把 抽象 的 定义 1 具体 化 时 ， 利用 沿 向 量 的 导数 概念 可 能 是 方便 的 对 于 一 般 
映射 (1) 这 个 概念 可 像 X = Rm,Y = RR 的 情况 一 样 地 引进 . 

定义 2 如 果 针 和 YY 是 域 民 上 的 线性 赋 范 空间 , 那么 我 们 称 极限 


Drf (7) := R30 nt 


为 映射 (1) 在 点 x EU 沿 向 量 heETXs ~X 的 导数 , 如 果 这 个 极限 在 Y 中 存在 的 
可 直接 验证 


Dynf(z) = ADnf(a) (4) 
以 及 , 如 果 映 射 了 在 点 = e U 可 微 , 那么 它 在 这 个 点 有 沿 任何 向 量 的 导数 , 而 且 
Dn f(z) = f(a)h. (5) 


另外 , 由 切 映射 的 线性 性 , 得 
DAihit+A2ha f(T) 一 入 1 Dh f (7) 十 M2 Dr, f (7). (6) 


从 定义 2 亦 看 到 , 映射 /:U 一 Y 沿 向 量 的 导数 值 Dsf(zx) 是 线性 空间 TYy(x) ~ 
Y 的 元 素 , 并 且 如 果 工 是 Y 到 某 赋 范 空间 2 的 线性 连续 映射 , 那么 


Di(Lof)(z)= LoD,f(z). (7) 
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现在 我 们 力图 解释 映射 在 点 x 处 的 n 阶 微 分 在 问 量 组 (hi,… ,hs) 上 的 值 
f(z)(hi,… ,hn) 的 意义 , 其 中 hi; €E TXy ~ ,i = 1,.…,n. 
我 们 从 n = 1 开始 . 这 时 , 按照 公式 (5) 


f(T)(h) = f(z)h = Dif (7) 


现在 研究 n = 2 的 情况 . 因为 f2)(z) = £(X; £2(X;Y)), 所 以 固定 问 量 hi € X， 
我 们 按照 以 下 法 则 
ja 一 2)(z)Pa 


使 hi 与 线性 算 子 (f(z)hi) € 2(X;Y) 对 应 , 然后 计算 出 这 个 算 子 在 问 量 h。 EXX 
上 的 值 , 得 到 空间 了 的 元 素 


f(z)(h, ha) := (f(z)hi)ha EY. (8) 


但 是 
f(x)h = (fF) (7)h = Daf’(z), 
所 以 
f(z)(hi, hz) = (Ds f’' (2))h2. (9) 


如 果 A e £(X; 了 ,而 he X, 那么 A 和 的 搭配 4h 不仅 可 以 看 作 是 从 X 到 
Y 的 映射 严 一 47 而 且 可 以 看 作 是 从 £(X;Y) 到 Y 的 映射 4 一 hh, 且 后 一 个 映 
射 与 前 一 个 一 样 是 线性 的 . 

现在 比较 关系 式 (5),(7) 和 (9), 即 可 得 到 


(Due))ha = Dis (f(z)h2) = Dn, Drsf (2). 
这 样 一 来 , 最 终 得 到 了 
f(x)(h, ho) = Dn, Dnsf (2). 
可 以 类 似 地 证 明 , 对 于 任何 ne N 成 立 关系 式 
jz hn) := (Cf (Th) hn) = Dh Das Dis fl7), (10) 


而 且 在 向 量 组 上 的 微分 是 从 在 im 上 的 微分 开始 到 最 后 的 在 h， 上 的 微分 依次 完 
成 的 . z 
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3， 高 阶 微分 的 对 称 性 

关于 公式 (10) (对 于 计算 它 已 完全 适用 ) 自然 产生 这 样 的 问题 : 计算 结果 对 指定 
的 微分 次 序 的 依赖 程度 如 何 

命题 对 于 映射 (1), 如 果 jem(z) 在 点 + 有 定义 , 那么 它 关 于 任何 一 对 自 变量 
对 称 

”验证 这 个 论断 在 ”= 2 时 的 正确 性 是 证 明 的 主要 部 分 

设 hi, ho 是 空间 TX, ~ X 的 两 个 任意 固定 的 向 量 . 因为 U 是 X 中 的 开 集 , 对 

于 所 有 充分 接近 于 零 的 值 te 及 , 能 定义 以 下 关于 t 的 辅助 函数 : 


Fi(hi,h2) = f(z +thi t+ h2)) ~— f(T +thi) — f(r+th2) + f(z) 
我 们 再 考察 一 个 关于 问 量 v 的 辅助 函数 
g(v) = f(z+t(hitv)) — f(r + tv), 


显然 它 对 与 hs。 共 线 且 满 足 |v| < Ihz| 的 向 量 v 有 定义 . 
我 们 指出 
Fi(hi, h2) = g(h2) — g(0). 
同时 指出 , 如 果 函 数 f:U 一 在 点 xz eEU 有 二 阶 微分 f”(z), 它 就 一 定 至 少 在 
点 的 基 个 邻 域 内 可 微 . 我 们 将 认为 参数 t 足够 小 , 使 得 定义 函数 (hi,h2) 的 等 式 
右 端的 自 变量 属于 点 z 的 所 指 邻 域 . 
把 这 些 结果 和 有 限 增 量 定理 的 推论 用 于 以 下 计算 : 
Fi(hi,h2) — tf" (7) (hi, pa 
= |g(h2) 一 9(0) — tf" (2)(hi, Pa) 
< Sup | g (02h2) — tf" (2)hi | ha| 


一 SUD | (f’(z 十 t(hi 十 bh2)) 一 f'(z 十 t02P2))t 一 t*f”" (zr)hi | | 六 z|. 


0<02<1 


按照 导 上 映射 的 定义 , 当 t 一 0 时 可 得 
f(z+thi + Ooh2) = fF (7) + f (z(t(hi + 02h2)) + olt) 


和 
f(z+t02h2) = f(x) + f (7)(t02h2) + olt). 


利用 这 两 个 等 式 , 可 以 继续 上 述 计 算 , 化 简 后 便 可 得 到 , 当 上 一 0 有 


[Fi(hi, h2) 一 tf" (x)(h1, h2)| 一 o(t”), 
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而 这 个 等 式 也 就 是 os 
"(a)(h ha) = lm 全 和 2 ， 

因为 显然 有 所 (hi, hz) = Fi(h2,hi), 所 以 
f° (zhi,h2) = f° (x)(ho, hi). 


现在 可 以 用 归纳 法 逐 字 逐 句 地 像 在 证 明 混 合 偏 寻 数 的 值 与 进行 微分 的 次 序 无 天 
时 所 作 的 那样 完成 命题 的 证 明 . > 
因而 , 映射 (1) 在 点 z eU 的 nn 阶 微分 是 n- 线 性 对 称 算 子 


f(r) € LTXs, ,TK TYy(s)) ~ LX ,X;Y), 


它 在 由 h; €E TX ~ 义 构 成 的 向 量 组 (hj,… ,hn) 上 的 值 可 按 公 式 (10) 计算 . 
如 果 X 是 有 限 维 宅 间 , {e1,… ,et 是 X 中 的 基底 , 而 hj = hes 是 同 量 hj(; = 
1,.… ,n) 按 这 个 基底 的 展开 式 , 那么 由 f(z) 的 多 重 线 性 性 , 可 得 


f(T) hi ,hn) = f(z)(hy ens. ,hr ein) 
一 f(r) (ei,, ,， , @i, jh . . hn, 
或 者 对 于 D。,… D。 f(z) 利用 前 面 的 记号 6..i,, f(z), 最 后 可 以 得 到 
f(z) hy hn) = Os. fT) .hin. 


这 里 , 像 通常 一 样 , 等 式 右 端 关于 重复 指标 在 它们 的 变化 范围 内 ( 即 从 1 到 ) 求 和 . 


TC (1D) 
特别 地 , 如 果 所 说 的 是 有 限 维 空间 X 和 h = hei, 那么 
f VP)h® = O00.., FT. hn, 
这 是 我 们 在 多 元 数值 函数 的 理论 中 已 经 熟知 的 结果 
4. 若干 评注 
由 于 有 记号 (11), 我 们 研究 一 个 有 意义 的 例子 , 下 一 节 将 用 到 它 


X1,.… ,Xn 的 直 积 到 线性 赋 范 空间 Y 的 n- 线 性 连续 算 子 . 
在 上 一 段 例 5 中 证 明了 4 是 可 微 映射 4: Xi x… x Xn 一 Y, 而 且 
4 (21 ,Tn) hi, ,hn) 
一 - A(hi, x2,:… ' , Tn ) 二 "" 十 A(z1, “+ , Tn_1; hn). 
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这 样 一 来 , 如 果 Xi = … = Xn = X, 并 且 设 4 是 对 称 算 子 , 那么 
A'(z,::: ,Th ,hh) = nA(r,.… ,7,h) =: (nAzr™-i)h. 
Nd 


n—]l1 


这 意味 着 , 如 果 研 究 由 条 件 
X33rTpDF(I)= Ar,:…: ,7) =: Ar” 
定义 的 函数 玉 : 久 一 Y, 那么 它 是 可 微 的 , 并 且 
F(z)h = (nAr”™ )h, 
也 就 是 说 , 这 时 有 
F(z) .一 nAr” ,， 
其 中 Azx"-! := A(7x,:…- ,7,*). 
\— 


n—l1 
特别 地 , 如 果 映 射 (1) 在 点 z e UV 有 微分 fn)(z), 那么 函数 F(h) = f(z)h” 
可 微 , 并 且 
F'(h) = nf V(r)h". (12) 


在 结束 n 阶 导 映射 概念 的 讨论 时 , 再 作 如 下 说 明 是 有 益 的 . 如 果 原 来 的 函数 (1) 
定义 在 赋 范 空间 Xi,.… ,X 的 直 积 X 的 集合 VU 上 , 那么 可 以 谈论 函数 f 关于 变 
量 xz € XY,,i = 1,… ,m 的 一 阶 偏 导 映 射 6 fj(z)… ,8mf(z) 和 更 高 阶 的 偏 导 映 射 
Oi .i f (7). 

根据 84 中 的 定理 2, 在 这 种 情况 下 , 按 归纳 法 得 到 , 如 果 在 某 个 点 TEUCX= 
XI x .… x XX, 映射 1 :U 一 Y 的 所 有 偏 导数 BF(z) 连续 , 那么 映射 了 在 这 个 
点 有 n 阶 微分 f(z). 

如 果 还 考虑 到 那 一 节 例 2 的 结案 ， 则 可 推出 映射 


U 37zP f(z) EECX 
次 


连续 的 充 要 条 件 是 映射 上 : U 一 了 的 所 有 n 阶 (或 等 价 地 , 直到 ” 阶 ) 人 篇 导 映射 
U37zD OO..s, DZ € LXi, … ,Xi ;了 ) 连续 . : 
在 U 中 有 直到 阶 连续 导 映 射 的 映射 (1) 组 成 的 类 用 记号 C((U;Y) 表示 , 或 
者 , 当 不 致 产生 误会 时 , 简 记 为 CM(U) 或 CO) 
特别 地 , 如 果 XX 二 XX! x .… x Xn, 那么 上 述 结论 可 以 简单 地 表 为 


(f EC SS Oi.inf EC,iy yin = 11, ,m), 


这 里 和 往常 一 样 , C 是 相应 的 连续 函数 集 的 记号 
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练 习 


1. 给 出 等 式 (7) 的 完整 证 明 . 


2. 详细 作出 f(z) 的 对 称 性 论断 证 明 的 最 后 部 分 . 
3. a) 试 证 , 如 果 对 于 一 对 向 量 hi,h2 和 区 域 7 中 的 映射 (1), 定义 函数 Dh, Dn,f, Dn Dn 下， 
且 它 们 在 某 个 点 x EeE U 连续 , 那么 在 这 个 点 成 立 等 式 Dp, Dp f(x) = Dns Dn f(z). 


b) 举 数值 函数 f(z,y) 的 例子 说 明 , 使 得 混合 导数 


Of Of 
pzDy OyoOr 


在 某 个 点 连续 , 尽管 由 此 根据 a) 能 推出 过 站 了 在 这 个 点 相等 , 但 一 般 来 说 , 不 能 
推出 函数 在 这 个 点 的 二 阶 微分 存在 性 . 


c) 试 证 ,f(2) (x,y) 的 存在 性 虽然 保证 在 相应 点 混合 导数 


of Of 
DrDy Oyorx 


存在 且 相等 , 但 一 般 来 说 , 不 能 推出 它们 在 这 个 反 连 续 . 


4. 设 A Ee £4(X,:… , 义 ;Y), 而且 4 是 对 称 的 n- 线 性 算 子 . 试 求 消 数 z 证 4z” := 4z ,7) 
的 直到 n 十 1 阶 (包括 n 十 1 在 内 ) 的 逐次 导数 . 


§6 ”泰勒 公式 和 极 值 的 研究 


1. 了 映射 的 穴 勒 公式 


定理 1 如 果 从 同 范 空间 X 的 点 z 的 邻 域 UU = U(z) 到 赋 范 空间 了 的 映射 
f:U 一 YY 在 U 中 有 直到 nn 一 1 阶 ( 包 括 n 一 1 在 内 ) 的 导数 ,而 在 点 x 处 有 nn 阶 导 
数 fn)(z), 那么 当 包 一 0 时 有 


f(z+h) = (5) + FDR + + (hr + olhl"). (1) 


等 式 (1) 是 各 种 形式 的 泰勒 公式 中 的 一 种 , 这 一 次 它 确实 是 对 非常 一 般 的 函数 
类 写 出 来 的 公式 了 . 

< 我 们 用 归纳 法 证 明 泰 勒 公式 (1). 

当 n==1 时 , 由 f(z) 的 定义 , (1) 式 成 六 . 

假设 (1) 对 n 一 1eN 成 立 . 
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于 是 根据 有 限 增 量 定 理 , 85 中 公式 (12) 和 所 作 的 归纳 假设 , 我 们 得 到 , 当 h 一 0 
时 成 立 


f(z th) (Fo) + FDh+ et (hn) 


ssop |if (2 +O) — (F(z) + (TOD + + mf (2)(0h)™™) 
= ollOhl"™ hl = o(lhl") » 


这 里 我 们 不 再 继续 讨论 其 他 的 , 有 时 甚至 是 十 分 有 用 的 泰勒 公式 形式 . 当时 , 在 
研究 数值 函数 时 ， 曾 详细 地 讨论 过 它们 . 现在 我 们 把 它们 的 结论 提供 给 读者 (例如 
可 参看 练习 1). 


2， 内 部 极 值 的 研究 


我 们 将 利用 泰勒 公式 指出 定义 在 赋 范 空间 的 开 集 上 的 实 值 函 数 在 定义 域内 部 取 
得 局 部 极 值 的 必要 微分 条 件 和 充分 微分 条 件 . 我 们 将 看 到 , 这 些 条 件 类 似 于 我 们 熟 
知 的 实 变量 的 实 值 函 数 的 极 值 的 微分 条 件 . 


定理 2 设 f:U 一 民 是 定义 在 赋 范 空间 X 的 开 集 U 上 的 实 值 函数 , 且 f 在 
某 个 点 T EU 的 邻 域 有 直到 上 一 1 之 1 阶 (包括 上 一 1 阶 在 内 的 ) 叶 上 映射, 在 点 工 本 
身 有 上 阶 导 映 射 (zx). 

如 果 jz) = 0,…,f(*-D(z) = 二 0 且 f()(z) 关 0, 那么 为 使 是 函数 了 的 极 
和 值 点 

必要 条 件 是 : k 是 偶数 , f(z)h* 是 半 定 的 中. 

充分 条 件 是 : Fo(z)hc 在 单位 球面 | 有 | 二 1 上 的 值 不 为 零 ; 这 时 , 如 果 在 这 个 球 
面 上 


< Sup | 


| 


f(z)h* >6>0, 
那么 z 是 严格 局 部 极 小 点 ; 如 果 


上 


f Nr)h 6<0, 
那么 7 是 严格 局 部 极 大 点 . 


< 为 了 证 明定 理 , 我 们 考察 函数 f 在 点 z 邻 域内 的 素 勒 展开 式 . 由 所 作 的 假设 
可 得 
f(z+h)— f(r)= mf (zj + a(h)|hl®, 
其 中 a(h) 是 实 值 函 数 , 而 且 当 有 hh 一 0 时 a(h) 一 0 z 
@ 这 意味 着 形式 f(*)(z)ht 不 能 取 有 不 同 符号 的 值 , 虽然 可 以 存在 某 个 h 六 0 使 它 变 为 零 . 通常 
把 等 式 fo(z) = 0 理解 为 对 任意 向量 有 有 f(z)h=0. 
* 译 者 注 . 这 里 “严格 * 一 词 是 译 者 加 的 . 
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我 们 先 证 必要 条 件 . | | 
因为 f(z) 关 0, 所 以 有 同 量 ho 关 0, 使 f(z)hk 产 0. 于 是 对 于 充分 接近 于 
雪 的 实 参量 t， 


f(z+tho)— f(z) = i 1 jn) (x)(tho)® + ER 
= (六) +tho) rol ) tt 


括号 内 的 表达 式 与 f(x)hs 同 号 . 

为 使 zx 是 很 值 反 一 t 变 号 时 最 后 个 等 式 的 左边 (从 而 右边 ) ， 必须 不 改变 符 

“上 述 讨论 表明 如 果 7 是 极 信 点 那么 对 于 充分 小 的 4, 差 f(z 十 tho) 一 f(z) 的 
符号 与 Fo(z) 贴 相同 , 因而 在 这 种 情况 下 不 可 能 有 两 个 向 量 ho, hi, 使 f(z) 在 它 
们 上 的 取信 有 不 同 的 符号 . 

我 们 转 到 极 值 充分 条 件 的 证 明 . 为 了 确定 起 见 , 我 们 研究 


Flziz >z5>0 当 | 由 =1 
的 情况 . 这 时 


f(z +h) — f(z) = f(T)hs + a(h)lhl 


k 
= (ea 人 (向 Ha | 


> ( 局 5 ce 办， 


又 因 h 一 0 时 a(h) 一 0， 所 以 不 等 式 的 右 端 对 于 所 有 充分 接近 于 零 的 向 量 h 隐 0 均 
为 正 . 因而 对 所 有 这 些 向 量 h 


flz +h) ~ f(z) >0, 


即 x 是 严格 局 部 极 小 点 . 
严格 局 部 极 大 后 的 充分 条 件 可 类 似 地 验证 . > 


注 1 如 果 空 间 X 是 有 限 维 的 , 那么 以 后 TeX 为 中 心 的 单位 球面 S(x;1) 是 
X 中 的 有 界 闭 集 , 因而 是 紧 集 . 这 时 , 连续 函数 (中 (zx)h* = 6 ZJ ... .hix 
(k- 形式 ) 在 S(z;1) 上 有 最 大 值 和 最 小 值 . 如 果 最 大 值 和 最 小 值 异 号 , 那么 函数 f 在 
点 x 没有 极 值 . 如 果 它 们 同 号 , 那么 像 定 理 2 所 指出 的 , f 在 点 zx 有 极 值 . 在 后 一 种 
情况 下 , 显然 极 值 的 充分 条 件 可 叙述 为 与 它 等 价 的 形式 : 形式 f((z)h* 是 定 的 ( 正 
定 的 或 负 定 的 ). 

我 们 在 研究 R"* 中 的 实 值 函数 时 所 遇 到 的 正 是 这 种 形式 的 极 值 条件 . 
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注 2 像 我 们 在 函数 f : Rn RR 的 例子 所 看 到 的 那样 , 在 极 值 的 必要 条 件 中 所 
说 的 形式 Forz)Ak 的 半 定 性 还 不 是 极 值 的 充分 条 件 


注 3 实际 上 , 在 研究 可 微 函 数 的 极 值 时 , 通常 只 利用 一 阶 微分 或 一 阶 和 二 阶 微 
分 . 如 果 根 据 所 研究 问题 的 意义 , 极 值 点 的 唯一 性 及 极 值 的 特性 是 显然 的 , 那么 在 求 
极 值 点 时 就 可 只 用 一 阶 微分 : 求 满足 Ptz) =0 的 点 x 


3. 一 些 例子 
例 1 设 工 <CO(R3;R), 而 fe CW (a,b];RR), 换 句 话说 ， 
(Uw, ) FF Lu , uw) 


是 定义 在 R3 中 的 连续 可 微 的 实 值 函数 , 而 z 五 f(z) 是 定义 在 区 间 [a,8] Cc 及 上 的 
光 清 实 值 函数 . 
我 们 研究 函数 
F :CV(a,bl;R)— R (2) 


它 由 以 下 关系 式 给 出 
CV ([a, b]; R)3 f= F(F) 
b 
/ L(z, f(z), P(z))dz € R. (3) 


因此 , (2) 是 定义 在 函数 集 CW ([o, 外 下 ) 上 的 实 泛 函 . 

在 物理 学 和 力学 中 , 与 运动 密切 相关 的 基本 变 分 原理 是 众所周知 的 . 根据 这 些 
原理 , 在 所 有 可 能 的 运动 中 真实 运动 的 特点 是 , 它们 总 是 沿 着 使 某 些 泛 函 有 极 值 的 
轨道 进行 . 与 泛 函 的 极 值 有 关 的 问题 是 最 优 控制 理论 中 的 中 心 问题 . 因此 , 寻求 和 研 
究 泛 函 的 极 值 是 重要 的 独立 课题 , 分 析 中 以 大 量 篇 幅 讨 论 这 个 课题 的 理论 , 这 就 是 变 
分 学 . 为 使 读者 对 从 数值 函数 的 极 值 分 析 到 寻求 和 研究 泛 函 的 极 值 的 转变 不 感到 突 
然 的 , 我 们 已 做 了 某 些 工作 . 但 是 我 们 不 准备 深入 讨论 变 分 法 的 专门 问题 , 仅 以 泛 函 
(3) 为 例 说 明 上 面 讲 过 的 微分 法 和 局 部 极 值 研究 的 一 般 思 想 . 

我 们 要 证 明 泛 函 (3) 是 可 微 映 射 并 求 出 它 的 微分 . 

首先 指出 , 函数 (3) 可 以 看 作 由 公式 


Fi(f)(z) = L(z, f(2), f'(2)). (4) 


给 出 的 映射 
- Fi : CW (fa, bl; 到) 一 C(|a， bl; R) | (5) 
和 映射 / ， 
Cl[a, bl; R) 39 一 天 (9) = / g(z)dz € R - (6) 
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的 复合 . 
由 积分 的 性 质 , 映射 瑟 显然 是 线性 连续 轴 射 , 因而 它 的 可 微 性 问题 是 明显 的 . 
我 们 来 证 明 所 也 是 可 微 的 , 而 且 
Fi(f)h(x) = O02L(x, f (7), f (7))h(z) 
+OsL(z, f(7), f(z))h (7) (7) 
其 中 he€ CW (|a, bl;R). 
事实 上 , 由 有 限 增 量 定理 的 推论 , 在 我 们 的 情况 下 可 得 
3 
IL(w + Al,w + A2,w 十 A3) 一 万 (u ua) 一 BT(at ww )A!'| : 
i=1 
< sup | Du 十 0 人 ) — OL(u), OL(u + OA) 
_02L(wW), OsL(u + 0A) ~ OL(w) | IA 


<3 下 沾 lL(u + 0u) — OL(u)| ,37 IA'|， (8) 


其 中 心 = Cl v2,u3), A = (A!, A?, A°). 

如 果 记 起 CO([a, 如; 及) 中 函数 f 的 范 数 fl Rwox{lf|. |f'le } (其 中 |fl。 是 消 
数 在 区 间 [a,5] 上 的 最 大 模 ), 那么 设 ul = zx,w? = /za = f(z), A! = 0,A? = h(z) 
和 As = h(xz), 考虑 到 函数 9,L(wul,w?,w3),i = 1,2,3 在 Ra 的 有 界 子 集 上 的 一 致 连 
续 性 , 从 不 等 式 (8) 得 到 

ax, IL(z, f(x) + h(x), f(x) + h' (2)) 
—L(z, jz f(z)) — OoL(zx, f(7), fF (x))h(z) — OsL(z, f(7), fF (TDR (x) 
一 o(|h|eo) 当 | 六 on 一 (0 时 . 
而 这 意味 着 等 式 (7) 成 并 . 
现在 , 根据 复合 映射 的 微分 定理 断定 , 泛 函 (3) 确实 可 微 , 并 且 


b 
PF'(fh = / (82L(z, f(z2), f(z)) h(a) 
+0sL(z, f(z), F(z) (2)) de (9) 


经 常 把 泛 函 (3) 限制 在 那样 一 些 函 数 fe CW (la,; 及 ) 的 仿 射 空间 上 , 它们 在 
区 间 fo, 中 的 端点 取 固定 的 值 f(a) = 4, f(b) = B. 在 这 种 情况 下 , 切 空间 TCy” 中 
的 函数 h 在 区 间 [区 的 端点 应 该 有 零 值 . 考虑 到 这 一 点 , 在 这 种 情况 下 , 利用 分 部 
积分 , 显然 可 把 等 式 (9) 化 为 : 


F'(Ah = [ (82L(z, f(z), (2)) 


~ SOL(z, f(z), f(a)hls)de (10) 
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当然 要 预先 假设 工 和 f 属于 相应 的 函数 类 C2). 

特别 地 , 如 果 了 是 这 个 泛 函 的 极 值 点 ( 极 值 曲线 ), 那么 根据 定理 2， 对 于 任意 使 
得 h(a) = h(b) =0 的 函数 he CD([a,0];RR) 均 有 (fh = 0. 由 此 , 由 (10) 不 难 推 
出 ( 见 练习 3), 函数 /应 该 满足 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 _ 


OaL(z, f(z), f(z)) ~ S03L(z, f(z), f(z)) = 0 (1D) 


这 是 在 变 分 学 中 被 称 为 欧 拉 一 拉 格 朗 日 方程 的 特殊 的 形式 , 现在 研究 具体 的 
例子 . 


例 2 短程 线 问 题 . 

在 平面 内 连接 两 个 固定 点 的 曲线 中 , 求 长 度 最 小 的 那 条 曲线 . 

在 这 种 情况 下 , 答案 是 显然 的 , 宁愿 把 它 作 为 对 以 下 推理 的 一 个 检验 . 

我 们 将 认为 , 在 平面 上 给 出 了 箔 卡 儿 坐标 系 , 在 该 坐标 系 中 不 妨 认为 点 (0,0) 和 
(1,0) 是 给 定 的 点 . 我 们 只 限于 研究 那些 曲线 , 它们 是 在 区 间 [0, 1] 的 端点 取 零 值 的 
函数 fe C(I0,1]; 展 ) 的 图 像 . 这 种 曲线 的 长 度 


FOOD)= | VITUJGJdz (12) 


依赖 于 函数 f 且 是 例 1 中 所 研究 的 那 种 类 型 的 泛 函 .在 所 给 的 情况 下 , 函数 工 有 
形式 


Fe) = V1+ (3)2， 
因此 , 在 这 里 极 值 的 必要 条 件 (11) 归结 为 方程 


a f(z) _0 
dz \ V1+(f')2(7) 
由 它 推出 , 在 区 间 [0,1] 上 


fz) 
FRR 站 


因为 函数 一 一 一 一 有 是 严格 单调 增 的 增 函数 * 所 以 (13) 只 有 在 [w, 中 上 f'(z) = 
常数 时 才能 成 立 ， 这 样 一 来 ， 要 求 的 光滑 极 值 函数 应 是 线性 函数 ， 其 图 形 通 过 点 
(0,0), (1 0)， 由 此 推出 f(z) = 0, 于 是 我 们 得 到 ,连接 两 个 已 知 后 的 直线 段 为 所 求 
的 曲线 . : 


-让 
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例 3 有 最速 降 线 (或 捷 线 ) 问题 


这 个 于 1696 年 由 约翰 . 伯 努 利 首先 提出 的 关于 捷 线 的 经 典 问题 乃 是 寻求 那样 
的 沟 模 形式 ,质点 沿 着 该 沟 模 在 重力 作用 下 在 最 短 的 时 间 内 从 已 知 点 玉 滑落 到 另 
一 更 低 的 固定 点 已 . 

当然 , 我 们 忽略 摩擦 力 . 此 外 , 在 以 后 的 研究 中 我 们 不 考虑 两 个 点 位 于 同一 铅 垂 
线 上 的 平凡 情况 . 

在 通过 点 户 , PP 的 铅 垂 平面 内 ， 引进 直角 坐标 系 使 得 点 是 它 的 原点 , 横 轴 
垂直 向 下 , 而 点 PL 有 正 的 坐标 (zi, 力 ). 我 们 将 只 在 定义 在 区 间 [0, zi] 上 满足 条 件 
f(0) = 0, f(z1) = 1 的 光滑 函数 的 图 形 中 寻求 沟 模 的 形式 . 我 们 暂且 不 讨论 这 个 绝 
非 无 可 争议 的 假定 (见习 题 4). 

如 果 质 点 从 点 马 以 零 速 度 开始 自己 的 运动 , 那么 在 所 选择 的 坐标 系 中 它 的 速 


度 的 变化 规律 为 
v 一 V297. (14) 
回忆 弧 长 微分 的 计算 公式 ， : 
ds = V (dr)? + (dy)? = V1+(f)2(z)dz, (15) 
求 出 沿 着 由 定义 在 区 间 10, zj] 上 的 函数 y 二 f(z) 的 图 形 确定 的 轨 违 运动 的 时 间 
1 十 + 加。 116) 
对 于 之 冰 (16)， 


] (13)2 
Lu ws) = /= 一 一 Se 
(Fa 


因此 , 极 值 的 必要 条 件 (11) 在 所 给 情况 下 归结 为 方程 
| f(z) )= 
dr \ Vzll + (F(z)) 


从 它 推 出 ee 
TY 和 

其 中 ec 是 不 为 零 的 常数 . (因为 瑟 , 户 不 在 同一 锁 垂 线 上 !) 
考虑 到 (15), 方程 (17) 可 以 改写 为 
dy 
ds 


» 


一 CVY. (18) | 


但 从 几何 的 观点 有 py 
-一 一 Cos 0， 站 一 sin %, (19) 
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其 中 2 是 曲线 的 切线 与 横 轴 正 方 同 间 的 夹 角 . 
比较 方程 (18) 和 (19) 的 第 二 个 方程 ， 我 们 求 出 


1 = 二 sin? yp. / (20) 
但 从 (19) 和 (20) 得 到 
dy dy dz _ t QT 
dp dr dp /dp 
z .2 ， 2 
tsp (ss) 2 
由 此 求 出 | | 
1 一 373 (29 — sin29)+b. (21) 
设 =:a 和 2y =:t, 可 把 关系 式 (20) 和 (21) 改写 为 


X= al(ll— cost), 
y= a(t— sint)+b. 


因为 a 关 0, 所 以 只 在 t= 2k7,k EZ 时 z=0. 从 函数 (22) 的 形式 推出 , 不 失 一 


般 性 , 可 以 认为 点 记 = (0,0) 对 应 于 参量 1 = 0 .这 时 5 = 0, 我 们 得 到 所 求 曲 线 的 
更 简单 的 参数 形式 


(22) 


T= a(l— cost), 

y = a(t — sint). (23) 

这 样 , 捷 线 是 皖 线 , 它 在 起 始点 PP 是 共有 销 垂 切线 的 尖 点 . 常数 a, 即 同位 相似 

系数 , 应 当 这 样 选择 , 它 使 曲线 (23) 也 通过 点 PP. 画 出 曲线 (23) 后 , 可 以 发 现 , 这 样 

的 选择 不 总 是 唯一 的 , 这 也 证 实 了 极 值 的 必要 条 件 (11) 一 般 来 说 不 是 充分 的 . 然而 

从 物理 意义 考虑 , 在 参数 a 的 可 能 的 值 中 应 该 选取 怎样 的 值 是 显然 的 (其 实 也 可 以 
用 直接 计算 来 证 实 ). 


练 ” 习 


1. 设 ff :U 一 YY 是 赋 范 空间 X 的 开 子 集 U 到 赋 范 空间 Y 的 CY(U;Y) 类 映射 , 闭 区 间 
[zx 十 及 整个 含 于 UV 中 , 函数 f 在 开 区 间 jz,z 十 h[ 的 点 有 nn 十 1 阶 微分 ， 而 且 在 任意 点 
eelz,z 二 于 有 |Ao+ (6 ls M. 

a) 证 明 , 郴 数 


g(t) = f(z + th) — Ce + F(th) + tf (De)”) 
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在 闭 区 间 10, 1} C RR 上 定义 在 开 区 间 ]0,1 上 可 微 , 且 对 任何 + e]0, 1[ 成 立 估计 式 


lg ls ~ Mlthl" [ob 


b) 证 明 , |g(1) -gO)| < 二 二 MMIh 
c) 证 明 以 下 的 泰勒 公式 | 
fst (Fe) + Foto ) | < le 


d 如 果 已 知 在 UV 内 Fn+0(z) 三 0, 问 上 映射 f:U 一 了 有 什么 性 质 ? 
2. a) 如 果 n 一 线性 对 称 算 子 4 对 任意 同 量 x EX 均 有 4z?” = 0, 那么 A(z1,:… ,Xn) 三 0， 

即 在 X 中 任意 一 组 向 量 zx1,… ,zn 上 算 子 4 等 于 零 . 

b) 如 果 映 射 f : D 一 Y 在 点 z EU 有 nn 阶 微分 f(z), 且 满 足 条 件 

f(t+h)= Lot Lih+t+..: 十 二 Top 十 C( 产 )| 产 | ， 

其 中 Li,i = 0,1,… ,n 是 i-- 线性 算 子 ， 而 当 h 一 0 时 ol) 0 那么 L; = 
f ‘9 (x),¢ = 0,1,..- 

c) 试 证 , 一 般 来 说 ， 让 上 面 的 问题 中 从 所 导出 的 函数 f 展开 式 的 存在 还 不 能 得 出 这 个 函 
数 在 反 z 的 nn 阶 微分 f(z)( 当 n> 1) 的 存在 性 . 

d) 证 明 , 映射 2(X;Y)3 A 4 € £2(Y;X) 在 自己 的 定义 域内 是 无 穷 可 微 的 ， 而 且 


(A A RI hn) = (1)"A ThA ja ... .A hn A . 


3. a) 设 p € C(la,]; 展 ). 试 证 , 如 果 对 于 任意 使 h(a) = h(b) = 0 的 函数 he CQ) (fa,b];R) 
满足 条 件 ， 
/ pT)h(z)dzr = 0, 
那么 在 fa, 中 上 w(x) 三 0. 
b) 证 明 欧 拉 一 拉 格 朗 日 方程 (11) 是 泛 函 (3) 在 由 C42([a, ;及 ) 中 一 切 在 闭 区 间 [ac, 
的 端点 取 给 定 值 的 函数 构成 的 集合 上 的 极 值 必要 条 件 .。 


4. 设 绕 x 轴 旋 转 的 旋转 曲面 用 平面 x = a, x = 5 所 截 的 截 线 分 别 是 给 定 半径 7。,7。 的 圆周 , 在 
所 有 这 些 旋转 曲面 中 , 求 有 最 小 面积 的 旋转 曲面 的 经 线 公式 y = f(z),a< zx <b 
5. a) 在 最 速 降 线 问 题 中 , 函数 L 并 不 满足 例 1 的 条 件 , 因此 在 这 种 情况 下 直接 利用 例 1 的 
结果 是 不 合适 的 . 试 证 , 经 过 必要 的 修改 , 能 重新 导出 公式 (10), 它 和 方程 (11) 这 时 仍 
然 有 效 . / : : 
b) 如 果 质 点 是 从 Po 点 以 不 为 零 的 初始 速度 出 发 , 问 捷 线 的 方程 是 否 改 变 (运动 在 闭 管 中 
无 摩擦 地 进行 )? : 


c) 试 证 , 如 果 书 是 从 古 到 PP 的 捷 线 上 的 任意 一 点 , 那么 这 条 捷 线 的 从 古 到 P 的 弧 是 
连接 点 对 忆 , PP 的 捷 线 . 
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d) 像 最 后 的 公式 (23) 所 表明 的 那样 , 连接 Po, Pi 的 捷 线 不 一 定 都 能 写 为 y = jz) 的 形 
式 . 试 利用 习题 c) 的 结果 推导 公式 (23), 而 不 作 关于 捷 线 整体 构造 的 类 似 假设 . 

e) 试 给 出 点 已 的 位 置 , 使 得 对 应 于 点 对 PP, Pi 的 捷 线 在 例 3 中 引进 的 坐标 系 下 不 能 写成 

f) 试 给 出 反 P 的 位 置 , 使 对 应 于 点 对 忆 , P| 的 捷 线 在 例 3 的 坐标 系 下 有 形式 y = f(x)， 
而 且 f 4 CWY([a, 4]; 展 ). 因而 得 到 , 这 时 使 我 们 感 兴趣 的 泛 函 (16) 在 集合 CQ)([a, 中 ; 及) 
上 有 下 界 , 但 没有 最 小 值 . 

g) 试 证 , 连接 空间 的 点 对 Po, Pi 的 捷 线 是 平面 曲线 . 


6. 在 均匀 重力 场 中 , 我 们 用 质点 沿 着 点 对 己 , Pi 的 捷 线 运动 的 时 间 来 度量 空间 的 点 户 到 点 
户 的 距离 d(LPo ,已 ). 
a) 在 这 个 意义 下 求 出 点 刀 到 固定 铅 垂 线 的 距离 . 
b) 试 求 当 点 只 垂直 同上 通 近 过 氮 三 的 水 平 线 时 , 函数 d( 户 , PP) 的 渐 近 值 . 
c) 说 明 函 数 d( 丁 ,已 ) 是 不 是 距离 . 
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在 本 章 最 后 的 这 一 节 中 , 几乎 所 有 的 在 这 一 章 中 发 展 起 来 的 工具 都 将 在 作为 示 
范 的 隐 函 数 研 究 工作 中 展示 出 来 . 读者 已 从 第 8 章 得 到 了 有 关 隐 函数 定理 的 内 容 和 
它 在 分 析 中 的 地 位 以 及 它 的 应 用 的 基本 知识 , 因此 在 这 里 我 们 不 先 正式 地 去 解释 事 
情 的 本 质 , 仅仅 指出 , 这 一 次 , 将 用 基于 压缩 映像 原理 的 完全 不 同 的 方法 构造 隐 函 数 . 
这 个 方法 在 分 析 中 经 常 使 用 , 并 且 , 在 计算 中 是 很 有 效 的 . 


定理 设 X,Y 2Z 是 冉 范 空间 ,而且 是 完备 的 空间 ; 
W= {ry EXxYIrz-zrol<aAly— yol< AD 


空间 X,Y 的 联 积 了 xY 中 点 (zo,zo) 的 邻 域 . 
如 果 映 射 矿 : W 一 2Z 满足 条 件 . 
l. F(xo, yo) = 0. 
2. F(z,Yy) 在 点 (zo,yo) 连续 . 
3. F(7z,Yy) 在 W 有 定义 , 且 在 点 (x0, Wo) 连续 . 
4. FY (zo, yo) 是 可 逆 @ 了 映射 . 
么 存在 X 中 点 zo 的 邻 域 U[ = U(zo), Y 中 点 yo 的 邻 域 了 二 V(y) 以 及 映射 
U 一 V 使 得 
lI' .UxVCW. z 
2 (在 UxV 中 FF(z,)=0) 舍 (y=f(z), 其 中 ED 而 f(z) EV) 


SB alF (zo, yo) ! € 2(2;Y). 


3 . yo = f(x0). 
4. ff 在 点 Xo 连续 . 


< 1” 为 了 书写 简单 起 见 , 不 失 一 般 性 , 可 以 认为 zo = 0, wyo = 0, 因而 
/ W = {(z,y) EX x Yllz| <aAlyl < Ap 


2。 在 定理 的 证 明 中 , 依赖 于 参数 > < X, |z| < a, 定义 在 集 {y e Ylly| < 8} 上 
的 辅助 映射 族 
gs(y) := y— (Fs(0,0)) To F(z;y), (1) 


起 着 重要 的 作用 . 

我 们 先 来 讨论 公式 (1). 首先 说 明 上 映射 gs 的 定义 是 否 合 理 以 及 gz 的 值 域 在 什 
么 地 方 . z 

对 于 (zx,y) Ee W 映射 下 有 定义 ,FF 在 点 对 (x,y) 的 值 F(x,yy) 属于 空间 2Z. 我 
们 知道 , 在 任意 点 (zx,y) e W 的 偏 导 映 射 F(x,y) 是 空间 Y 到 空间 2 的 线性 连续 
映射 . 

根据 条 件 4, 映射 户 (0,0) :了 一 Z 有 连续 的 逆 映 射 (FF(0,0))-! :2 一 Y. 这 说 
明确 实 能 定义 复合 映射 (FY (0,0))-!1o F(x,y), 且 它 的 值 属于 空间 YY. 

因此 , 对 于 点 Oe X 的 a- 邻 域 B.(0;a) := {zeXllzl < a} 中 的 任意 点 x, gs 
是 从 点 OeY 的 8- 邻 域 


By(0:0) := {ye Ylly| < 8) 


到 空间 了 的 映射 gz : By(0;B8) 一 了 

显然 , 映射 (1) 与 方程 F(z,y) = 0 关于 变量 y 的 可 解 性 的 问题 的 联系 乃 是 : 点 
yz 是 映射 gz 的 不 动 扩 ， 当 且 仅 当 F(z, yz) = 一 0. 

我 们 记 下 看 到 的 这 个 重要 结果 : 


gz (VYz) 一 Yr 全 F(x, ys) = 0. (2) 


这 样 一 来 , 寻求 和 研究 隐 函 数 y = ys = f(z), 归结 为 寻求 映射 (1) 的 不 动 反 并 
研究 它 与 变量 z 的 相关 性 . 

3- 我 们 证 明 ， 存在 正 数 > < min{a, Gb}, 使 得 对 于 任意 满足 条 件 |z| < 了 < 和 的 
点 z EX, 从 球 Br(07:= 了 世 Eyl 由 <7y<O 到 Y 的 映射 9 : By(0;7) 一 Y 是 
具有 压缩 系数 不 超过 1/2 的 压缩 映射 事实 上 , 对 于 任意 固定 的 x < Bx(0; oa), 从 条 
件 (3) 和 复合 映射 的 可 微 性 定理 推出 映射 gs : By(0; 6) ~ Y 是 可 微 的 , 而 且 


gs(y) = ey — (Fs(0,0))™ o (FY (x,y)) 
= (FY(0,0)) 7 (FY (0,0) ~— F(z,y)). (3) 
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由 于 (x,y) 在 点 (0,0) 的 连续 性 (条 件 (3)), 可 以 找到 点 (0;0) E 刁 x 的 
邻 域 
{(z,y) EX xYIz|<Y<aAly <7Y< 8B}, 


使 在 其 中 成 立 
| gC) MSN (FSC0,0)) = -FG(0,0) ~ PilesW) |< 了 (4) 


这 里 我 们 用 到 了 (FF(0,0))-! € £8(2Z;Y), 即 (BW(0,0))71 < oo. 
以 下 我 们 将 认为 |z| <x 和 |y| < 7, 因此 估计 (4) 成 并 . 
于 是 , 对 于 任意 的 ze Bx(0;7) 和 任意 的 y1,y2 e By(0;”), 根据 有 限 增 量 定 理 
我 们 得 / 
ge) — ga(ya)| sap gCE) | ly — gl < 3 — tl (5) 
EE]y1,y2| 


4 为 了 断定 存在 映射 gs 的 不 动 点 y;, 需要 有 那样 的 完备 度量 空间 , 映射 gx 
把 它 映 入 自身 中 (可 能 不 到 上 ). 

我 们 来 验证 ,， 对 于 任意 满足 条 件 0 < s < x 的 数 s， 有 开 区 间 ]0,7[ 中 的 数 
人 6(e),， 使 对 于 任意 的 z 6 Bx(0;6),， 映射 gz 把 闭 球 By (0;e) 上 映 入 自身 ， 即 
gz(Br(0is)) C By (0;e). 

事实 上 , 首先 根据 e 选取 数 6 ej0, YY[ 使 对 lz| < 6 有 


gs(0)| = Bo.o9) o F(z, 0) 
< (Fs(0,0)-! I IP(s,0)| < 了 (©) 


由 条 件 1 和 2, 根据 它们 有 F(0,0) = 0 且 F(z,y) 在 点 (0,0) 连续 , 上 述 事情 是 
可 以 做 到 的 ， 
现 若 |z| < 56(e) <7Y 且 |y| <。 < 那么 从 (5) 和 (6) 我 们 得 到 


gs(W| < lgs(w) — gs(O) + lgs(O)| < 3ly + 3 < 
而 这 意味 着 当 jz| < 6(e) 时 , 有 : 
gz (By (0;e)) C By (0, e). (7) 


作为 完备 度量 空间 Y 的 闭 子 集 , 闭 球 By (0; e) 本 身 是 完备 的 度量 空间 . 
5° 比较 关系 式 (5) 和 (7), 根据 不 动 点 原理 ( 见 第 9 章 87) 可 以 推出 , 对 于 每 
个 点 z € Bx(0;6(e)) =: UU, 存在 唯一 的 所 


y = yz =: f(7X) € By(0;e) =: V, 


它 是 映射 g, : By(0;e) 一 By (0;e) 的 不 动 扩 . 
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由 基本 关系 式 (2) 知道 所 构造 的 图 数 / : U 一 V 具有 性 质 2', 而 由 条 件 (1) 
F(0,0) = 0 得 到 性 质 3/. 

根据 UV x VC Bx(0;a) x By(0; 68) = W 的 构造 推出 邻 域 Z 和 了 的 性 质 17. 

最 后 ,从 2' 和 在 证 明 的 第 4 段 中 所 指出 的 : 对 于 任意 的 es > 0(e < 7) 有 
6(e) > 0(6(e) < 让, 使 对 任意 的 ze Bx(0; 6(e)) 成 并 


gz (By (0: E)) C By (0; E), 


即 当 jz| < 6(e) 时 映射 gj : By (0;e) 一 By(0;e) 的 唯一 不 动 点 ys = f(zx) 满足 条 件 
f(z)| < se, 可 推出 函数 y = f(x) 在 点 x = 0 处 的 连续 性 , 即 性 质 4. > 

我们 证 明了 隐 范 数 存 在 定理 . 现在 , 对 这 个 函数 由 给 定 的 函数 下 的 性 质 所 产生 
的 性 质 作 一 些 补充 . 


补充 1 (关于 隐 函 数 的 连续 性 ) 如 果 除 定理 的 条 件 外 , 还 设 映射 天 :了 厂 一 2 不 
仅 在 点 (zo,yo) 连续 , 而 且 在 它 的 某 个 邻 域 中 连续 , 那么 求 得 的 函数 f:U 一 V 不 仅 
在 点 To EU 连续 , 而 且 在 它 的 某 个 邻 域 中 连续 . 


< 从 定理 的 条 件 3 和 4, 根据 映射 
L(Y;2)3 AD A’ € £2(2Z;Y) 


的 性 质 ( 见 83 中 例 6) 推出 , 在 点 (zo, yo) 的 某 个 邻 域 的 每 一 点 (zx,y), 算 子 F(z,Yy) E 
8(Y; Z) 是 可 逆 的 , 因此 , 当 F 的 连续 性 具有 所 作 的 补充 假设 时 , 在 点 (zo, yo) 的 某 
个 邻 域 中 形 如 (z, f(z)) 的 所 有 的 点 (z, 胃 都 满足 条 件 1 一 4, 而 以 前 只 在 后 (x0, wo) 
满足 . 

在 这 些 点 (z, 奶 中 任意 点 的 邻 域内 的 重复 构造 隐 函 数 的 过 程 ， 我 们 就 能 得 到 在 
点 £z 连续 的 函数 y = f(z)， 又 由 于 2， 它 与 函数 y = f(x) 在 点 z 的 某 个 邻 域 完 全 
一 样 . 而 这 正 说 明 函 数 f 在 扩 £ 连续 . e / 


补充 2 (关于 隐 范 数 的 可 微 性 ) 如 果 除 了 定理 中 的 条 件 外 , 还 设 在 点 (Zz0, Yo) 的 
令 城 W 中 也 存在 偏 导数 F(z,Y), 且 本 (zy) 在 点 (Zo, 如 ) 连续 , 那么 函数 y= f(z) 
在 点 Zo 可 微 , 而 且 | / 


f' (zo0) = —(F (zo0, yo))— o (F(zo, yo)). (8) 


< 我 们 来 直接 验证 公式 (8) 右边 的 线性 算 子 L € LZ(X;Y), 实际 上 是 函数 y = 
f(z) 在 点 zo 的 微分 . 
像 以 前 那样 , 为 了 书写 简单 起 见 , 不 妨 认为 zo = 0,yo = 0， 因此 f(0) = 
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我 们 先进 行 初步 的 计算 
f(x) — f(0) — Lz| = |f(7) — L7| 
= |f(z) — (Fi(0,0))™ o (Fs(0,0))z| 
= |(F(0,0))™ (F;(0, 0)z — F (0,0)f(z))| 
= |(F(0,0)) (F(z, f(2)) — F(0,0) + Fi.{0,0)z — F,(0,0)f(2))| 
< | (F(0,0)) 7 | IF(z, f(2)) — F(0,0) + Fi(0,0)z — Fy(0,0)f(x)| 
< | (本 (0.0)) | -a(z, f(x2))(|z| + 1f (2))), 
其 中 当 (zz 一 (0,0) 时 a(zx,y) — 0. 
在 推导 这 些 关系 时 考虑 到 了 F(z, f(x)) = 0 以 及 由 偏 导 上 映射 本 ,在 点 (0,0) 
处 的 连续 性 导出 的 函数 F(z,y) 在 这 点 的 可 微 性 . 


为 了 方便 起 见 , 我 们 记 a := 上 工 帮 和 46:=|| (2(0,0))-! 剂 . 
考虑 到 


f(z)| = |f(z) — Lz + Lr| < f(x)— Lzl+ |Lzl < IFz) — Lzl+ alzl, 
可 以 继续 上 面 所 作 的 初步 计算 并 得 到 
f(x) — Lz| & blal(zx, f(z)|(a + 1llz| + |f (2) — Lzl), 


3 (a + 1)b : 
1 Dla, FC f(z))lzl. 
由 f 在 点 z=0 的 连续 性 和 f(0) = 0, 当 z 一 0 时 也 有 f(z) 一 0, 因此 当 z 一 0 
时 a(z, f(z) =0. 
“所 以 , 从 最 后 的 不 等 式 推出 : 当 z 一 0 时 有 


|f (x) — Lz| < 


f(x) — f(0) — Lz| = |f(7x) — Lz| = o(|z]). > 
补充 3 (关于 隐 函 数 的 连续 可 微 性 ) 如 果 除 了 定理 的 条 件 外 ， 还 设 偏 导 映 贡 
请 ,下 在 点 (Zoo) 的 领域 W 中 存在 且 连 续 , 那么 在 点 zo 的 某 个 领域 内 函 教 1= 
f(z) 连续 可 微 , 并 且 它 的 时 映射 按 公 式 
f'(z) = —(F (zx, f(7)))  o (Fs(z, f(2))) (9) 
计算 . 


< 从 公式 (8) 我 们 已 知 知道 , 在 使 算 子 F(z, f(z)) 可 逆 的 那个 点 x, 导 映 射 了 (2) 
存在 , 并 可 表 为 (9). 加 
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剩 下 的 是 验证 在 所 作 的 假设 条 件 下 , 函数 P(z) 在 点 xz = zo 的 某 个 邻 域内 连续 . 

双 线 性 函数 (4, B) 一 4. B, 即 线性 算 子 4, B 的 乘积 , 是 连续 函数 . 

算 子 B = - 形 (z, f(x)), 作为 连续 函数 的 复合 

z 证 (FUzZD)) 一 FUzh)， 

连续 地 依赖 于 x. 

关于 线性 算 子 4-1 = F(z, f(x)) 可 以 同样 地 叙述 . 

还 要 注意 ( 见 83 中 例 6) 映射 4-1 一 4 在 它 的 定义 域内 也 是 连续 的 . 

这 样 一 来 , 由 公式 (9) 给 出 的 函数 f(z), 作为 连续 函数 的 复合 , 在 上 抬 z = zo 的 
某 个 邻 域内 连续 . mw 

现在 可 以 作 一 个 总 结 , 并 把 它 叙 述 为 以 下 的 一 般 


命题 如 果 除了 隐 函 数 定理 的 条 件 外 , 还 设 函 数 下 属于 CD(W;2), 那么 由 方 

程 F(z,y) = 0 确定 的 隐 函 数 
y = f(7) 

在 点 Xo 的 某 个 领域 U 内 属于 CH (U;Y). : 

< 当 上 二 0 和 上 二 1 时 命题 已 经 得 证 . 如 果 注 意 到 映射 

L(Y;2)3 Am A-! ee £(2;Y) 

(无 穷 次 ) 可 微 , 以 及 当 微 分 等 式 (9) 时 , 右边 总 含有 f 的 比 左 边 低 一 阶 的 导数 , 那么 
从 公式 (9) 用 归纳 法 即 可 证 明 一 般 情 况 . 这 样 一 来 , 函数 忆 有 几 阶 光滑 性 , 等 式 (9) 
就 可 逐次 微分 多 少 次 . 

特别 地 , 如 果 


f(z)hi = (F(x, f(7)) e(Fz(z f(T)))hi, 


f(x)(hi, h2) 
= —d(Fs(z, jz))) thoFz(z, F(T) — (F(x, f (72) d(Fs(z, f (2))h1)h2 
= (F(z, (2) dF (z, f(z))ha( Fy (x, f(7)) Fr(z, fF(2))h 

—(Fy(z, f(7))) (Fos, f (2)) + Foy(z, f (2))f (2))hi) ha 
= (F(z,f(7)) (Fyz(z, f (2)) + Fyy(z, f (7))f (2))h2) 

x (F(z, (7) F(z, f(z)hi — (F(z, f(2))) 

x((Frs(z, f(7)) + Fay (7, f (7))f (2))h1) ha. 
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用 不 那么 详细 但 是 更 能 一 眼看 清 全 貌 的 写法 , 这 就 是 
f(z)(hi,h2) = Fy) [((Fys + Fyyf ho)(Fs) Fahy — (Fes + Fayf )hi)h2]. (10) 


这 样 ,原则 上 可 以 得 到 隐 函 数 任 意 阶 导数 的 表达 式 , 但 是 正 像 我 们 从 公式 (10) 
已 看 到 的 那样 , 在 一 般 情 况 下 这 些 表达 式 是 十 分 葡 琐 的 , 用 起 来 都 很 不 方便 . 我 们 现 
在 来 研究 一 下 怎样 把 所 得 结果 具体 用 于 最 重要 的 特殊 情况 , 即 X = 及 m,Y = RR",2 = 
RR” 的 情况 . 

在 这 种 情况 下 , 映射 z = F(x,y) 有 坐标 表示 


i (11) 


zr 一 Fr(z!,..: ,TY ,Yy"). 


偏 导 上 映射 Fe 2(Rm; R"), FE (Rn";BR") 由 在 对 应 点 (zx,y) 算出 的 矩阵 


oF! orF'! OF OF! 
Ox! DZ Oy! Oy" 
FF 一 ， 。 FE _ 。 。 
: : ， yy 。 
OOF” OF OF 0 
DX1 Or™m Ovy! Ovy" 


给 出 . 
我 们 知道 , F' 和 Fr 的 连续 性 等 价 于 这 些 矩 阵 的 所 有 元 素 的 连续 性 
线性 映射 FP (zo,yo) < &(Rn; Rn) 的 可 道 性 等 价 于 这 个 映射 所 给 出 的 矩阵 的 非 
退化 性 
因此 , 在 所 研究 的 情况 下 , 由 隐 范 数 定 理 推出 : 设 
1) Fi(Z0 ,7X8,Y,* ,8) = 0, 


要 


连续 ; 
3) 所 有 侦 导 数 (ZL , TT, Y ,Y"),2 一 1 ,1,7 一 1 ) 7 在 忆 
(Zz, 7 有) 的 邻 域 有 定义 , 且 在 这 扩 连 续 ; 
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4) 矩阵 巨 在 反 (Z0 7 外) 的 行列 式 


op: OP: 
Ovy! Ovy" 
OF™ OFn 
Ovy! Ovy" 


不 为 零 . z 
那么 存在 Rm 中 点 (zl,… ,zm) 的 邻 域 0, R* 中 点 ( 册 , ,外 ) 的 邻 域 V, 和 
坐标 表示 为 | 
yl — fi(x,, 了 ,XT™), 
.。。。..。。.。.，. (12) 


的 映射 :DC 一 Y 使 得 / 
1) 在 点 (z1 ,ZT 人 讨 ,… , 妇 ) E Rm x R" 的 邻 域 UxV 内 ,方程 组 


等 价 于 用 等 式 组 (12) 表示 的 函数 依赖 关系 f :U 一 V; 
20) y= f (To, ,20), 
外 = f" (20,.* ,20); 
3') 映射 (12) 在 点 (z8,… ,728",W,… , 奶 ) 连续 
此 外 , 如 果 还 知道 映射 (11) 属于 光滑 函数 类 C(9, 那么 从 上 述 命题 可 以 看 出 , 映 
射 (12) 也 属于 类 C4 必 ,当然 是 在 它 的 定义 域内 . 
在 所 研究 的 情况 下 , 公式 (9) 被 具体 化 为 矩阵 等 式 


一 上 


of on\ /om om\ /op op 
Brl Or™ Oy! Oy" az ~ Ozrm 
of of" oF" OF" pF" OF" 
Or! Dzm Ov! Oy Oz! Orm™m 


等 式 中 的 左边 是 在 点 (x1,… ,zm) 取 值 , 而 右边 在 相应 所 
(Ti, A 7 


取 值 , 其 中 yi = fi(zl,… ,2™),i 二 1 ,Nn. 


- 98 . * 第 十 章 ”线性 赋 范 空间 中 的 微分 学 


如 果 n = 1, 也 就 是 在 关于 y 求解 方程 
F(x,:... ,7™,Yy)=0 


时 , Fr 的 矩阵 由 一 个 元 素 , 也 就 是 一 个 数 De ,zm,y) 组 成 ， 在 这 种 情况 下 ， 
y = f(z!,.… ,zm) 且 


of of OF\™ /BF OF 
(i) 二) 9) 
这 时 公式 (10) 也 稍 有 简化 , 更 准确 地 说 , 是 可 以 改写 为 以 下 更 对 称 的 形式 : 


(Fos 十 EPEoypo 十 (Foz 十 Epo 三 )PoFzpl 
《2 


如 果 了 = 1 且 mm=1 那么 y= z) 是 单 变量 的 实 值 函数 , 这 时 公式 (13),(14) 
大 大 简化 , 变 成 了 熟知 的 由 方程 F(z,y) = 0 确定 的 隐 函 数 的 前 两 阶 导 数 的 数值 等 式 


f° (7)(hi,h2)= — (14) 


FY 
f 一 一 二 yh 
(z) F (2,Y) 


(P+ POI) ~ (Fe + Fo)F, 


f"(z) 一 NE 


练 ” 习 
1. a) 假定 除了 定理 中 所 说 的 函数 f : U 一 Y 外 , 还 有 定义 在 点 zo 的 某 个 邻 域 U 中 且 在 U 
中 满足 条 件 yo = f(xo) 和 F(z, f(x)) = 0 的 函数 f : UV 一 YY. 试 证 , 如 果 f 在 点 zo 
连续 , 那么 f 和 上 在 点 zo 的 某 个 邻 域 中 相同 . 
b) 证 明 , 如 果 没 有 关于 在 zo 连续 性 的 假设 , 断言 a) 一 般 不 成 立 
2. 再 次 分 析 隐 函数 定理 及 其 补充 的 证 明 , 并 证 明 : 
a) 如 果 z = F(z,y) 是 复 变 量 x,y 的 连续 可 微 的 复 值 函 数 , 那么 由 方程 F(x,y) = 0 确定 
的 隐 函 数 y = f(x) 关于 复 变量 x 是 可 微 的 . 
b) 在 定理 的 条 件 中 , 空间 X 不 一 定 要 求 是 赋 范 空间 , 可 以 是 任意 的 拓扑 空间 . 
3. a) 说 明 由 关系 式 (10) 给 出 的 f”(z)(hi,hz) 是 否 对 称 ? 
b) 对 于 数值 函数 所 (z1, zx?,y) 和 下 (z,y1, 妨 ) 写 出 公式 (9) 和 (10) 的 矩阵 形式 . 
c) 证 明 , 如 果 民 3 tr 4( <c2(R"; 玉 ") 是 无 穷 光 滑 地 依赖 于 参量 t 的 一 族 非 退化 矩阵 


A(t), 那么 
dA -24- 全 ) _ 4 44-: 


dt? dt dt2 
其 中 4-1 = A-1(t) 是 矩阵 4 = A(t) 的 逆 和 矩阵 的 记号 . 
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4. a) 试 证 , 定理 的 补充 1 是 第 9 章 87 中 所 研究 的 压缩 映射 族 的 不 动 点 稳定 性 条 件 的 直接 
推论 . 
b) 设 {A :X 一 X} 是 完备 赋 范 空间 XX 到 X 的 依赖 于 参量 上 的 压缩 映射 族 ,t 在 赋 范 空 
间 工 的 区 域 如 内 变化 . 试 证 , 如 果 4(z) = p(t,z) 是 CY(0 xX;X) 中 的 函数 , 那么 
映射 A 的 不 动 点 z(t) 作为 t 的 函数 属于 Ct (02; X)， 
5 a) 借助 于 隐 函 数 定 理 证 明 以 下 递 映射 定理 . 
设 g:G 一 X 是 完备 赋 范 空间 Y 的 点 的 邻 域 G 到 赋 空 间 基 的 映射 . 
如 果 映 射 z = g(vy) 
1” 在 G 中 可 微 ， 
2 9 ( 切 ) 在 yo 处 连续 ， 
3” g (yo) 是 可 逆 的 算 子 ; 
那么 有 YY 中 点 wo 的 邻 域 VCY 和 关中 点 zo 的 邻 域 UC X 使 得 g :VV 一 U 是 满 
单 射 , 而 它 的 逆 映 射 f :UU 一 ，V 在 U 中 连续 , 在 zo 可 微 且 


f(z0) = (g (yo0)) 


b) 证 明 , 如 果 除 了 a) 中 的 已 知 条 件 , 还 知道 映射 g 属于 C™(V;U) 那么 道里 射 了 属于 
CMVU;V). 

c) 设 ff:R"* 一 R"™ 是 光滑 映射， 在 任意 点 x E R",f'(z) 的 矩阵 满 秩 且 满足 不 等 式 
上 (Ff)-1(z) > C > 0,C 为 不 依赖 于 zx 的 常数 . 证 明 f 是 满 单 射 . 

d) 利用 解 练 习 c) 的 经 验 , 试 给 出 点 zo 的 那样 的 球形 邻 域 U = B(xzo,7) 的 半径 的 估计 ,在 
其 中 反 函 数 定理 中 所 研究 的 映射 f : UV 一 Y 明显 是 有 定义 的 . 

6. a) 证 明 , 如 果 线 性 映射 A e £(X;Y) 和 B Ee £8(X; RR) 使 得 kerA C kerB (通常 , 记号 ker 

表示 算 子 的 核 ), 那么 有 线性 映射 入 E 2(Y; R), 使 得 B = 入. 4. 

b) 设 X 和 YY 是 赋 范 空间 , 而 让:X 一 及 和 09:X 一 YY 分 别 是 定义 在 X 上 到 值 于 
RR 和 YY 中 的 光滑 函数 . 设 5 是 X 中 由 方程 g(z) = yo 给 定 的 光滑 曲面 . 证 明 , 如 果 
xo ES 是 阔 数 fls 的 极 值 点 , 那么 与 S 在 把 Yo 相 切 的 任何 向 量 凡 同时 会 满足 两 个 条 
件 : F(zo)h =0 和 g'(zxo)h = 0. : 

c) 证 明 , 如 果 zo e S 是 函数 fls 的 极 值 点 , 那么 f (zeo) 二 入: g (zo), 其 中 入 € 8(Y; RR). 

d) 试 指 出 , 对 于 定义 在 及 ”中 光滑 曲面 上 的 函数 , 如 何 从 上 述 结果 求 出 条 件 极 值 的 经 典 的 
拉 格 朗 日 必要 条 件 ( 拉 格 衣 日 乘 子 法 ). 


7. 众所周知 , 具 复 系数 的 方程 z + c1z"-! 十 .… 十 cn = 0, 一 般 说 来 ,有 nn 个 不 同 的 复 根 . 试 
证 , 至 少 在 所 有 根 不 同时 , 方程 的 根 光 滑 地 依赖 于 方程 的 系数 . 
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1. 积分 定义 
a. 及 ”中 的 区 间 和 它 的 测度 
定义 1 集合 I= {zeER"lag<rigb,i=1,...,n)} 叫做 Rn" 中 的 区 间或 坐标 
平行 多 面体 . 
如 果 希 望 指 出 区 间 是 由 点 a= (al ,an) 和 = (b!,… ,b") 确定 的 , 那么 经 
常用 记号 1,。 表示 它 , 或 者 与 一 维 情况 类 似 , 记 作 a zsgb. 
定义 2 称 与 区 闻 了 = {x e R"lai < vi < ,i 二 1,…,n} 对 应 的 数 |1| := 
(bi 一 ai) 为 该 区 间 的 体积 或 者 测度 . 
区 闻 工 的 体积 (测度 ) 也 用 记号 v(7) 或 者 AUD 表示 . 


引 理 1 了 2 中 区 间 的 测度 
a) 是 齐 次 的 , 即 如 果 Ab := 六 oo 其 中 和 之 0, 那么 


Li 
2 二 ] 


[ATa 一 A" |Ta,ol; 


k 
b) 是 可 加 的 , 即 如 果 区 间 了 了 用 ,:… ,了 满足 T= 届 无 且 区 间 万 ;下 两 两 没 
;二 1 


k 
有 公共 内 点 , 那么 |1| = 3 | 二 
一 二 
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k Kk 
c) 如 果 区 间 被 有 限 的 一 组 区 间 攻 ,… ,I 履 盖 , 即 了 CC LU 大 ,那么 | 用 入 实 | 品 
1 二 1 i=1 


所 有 这 些 断 言 容易 从 定义 1 和 2 推出 . 

b. 区 间 的 分 划 和 分 划 集 的 基 

设 给 定 区 间 了 = {zx e R"lai < zi < bi = 1,.… ,n}， 由 坐标 线段 [ai,0i](i = 
1,.… ,n) 的 分 划 能 导出 把 区 间 7 分割 成 一 些 较 小 区 间 的 分 划 , 这 些小 区 间 是 由 上 述 
坐标 线段 的 分 划 间 隔 的 直 积 得 出 的 

定义 3 我 们 称 区 间 I 的 上 述 ( 表 成 更 小 区 间 三 的 并 集 工 = 山 5 的 ) 表达 式 

j=1 

为 区 间 了 的 分 划 , 并 用 记号 P 表示 . 

定义 4 称 量 A(P) := De, d(I;) (分 划 P 的 区 间 下 径 之 最 大 者 ) 为 分 划 P 的 
参数 . 


定义 5 如 果 在 分 划 P 的 每 个 区 间 万 中 确定 了 一 个 点 &; € 万 , 则 说 给 出 了 一 
个 带 “ 标 志 点 ”的 分 划 . 

像 以 前 一 样 , 点 组 (&1,… ,&) 用 一 个 符号 & 表示 , 而 带 有 标志 后 的 分 划 用 记号 
(P,é) 表示 . 

在 区 间 的 一 切 带 标志 点 的 分 划 之 集 名 = {(P, 全 } 中 引进 基 A(P) 一 0, 像 一 元 
的 情况 那样 , 它 的 元 素 Bu(d > 0) 由 关系 式 Ba := {(P,é) € P| 和 A(P) < dl 确定 . 

从 参数 和 (P) 任意 接近 于 零 的 分 划 的 存在 性 推出 , % = {.B4} 确实 是 基 . 


c， 积 分 和 与 积分 


设 f1:1 一 R 是 区 间 了 I 上 的 实 值 和 函数, 而 P= {I,… ,了 I} 是 该 区 间 带 标志 所 
4 {E1 , Cx} 的 分 划 . 
定义 6 称 和 
o(f,P,é) := 》 6 


为 函数 上 对 应 于 区 间 7 带 标志 点 的 分 划 (Pé) 的 积分 和 ( 黎 曼 ) 
定义 7 称 量 
fifa = Bo Pd) 
为 函数 f 在 区 间 了 上 的 积分 ( 柳 曼 ), 如 果 这 里 的 极限 存在 的 话 


注意 , 在 以 后 的 定义 里 , 可 以 认为 f 取 值 于 任意 线性 赋 范 空间 , 例如 , 可 以 是 复数 空间 C, 空间 
Rn Cn 等 等 . 
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我 们 看 到 , 这 个 定义 , 乃至 构造 区 间 I Cc 了 Rn” 上 积分 的 全 部 过 程 , 都 逐 字 逐 句 地 
重复 着 已 为 我 们 熟知 的 在 及 中 的 区 间 上 定义 黎 曼 积分 的 过 程 . 为 了 更 相似 些 , 我 们 
甚至 保留 了 以 前 的 被 积 表达 式 的 形式 f(z)dz. 与 它 等 价 但 更 加 舒展 的 积分 符号 是 


aaa dr" 


I 


ff fs, ,ede dr. 
一 


为 了 强调 这 里 所 说 的 是 在 多 维 区 域 1 上 的 积分 , 称 它 是 重 积分 (与 了 的 维 数 相 
应 称 作 二 重 积分 , 三 重 积分 等 等 ) 


d. 可 积 性 的 必要 条 件 


定义 8 对 于 函数 f :了 一 有, 如 果 定 义 7 中 所 指 的 有 限 极限 存在 ， 就 称 f 为 区 
间 了 上 的 ( 黎 要 ) 可 积 函 数 . 

所 有 这 样 的 函数 组 成 的 集 用 记号 R(T) 表示 . 

我 们 引进 以 下 可 积 性 的 最 简单 的 必要 条 件 . 

命题 ] fe (I) 二 了 在 I 上 有 和 界 . 

< 设 P 是 区 间 了 的 任 一 分 划 . 如 果 函 数 了 在 上 无 界 , 那么 它 在 分 划 PP 的 某 


个 区 间 五 上 无 界 . 如 果 (P,é'), (P,é”) 是 带 有 标志 点 6 和 e” 的 分 划 , 其 中 总 和 名 
只 在 区 间 有 中 取 不 同 点 如 和， 那么 


ol(f, P, £) ol(f, P, 上 一 | ) fléio) iol. 
由 f 在 ,中 的 无 界 性 , 我 们 可 以 变动 点 总 ,如 中 的 一 个 , 使 最 后 一 个 等 式 的 右边 
任意 大 . 由 柯 西 准则 推出 , 当 和 (P) 一 0 时 , 函数 f 的 积分 和 没有 极限 . > 


2. 函数 黎 曼 可 积 的 勒 贝 格 准则 

在 研究 一 维 情况 的 黎 曼 积分 时 , 我 们 已 经 (不 加 证 明 地 ) 向 读者 介绍 了 积分 存在 
的 勒 贝 格 准则 . 这 里 , 我 们 来 回忆 某 些 概念 并 证 明 这 个 准则 . 

a. 有 Rn" 中 的 零 测度 集 


定义 9 称 集合 Ec R"( 在 勒 贝 格 意义 下 ) 有 (n 维 ) 零 测度 或 称 之 为 零 测 度 集 ， 
如 果 对 于 任意 s > 0, 存在 集合 EB 的 至 多 可 数 个 n 维 区 间 组 成 的 覆盖 { 五 }, 且 这 些 
区 间 的 体积 之 和 11;| 不 超过 <. 
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引 理 2 a) 单 点 集 和 有 限 个 点 组 成 的 集 都 是 零 测 度 集 . 
b) 有 限 个 或 可 数 个 零 测 度 集 的 并 是 零 测 度 集 . 

c) 零 测 度 集 的 子 集 也 是 零 测 度 集 . 

d) 非 退 化 叫 区 间 1。。C 民 ” 不 是 零 测 度 集 . 


引 理 2 的 证 明 与 第 6 章 $1 第 3 段 中 所 研究 的 一 维 形式 的 证 明 没 有 什么 区 别 ， 
因此 我 们 将 它 略 去 . 


例 1 R" 中 的 有 理 点 (所 有 坐标 为 有 理 数 的 点 ) 集 是 可 数 集 , 因而 是 零 测 度 集 . 


例 2 设 f:I 一 R 是 定义 在 n 一 1 维 区 间 了 CR"*-! 上 的 连续 实 值 函数 . 证 明 
它 在 R" 中 的 图 形 是 ” 维 零 测度 集 . 


< 因为 f 在 了 上 一 致 连续 , 所 以 对 e > 0, 有 5 > 0, 使 对 任意 点 z1,z2 e 当 
lz 一 zol <6 时 , 有 |f(z1) 一 f(z2)| <s. 现在 , 若 取 区 间 了 带 参数 AP) < 6 的 分 划 
P, 那么 在 这 个 分 划 的 每 个 区 间 I; 上 , 函数 的 振幅 小 于 s. 所 以 , 如 果 zx; 是 区 间 五 的 
任 一 确定 点 , 那么 n 维 区 间 J; = x [f(zi) 一 e, f(zi) 十] 显然 包含 函数 三 在 区 间 五 
上 的 图 形 , 从 而 区 间 去 的 并 集 UE 覆盖 函数 /在 了 上 的 整个 图 形 . 但 


S i| = > |:2e = 2elT 
1 t 


(这 里 || 是 R"-! 中 五 的 体积 ,| 六 | 是 R" 中 无 的 体积 ) 因此 , 覆盖 的 总 体积 确实 可 
以 任意 接近 于 零 . > | 

注 1 比较 引 理 2 的 论断 b) 和 例 2 可 以 推出 , 一 般 地 , 连续 函数 f : R"- ?一 民 
或 连续 函数 f : M 一 了 R, (其 中 M c R"1) 的 图 形 是 R" 中 的 n 维 零 测度 集 .， 

引 理 3 a) 在 定义 9 中 把 用 区 间 族 {1;} 覆盖 集合 刀 理解 为 通常 意义 的 禾 盖 ， 
即 忆 CUIi, 也 可 以 理解 为 更 严格 意义 下 的 履 盖 , 即 要 求 忆 的 每 一 点 至 少 是 {1;} 中 
某 一 区 间 的 内 点 . 零 测度 集 类 不 会 因 两 种 不 同 的 理解 有 所 改变 ®. 

b) 有 R" 中 的 紧 集 KK 是 零 测 度 集 , 当 且 仅 当 对 任意 > 0, 于 能 用 有 限 多 个 区 间 改 
盖 , 而 且 这 些 区 间 的 体积 之 和 小 于 e. 

< a) 如 果 {I} 是 EE 的 覆盖 , 即 ECUE, 上 且 |E| <e ,那么 取 的 同心 相 
似 区 间 到 代替 每 个 五 , 得 到 区 间 族 {1}, 它 满足 条 件 2 Hai| < XM"e , 其 中 和 是 所 有 
区 间 共 同 的 相似 系数 . 如 果 入 > 1, 那么 显然 有 {fi} 也 覆盖 忆 并 使 忆 的 任 一 点 至 少 
是 {I;} 中 某 一 区 间 的 内 点 . 


是 指 这 样 的 区 间 I = {x € R"|ai < zi < bi,i = 1,… ,n}, 对 任意 ze {1,… ,nj, 都 成 立 严 格 
不 等 式 ai <bi. 
换血 话说 , 在 定义 9 中 的 区 间 是 闭 的 还 是 开 的 , 是 无 关 紧 要 的 . 
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b) 可 从 a) 和 紧 集 K 的 任 一 开 履 盖 都 包含 它 的 有 限 覆 盖 推 出 (可 取 {I \94} 
作为 这 样 的 开 履 盖 , 其 中 {Ii} 为 在 a) 中 所 考察 的 区 间 组 .) > 


b, 康 托 尔 定理 的 一 个 推广 
我 们 记得 , 户 数 上 :五 一 屎 在 集合 已 上 的 振幅 是 
w(f; E) := sup |f (21) ~ f(x2), 


Xi,TV2E 


而 函数 在 点 ze EE 的 振幅 是 
w(f,2) := lim w(f;UE(z)), 
其 中 UV2(z) 是 点 z 在 集合 EB 中 的 6- 邻 域 . 
引 理 4 如 果 对 于 函数 了 :天 一 下 在 紧 集 五 的 每 一 点 都 成 立 关系 式 w(f : 工 ) < 
wo, 那么 任 给 > 0, 有 5>0, 对 于 任 一 点 x EK 满足 不 等 式 w(f;U&(7X)) < wo 十 E. 


当 wo = 0 时 , 这 个 断言 变 为 紧 集 上 连续 函数 必 一 臻 连续 的 康 托 尔 定理 ， 引 理 
4 的 证 明 可 逐 字 地 重复 康 托 尔 定理 (第 4 章 82 第 二 段 ) 证 明 的 模式 , 因此 我 们 不 天 
c. 勒 贝 格 准则 


像 以 前 那样 , 我 们 说 某 个 性 质 几 乎 在 集合 M 的 所 有 点 成 立 , 或 者 说 在 M 上 几 
平 处 处 成 立 , 如 果 使 得 这 个 性 质 不 成 立 的 M 的 子 集 有 和 零 测 度 . 


定理 1 ( 勒 贝 格 准则 ) fe R(T) 人 (f 在 1 上 有 界 )^(f 在 1 上 几乎 处 处 连续 ). 

4 必要 性 . 如 果 fe 9R(7), 则 由 命题 1, 函数 六 在 7 上 有 界 . 设 在 TIT 上 |f|<M 

现在 验证 f 几乎 在 了 的 所 有 点 连续 . 为 此 , 我 们 来 证 明 如 果 函 数 的 间断 点 集 五 
不 是 零 测度 集 , 那么 f 4 R(T). 

事实 上 , 把 妃 表 为 百 = 癌 ,其 中 可 = {ze Tho(f > 由 引 理 2 推 
出 , 如 果 互 不 是 零 测度 集 ， 则 有 号 码 no 使 得 集合 E,。 也 不 是 零 测 度 集 . 设 PP 是 把 
区 间 工分 为 区 间 组 {I} 的 任 一 分 划 . 把 分 划 P 的 区 间 组 分 为 两 类 4 和 B, 其 中 

4= {nePlnf\B oA;h) > 二 
而 
B=P\A. 


区 间 集 4 构成 集合 媚 。 的 一 个 覆盖 . 事实 上 ,En。 的 每 个 点 或 者 位 于 某 个 区 间 J; € P 
的 内 部 , 这 时 显 有 五 e 4h, 或 者 在 分 划 PP 的 某 些 区 间 的 边界 上 . 在 后 一 种 情况 下 , 全 
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少 在 这 些 区 间 中 的 一 个 区 间 上 , 函数 的 振幅 ( 由 三 角 不 等 式 ) 不 小 于 二 -从 而 该 区 
间 属 于 4. 
现在 证 明 , 在 分 划 P 的 区 间 中 用 不 同 的 方式 选择 标志 点 组 6, 便 可 明显 地 改变 
积分 和 的 值 
我 们 选择 这 样 的 点 组 &,6", 在 属于 B 的 区 间 里 两 个 点 组 的 标志 点 相同 , 而 在 属 
于 4 的 区 间 中 选择 &,&f 使 得 17(6) -了 (Ef)| > 于 那么 


of PE) -of PEN = De) -HEN > 5 Dil>e>0. 
TiEA 0 Ti€EA 


这 样 的 常数 c 的 存在 性 是 从 区 间 组 4 覆盖 ,和 假设 ,不 是 零 测度 集 得 到 的 . 
因为 P 是 区 间 工 的 任 一 分 划 ， 由 柯 西 基本 原理 推出 当 A(P) 一 0 时 ,积分 和 
o(f, PP,é) 不 可 能 有 极限 , 即 f ¢ (7). 
充分 性 . 设 s 是 任意 正 数 , 而 Es = {x € Tlw(f; 7) > e}. 按 条 件 ,E。 是 零 测度 集 . 
此 外 , 显然 五 是 中 的 闭 集 因此 E。 是 紧 集 由 引 理 3 存在 及 "中 的 有 限 区 


间 组 五,: 及 使得 Eec 天 且 工 I<e 记 C.= Ul 而 用 C2 和 Cs 分 别 表 


示 以 的 中 心 为 中 心 相似 系数 分 别 为 2 和 3 的 区 间 之 并 显然 ,BE。 严格 地 位 于 Cs 
的 内 部 , 并 且 集合 C。 和 Cs 的 边界 间 的 距离 d 是 正 数 

我 们 指出 , 任意 位 于 Cs 中 且 两 两 没有 公共 内 点 的 有 限 区 间 组 的 体积 之 和 不 大 
于 37e, 其 中 n 是 空间 Rn 的 维 数 . 这 是 从 集合 Cs 的 定义 和 区 间 测 度 的 性 质 ( 引 理 
1) 得 到 的 . 

同时 指出 , 区 间 的 任 一 直径 小 于 d 的 子 集 或 者 含 于 集合 Cs, 或 者 售 于 紧 集 
KK 二 I\ (C2 \ 8C2) 中 , 这 里 9C。 是 C2 的 边界 (因而 Cs \ 8C2 是 集合 C2 的 内 所 的 
集合 ). 

根据 构造 BE. c I \ K, 在 任意 点 ze K 都 有 w(f;x) <e. 由 引 理 4, 有 65>0 使 
对 任意 的 点 对 zi,zz E K, 只 要 |z1 一 zx2| < 6 就 有 |f (zx1) — f(x2)| < 2e. 

现 可 用 以 下 方法 进行 可 积 条 件 充 分 性 的 证 明 . 任 取 区 间 了 的 两 个 分 别 有 较 和 = 
min{fd, 6} 小 的 参数 (P'), A(P") 的 分 划 P', P". 设 P 是 由 分 划 已 , P” 的 区 闻 之 交 
所 构成 的 分 划 , 即 已 = {1; = 荆门}. 比较 积分 和 o(f, P,é) 与 c(AP 6), 注意 到 
好 = > yl, 可 得 : 


lo(f,P',€)— ol(f,P,é)|= 


> _(f(é/) — je 


+] 


< 2 FE — Fé) iy| + 2lf (6i) — Féi) Lisl. 
这 里 , 第 一 个 和 式 3; 是 对 分 划 P 的 那些 区 间 I;; 求 和 , 它 位 于 分 划 P' 的 含 于 集合 
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Cs 的 区 间 并 中 . 而 其 余 的 分 划 P 的 区 间 都 妇 到 和 式 2。 中 , 亦 即 , 它们 全 都 包含 在 
K 中 (因为 和 (P) < ad)) 

因为 在 上 |f| < M, 在 第 一 个 和 式 中 用 2M 代替 |f(é!) - f(é;;)| 就 推出 第 一 
个 和 式 不 超过 2M . 3"é. 

在 第 二 个 和 式 中 考虑 到 &/,é&;; € I' CK, 而 和 A(P') < 5 则 有 | Fe -Fe < 2e， 
从 而 第 二 个 和 式 不 超过 2e| 了 |. 

这 样 一 来 ,lo(f, P',E') 一 o(f, P26)| < (2M :37 十 2|Il)e, 由 此 (根据 P 和 Pp” 的 平 
权 性 ), 利用 三 角 不 等 式 , 我 们 就 对 参数 充分 小 的 任意 分 划 P', P” 得 到 了 

lo(f, P',é) — ol(f,P',€)| < 4(3°M + |Il)e. 
现在 , 由 柯 西 准则 便 知 f € R(7). > 


注 2 因为 函数 极限 存在 的 柯 西 准则 在 任意 完备 的 度量 空间 中 都 成 立 . 所 以 , 从 
证 明 中 可 以 看 出 , 对 于 在 任意 完备 的 线性 赋 范 空间 中 取 值 的 函数 , 勒 册 格 准则 的 充 
分 性 部 分 (但 不 包括 必要 性 部 分 ) 也 成 并. 


3， 达 布 准则 
我 们 还 要 研究 只 适用 于 实 值 函数 的 判断 函数 黎 曼 可 积 的 一 个 有 用 的 准则 . 
a. 下 积分 和 与 上 积分 和 
设 f 是 区 间 I 上 的 实 值 函数 , 而 P = {I} 是 区 间 工 的 分 划 ., 设 
m= inf f(z),  M;= sup f(z). 
定义 10 称 量 
s(f,P)= 2_milll, S$(F,P)= 2 Milli 


分 别 为 函数 f 在 区 间 ! 上 关于 这 个 区 间 的 分 划 P 的 ( 达 布 ) 下 积分 和 与 上 积分 和 
引 理 5 胃 数 :TIT 一 民 的 积分 和 之 间 成 立 以 下 的 关系 : 
a) s(J,P) = igfo(f,P,é) < olf,P,é) < supolf,P,é) = 3( 月) 
b) 如 果 区 间 了 的 分 划 P' 是 由 分 割 分 划 了 的 区 间 得 到 的 , 那么 
s(f,P) < s(f,P') < S(f,P) < S(f,P); 
c) 对 于 区 间 了 的 任意 一 对 分 划 P,P,, 成 立 不 等 式 s(f,P) < S(f, P). 


< a) 和 b) 中 的 关系 式 可 直接 从 定义 6 和 定义 10 得 到 , 当然 还 要 用 到 数 集 的 上 
确 界 和 下 确 界 的 定义 . 
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为 证 关系 c), 只 需 考察 由 分 划 P 和 已 的 区 间 之 交 构 成 的 辅助 分 划 P. 分 划 PP 

可 以 看 作 分 划 已 , PP 中 每 一 个 分 划 的 加 细 , 因此 从 b) 中 的 关系 式 推出 
s{f,P) < s(f,P) < S(f,P) < S(f,P). 
b. 下 积分 与 上 积分 
定义 11 称 量 
3 = sup s(f,P), 3 = inf S(f,P) 

分 别 为 函数 :了 一 及 在 区 间 工 上 的 ( 达 布 ) 下 积分 与 上 积分 , 其 中 上 确 界 和 下 确 界 
是 对 区 间 的 所 有 分 划 P 取 的 . 


从 这 个 定义 和 引 理 5 指出 的 达 布 和 的 性 质 可 知 , 对 于 区 间 的 任意 分 划 P 成 立 不 
等 式 / 

s(f,P)<3<Y < 5S(f,P). 
定理 2 ( 达 布 定理 ) 对 于 任意 的 有 界 函 数 f :了 一 民 成 立 如 下 断言 


,Bm PAC Bm, P) = 


( ,Po S(f,P)) A (oo P) = 可. 


4 如 果 把 这 两 个 断言 与 定义 11 相 比 较 , 那么 显然 只 需 证 明 其 中 的 极限 的 存在 
性 . 我 们 验证 下 积分 和 的 情况 . 

固定 s > 0 和 区 间 了 的 分 划 已 , 使 对 分 划 P: 有 s(f, 了 P) >3-s. 设 I 是 区 间 
7 的 位 于 分 划 P: 的 区 间 的 边界 上 的 那些 点 的 集合 . 如 例 2 可 得 , 六 是 零 测度 集 . 由 
集合 I 的 简单 结构 , 显然 还 存在 那样 的 数 Xe, 使 对 于 任意 满足 条 件 和 (P) < Xe 的 分 
划 P, 它 与 Tr. 有 公共 点 的 那些 区 间 的 体积 之 和 都 小 于 &. 

现任 取 参 数 A(P) < A。 的 分 划 已 , 由 分 划 P 和 PP 的 区 间 之 交 作 成 辅助 分 划 已 
由 分 划 P. 的 选择 和 达 布 和 的 性 质 ( 引 理 5), 我 们 得 到 

9—e<s(f,P) < ss(f,P)<Y. 


现在 注意 , 在 和 s(f, P') 与 s(f,P) 中 , 对 应 于 分 划 P 中 与 I 不 交 的 那些 区 间 
的 项 是 共同 的 . 因此 , 如 果 在 T 上 |f(z)| < M, 那么 


ls(f, P')— s(f,P)| < 2AMe， 
这 样 , 考虑 到 上 边 的 不 等 式 就 得 到 : 当 A(P) < Xe 时 , 成 立 关 系 式 
I—s(f,P) < (2M + 1)e. 
把 所 得 的 关系 式 与 定义 11 相 比 较 , 便 推出 极限 dm ,3(f,P) 确实 存在 且 等 于 3. 
对 于 上 和 也 可 进行 类 似 的 讨论 . > 
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c. 实 值 函 数 可 积 性 的 达 布 准则 


定理 3 ( 达 布 准则 ) 定义 在 区 间 TC Rn 上 的 实 值 函 数 / :了 一 玉 在 7 上 可 积 , 
当 且 仅 当 它 在 了 上 有 界 且 它 的 达 布下 积分 和 达 布 上 积分 相等 . 

换 句 话说 ， 

feER(T) 合 (f 在 IT 上 有 界 ) 人 (3 = 人). 

< 必要 性 . 如 果 f e R(T), 那么 按 命 题 1, 函数 f 在 了 上 有 界 . 从 积分 的 定义 7， 
量 3 和 3 了 的 定义 11 和 a) 段 的 引 理 5 推出 , 在 这 种 情况 下 也 及 =. 

充分 性 . 因为 s(f, P) < o(f,P,€) < 5S(f,P), 所 以 当 3 = 3 时, 由 定理 2, 当 
A(P) 一 0 时 , 这 些 不 等 式 两 端的 项 趋 于 同一 个 极限 . 因此 , 当 A(P) 一 0 时 ,o(f, 号,&) 
有 极限 , 且 极 限 值 与 上 面 的 相同 . 

注 3 从 达 布 准则 的 证 明 中 看 到 , 如 果 函 数 可 积 , 那么 它 的 达 布 下 积分 与 达 布 上 
积分 一 致 , 且 等 于 这 个 函数 的 积分 值 . 


练 习 
1. a) 证 明 , 零 测 度 集 没有 内 点 . 
b) 证 明 , 说 集合 没有 内 点 , 绝 非 意味 着 这 个 集合 是 零 测度 集 . 
c) 构造 一 个 等 测度 集 , 使 它 的 闭 包 等 于 整个 空间 R"™. 
d) 称 集合 互 C 了 有 零 体 积 , 如 果 对 任意 的 es > 0, 可 以 用 满足 


k 
>》 | 五 < 5 
4 一 ] 


的 有 限 区 间 组 I,… ,天 覆盖 它 . 试问 , 是 否 一 切 有 界 的 零 测 度 集 都 有 零 体 积 ? 


试 证 , 如 果 集 合 EC 下 ” 是 直线 玉 和 (n 一 1) 维 零 测度 集 e C 陈 "- 的 直 积 腿 x e, 那 
么 马 是 n 维 零 测度 集 . 
2. a) 在 了 "中 构造 与 狄 利克 雷 函 数 类 似 的 函数 , 并 证 明 , 有 界 函 数 f : 三 一 民 几乎 在 区 间 了 
的 所 有 点 等 于 零 , 这 并 不 意味 着 f € R(T). 
b) 试 证 , 如 果 f € R(T) 且 几 乎 在 区 间 了 的 所 有 点 f(z) = 0, 则 


/ra 一 0. 


3. 在 前 面 所 讲 的 区 间 TC 及 上 的 黎 曼 积分 定义 和 任意 维 区 间 上 的 积分 定义 7 之 闻 有 些微 小 的 
差别 , 这 与 分 划 的 定义 及 分 划 区 间 的 测度 的 定义 有 关 . 试 把 这 个 细微 的 区 别 解 释 清楚 , 并 验证 


[sewas = /ra 如 果 a <b. 


/ ?f(z)dz = [ f(z)dz, 如 果 a > 6 
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其 中 了 是 直线 及 上 以 a,b 为 端点 的 区 间 . 
4. a) 证 明 , 定义 在 区 间 TC 到” 上 的 实 值 函数 f :了 工 一 及 在 了 7 上 可 积 , 当 且 仅 当 对 任意 的 
e > 0, 存在 区 间 了 的 分 划 已 , 使 得 S(f, P) — s(f,P)<e. 
b) 利用 a) 的 结果 , 并 假定 研究 的 是 实 值 函数 f :了 一 民 , 那么 勒 贝 格 准 则 的 充分 性 部 分 的 
证 明 可 以 作 某 些 简 化 . 试 独立 地 完成 这 些 简化 . 


82 ”集合 上 的 积 


1， 容许 集 


以 后 , 我 们 面临 的 不 仅 有 函数 在 区 间 上 的 积分 , 而 且 有 销 数 在 有 R* 中 另外 的 一 些 
不 太 复杂 的 集合 上 的 积分 . 


定义 1 称 集合 巨 cC R" 是 容许 的 , 如 果 它 在 R* 中 有 界 , 且 它 的 边界 9E 是 ( 勤 
贝 格 意义 下 的 ) 零 测 度 集 . 


例 1 及 3(R") 中 的 立方 体 , 四 面体 和 球 都 是 容许 集 . 


例 2 设 定义 在 nn 一 1 维 区 闻 CR"*-! 上 的 函数 oj :了 一 下,; 二 1,2, 在 任意 点 
rz ET, 满足 pi1(z) < oz(z). 如 果 这 两 个 函数 连续 , 那么 由 81 中 例 2 可 以 断定 , R” 中 
由 这 两 个 函数 的 图 形 和 位 于 区 间 了 的 边界 07 上 的 侧 柱 面 所 围 的 区 域 是 R* 中 的 容 
许 集 . 


我 们 知道 , 集合 EC R"* 的 边界 8E 由 下 列 点 组 成 , 这 种 点 的 任意 邻 域 中 既 有 集 
合 马 中 的 点 , 义 甩 在 RR* 中 的 余 集 的 点 . 因此 , 成 立 


引 理 1 对 于 任意 集合 ,Fil, Po C R": 
a) 0 是 及 ”中 的 闭 集 ; 

b) DB UP2) COPIUOP2>; 

cj) 0(Ei {Ez2) COFIUOPo2; 

dB \ Ez) caEiLjaBE 


由 此 结合 定义 1 可 推出 
引 理 2 有 限 个 容许 集 的 并 或 交 是 容许 集 ; 容许 集 的 差 也 是 容许 集 . 


注 1 一 般 来 说 , 引 理 2 对 于 无 限 个 容许 集 不 成 立 , 而 且 引 理 1 中 相应 的 断言 
b) 和 c) 对 无 限 个 集 也 不 成 立 . 


注 2 容许 集 的 边界 不 仅 是 R" 中 的 闭 集 , 而 且 是 R" 中 的 有 界 集 , 也 就 是 说 , 容 
许 集 的 边界 是 R" 中 的 紧 集 . 因此 , 由 8§1 中 引 理 3, 它 可 以 用 体积 之 和 任意 接近 于 零 
的 有 限 区 间 组 来 履 荔 . 
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现在 我 们 研究 容许 集 EE 的 特征 函数 
(z) = 1, 若 X€ Eb, 
Kaw 0, 帮 zg¢E. 


对 于 任意 集合 EE, 函数 x_(z) 在 集合 的 边界 点 间断 , 且 只 在 的 边界 点 间断 
此 , 如 果 巨 是 容许 集 , 那么 函数 x_(z) 就 几乎 在 空间 Rn 的 所 有 点 连续 


2. 集合 上 的 积 


设 /是 定义 在 集合 E 上 的 函数 ， 像 前 面 那样 , 约定 用 记号 f(z) 表示 在 点 
z € 马 等 于 f(z), 而 在 电 外 等 于 零 (虽然 在 EE 外 没有 定义 ) 的 函数 


定义 2 函数 f 在 集合 马上 的 积分 由 关系 式 


| f(x)dz := fi (T)dx 
E I 
定义 , 其 中 了 是 任 一 包含 集合 EB 的 区 间 . 


如 果 等 式 右 边 的 积分 不 存在 , 则 说 f 在 集合 上 不 ( 黎 要 ) 可 积 . 否则 就 说 f 
在 集合 忆 上 ( 黎 曼 ) 可 积 . / 

由 在 集合 BE 上 黎 曼 可 积 的 一 切 函 数组 成 的 集合 用 记号 XM(E) 表示 . 

自然 需要 说 明定 义 2 的 合理 性 , 为 此 只 需 证 明 


引 理 3 如 果 J 和 Is 是 两 个 分 别 包 含 集合 巴 的 区 间 , 那么 积分 


人 fx (xz)dz, 人 j (Z)a7 
同时 存在 或 同时 不 存在 , 而 且 在 同时 存在 时 它们 的 值 相 等 


< 我 们 考察 区 间 工 = 开门 三, 由 条 件 了 2 电 . 函数 户 ， 的 间断 点 或 者 与 了 在 三 
上 的 间断 点 相同 , 或 者 是 函数 x 的 间断 点 , 从 而 属于 9E. 无 论 是 哪 种 情况 , 所 有 间 
断 点 均 属 于 I 门卫 门 12. 因此 由 勒 贝 格 准则 ($1 定理 1) 推出 , 请 ”在 区 间 ,了 ,1 上 
的 积分 同时 存在 或 同时 不 存在 ， 如果 它 们 存在 , 那么 我 们 可 以 根据 自己 的 需要 来 选 
择 I, 卫 ,I 的 分 划 , 因此 , 我 们 只 取 区 间 工 , I 的 那样 的 分 划 , 它们 是 区 交工 = 五 门 妃 
的 分 划 的 延 拓 . 因为 所 研究 的 函数 在 I 外 等 于 零 , 所 以 对 应 于 五 和 I 的 上 述 分 划 
的 积分 和 就 等 于 区 间 工 的 相应 分 划 的 积分 和 . 由 此 取 极 限 后 便 知 所 研究 的 函数 在 厂 
和 I。 上 的 积分 都 等 于 它 在 区 间 上 上 的 积分 . 

从 区 间 上 积分 存在 性 的 勒 贝 格 准则 (§1 定理 1) 和 定义 2 可 推出 


定理 1 函数 :已 一 了 在 容许 集 上 可 积 , 当 且 仅 当 它 有 界 且 几乎 在 集合 互 的 
所 有 点 连续 . 

< 函数 f。 与 函数 f 相 比 , 只 可 能 在 集合 E 的 边界 9E 上 增加 新 的 间断 后 , 而 
由 条 件 , 这 种 间断 点 组 成 的 集合 是 零 测度 集 . 。 


§2 ”集合 上 的 积分 “ 111 . 


3. 容许 集 的 测度 (体积 
定义 3 称 量 


u{E) = /1 “dz 
为 有 界 集 Ec R" 的 ( 若 尔 当 ) 测度 或 体积 , 如 果 这 里 的 ( 黎 曼 ) 积分 存在 的 话 . 


因为 
fia = fx de 


而 函数 x， 的 间断 点 集 与 9B 相同 , 所 以 由 勒 幢 格 准 则 可 知 , 所 引进 的 测度 只 对 容许 
集 有 定义 . 

因而 , 容许 集 且 只 有 容许 集 才 是 定义 3 意义 下 的 可 测 集 . 

现在 解释 量 j.(E) 的 几何 意义 . 

如 果 忆 是 容许 集 , 那么 


Hu(E) = |, X(T)dz = /x (Z)dz = fx (xz)dz, 


其 中 后 两 个 积分 是 相应 的 达 布 下 积分 与 达 布 上 积分 . 由 积分 存在 的 达 布 准则 (81 害 
理 3), 集合 的 测度 u(E) 有 定义 , 当 且 仅 当 这 里 的 下 积分 与 上 积分 相等 . 按 达 布 定理 
(§1 定理 2), 它们 是 函数 x， 对 应 于 区 间 工 的 分 划 P 的 下 积分 和 与 上 积分 和 的 极限 . 
但 由 函数 x， 的 定义 , 下 积分 和 等 于 分 划 P 位 于 内 的 区 间 的 体积 (这 是 内 接 于 E 
的 多 面体 的 体积 ) 之 和 , 而 上 积分 和 等 于 分 划 P 的 与 集合 有 公共 后 的 那些 区 间 的 
体积 (外 切 多 面体 的 体积 ) 之 和 . 所 以 u(B) 是 当 A(P) 一 0 时 内 接 于 五 的 多 面体 体 
积 和 外 切 于 E 的 多 面体 体积 的 公共 极限 , 这 与 通常 的 关于 简单 区 域 Cc R" 的 体积 
概念 相 吻 合 . 
通常 称 = 1 时 的 体积 为 长 度 , 而 n = 2 时 为 面积 . 


注 3 现在 我 们 来 说 明 , 为 什么 有 时 称 由 定义 3 引进 的 集合 的 测度 以 (五 ) 为 车 
尔 当 测度 . 


定义 4 集合 已 c 了 ” 称 为 车 尔 当 意义 下 的 零 测度 集 , 或 者 零 体积 集 , 如 采 对 于 
任意 的 s > 0, 它 可 以 用 满 是 


Kk 
>», | 五 | < 5 
2 二 上 
的 有 限 区 间 组 石 ,… , I 覆盖 . 


与 勒 贝 格 零 测度 相 比 较 , 这 里 要 求 有 限 覆 盖 . 因此 阁 尔 当 零 测度 集 类 比 勒 贝 格 
零 测度 集 类 小 . 比如 有 理 点 焦 是 勒 贝 格 零 测度 集 但 不 是 若 尔 当 零 测度 集 . 
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显然 , 为 使 内 接 于 有 界 集 五 的 多 面体 体积 的 上 确 界 与 外 切 于 五 的 多 面体 体积 


的 下 确 界 相等 (作为 的 测度 NA 五 ) 或 体积 ), 必须 且 只 需 集合 EE 的 边界 8E 有 若 尔 
当 零 测度 . 正 是 由 于 这 个 原因 , 我 们 采用 


定义 5 集合 称 为 若 尔 当 可 测 的 , 如 果 妃 有 界 , 并 且 它 的 边界 有 若 尔 当 堆 
测度 ， 


从 注 2 可 以 看 出 , 若 尔 当 可 测 集 类 就 是 由 定义 1 所 引进 的 容许 集 类 . 这 也 就 是 


上 面 定 义 的 测度 j(E) 为 什么 可 以 称 为 ( 若 尔 当 可 测 ) 集 EB 的 若 尔 当 测度 的 原因 . 


练习 


工 . 


a) 试 证 , 如 果 集 合 巨 C RR” 使 得 y(E) = 0, 那么 对 于 这 个 集 的 闭 包 EE 也 成 立 等 式 jy(E) = 
0. 

b) 试 举 出 有 界 的 勒 贝 格 零 测度 集 五 , 使 E 的 闭 包 EE 不 是 勒 中 格 零 测度 集 的 例子 . 

c) 试 说 明 , 是 否 应 把 81 中 引 理 3 的 断言 b) 理解 为 : 对 于 紧 集 来 说 , 若 尔 当 堆 测度 集 概 念 
和 勒 贝 格 零 测度 集 概 念 是 一 致 的 . 

d) 证 明 , 如 果 有 界 集 巨 C R" 在 及" 的 超 平 面 上 的 射影 有 一 1 维 零 体积 , 那么 集合 五 
本 身 有 了 维 零 体 积 . 

e) 试 证 , 没有 内 点 的 若 尔 当 可 测 集 有 等 体积 . : 

a) 如 果 妃 不 是 容许 集 ( 若 尔 当 可 测 的 ), 定义 2 所 引进 的 函数 f 在 有 界 集 五 上 的 积分 是 
否 存 在 ? 

b) 在 有 界 但 不 若 尔 当 可 测 的 集 EE 上 的 第 值 函 数 是 人 否 可 积 ? 

c) 断言 “如果 函数 f 在 集合 妃 上 可 积 , 那么 这 个 函数 在 集合 EE 的 任 一 子 集 4C 吾 上 的 
限制 f|4 是 4 上 的 可 积 函 数 ”是 否 正确 ? 

d) 对 于 定义 在 有 界 (但 不 一 定 者 尔 当 可 潮 ) 集 媚 上 的 函数 『 : 已 一 恨 , 指出 它 在 EB 上 的 
黎明 积分 存在 的 必要 条 件 和 充分 条 件 . | 

a) 设 已 是 勒 贝 格 零 测 度 集 , 而 f : EB 一 R 是 BE 上 的 连续 有 界 函 数 ，f 是 否 总 在 E 上 
可 积 ? : 

b) 对 若 尔 当 零 测度 集 已 回答 问题 a) 

c) 如果 a) 中 所 指 的 函数 f 的 积分 存在 , 积分 值 等 于 多 少 ? 


. 布 鲁 因 -闵可夫 斯 基 不 等 式 


对 于 非 空 集合 4.B CR", 令 A+B := {a+bla€ 4,be B}, 串 做 它们 的 (闵可夫 斯 


基 意 义 下 的 向 量 ) 和 . 设 V(E) 表示 集合 EE C RR" 的 体积 . 


a) 验证 , 如 果 4 和 B 是 标准 的 n 维 区 间 (平行 多 面体 ), 则 
V*(A+B)>V"*(A)+V"(B). 


b) 对 任意 可 测 紧 集 4 和 B. 证 明 上 述 不 等 式 ( 它 叫 布 鲁 恩 -闵可夫 斯 基 不 等 式 ). 
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c) 试 证 , 布 鲁 思 -闵可夫 斯 基 不 等 式 仅 在 以 下 三 种 情况 化 作 等 式 : 或 V(4 二 B) = = 0， 或 A 
和 B 都 是 单 点 集 , 或 4 和 B 是 同位 相似 凸 体 . 
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1. 作为 线性 泛 函 的 积分 


命题 1 a) 有 界 集 巨 CR" 上 黎 要 可 积 函数 全 只 (已 ) 关于 通常 的 函数 加 法 乞 
” 数 与 数 的 乘法 运算 是 线性 空间 . 
b) 积分 是 空间 R(E) 上 的 线性 泛 函 


| :mE) 一 及 


< 考虑 到 有 限 多 个 零 测 度 集 的 并 集 也 是 零 测 度 集 , 则 从 函数 在 区 间 上 积分 存在 
性 的 勒 贝 格 准 则 可 直接 推出 论断 a). 
考虑 到 积分 和 的 线性 性 , 由 极限 过 程 得 到 积分 的 线性 性 . > 


注 1 由 于 当 A(P) ”0 时 积分 和 的 极限 与 标志 点 上 的 选择 无 关 , 可 以 推出 


(fe R(B))A( 在 BB 上 几乎 处 处 有 f(x) = 0) => (fi f(z)dz = 0). 

因此 , 如 果 两 个 可 积 函 数 在 集合 EE 的 几乎 所 有 的 点 都 相等 , 那么 它们 在 上 
的 积分 也 相等 . 所 以 , 如 果 把 在 集 妃 上 几乎 处 处 相等 的 函数 作成 一 个 等 价 类 , 作 线 
性 空间 R(E) 的 商 空间 , 那么 , 由 这 些 等 价 类 组 成 一 个 线性 空间 RXR(E) ,积分 也 将 是 
(BE) 上 的 线性 泛 函 . 

2. 积分 的 可 加 性 


虽然 我 们 遇 到 的 总 是 容许 集 EC R", 而 在 第 一 段 中 也 可 以 不 作 此 假设 (我 们 就 
是 这 么 做 的 ), 但 是 , 以 下 将 只 涉及 容许 集 . 


命题 2 设 忆 ,Eo 是 有 Rr" 中 的 容许 集 , 而 f 是 定义 在 UE2 上 的 通 数 
a) 成 立 关系 式 


6 A > G/ yao/ ram 


> f(z)dz. 


b) 如 果 还 知道 J(Bi Ez) = 0, 那么 在 积分 存在 的 条 件 下 成 立 等 式 


fs f(r)dz = 人 f(z)dz+ 人 f(z)dz. 
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< 断言 a) 可 从 容许 集 上 黎 曼 积分 存在 性 的 勒 贝 格 准 则 (8§2 定理 1) 推出 , 这 时 
只 需 注意 容许 集 的 并 集 和 交集 也 是 容许 集 (82 引 理 2) . 
为 了 证 明 论 断 b), 我 们 首先 指出 


XE,U E> (7) 一 XE (Zz) 十 多 已 (7) XE NE (7). 


因此 , 取 工 2 EiU Ez, 利用 它 可 得 


人 f(s)dz = | fo adz= | fxs, (zjdz 
+ Gdz- | hrsns, (x)dz 
= | twat f fa 


这 是 因为 , 从 a) 知道 积分 


| fxs, ns, (7)d7 = 上 Bb f(x)dz 
存在 , 而 因 jy(Ei 门 B2) = 0, 所 以 这 个 积分 等 于 零 . ( 见 注 1) > 
3. 积分 的 估计 
a. 一 般 估计 


我 们 从 积分 的 一 个 一 般 估计 开始 , 这 个 估计 对 于 取 值 于 完备 线性 赋 范 空间 的 函 
数 的 积分 也 成 立 . 


命题 3 如 有 果 f ER(E), 那么 |f|€ RH(E), 而 且 成 立 不 等 式 


] f sa < /oa 


< |f| eR(E) 从 积分 的 定义 和 函数 在 区 间 上 可 积 的 勒 贝 格 准则 推出 . 
上 述 不 等 式 从 相应 的 积分 和 的 不 等 式 取 极 限 即 可 得 到 . > 


b. 非 负 函 数 的 积分 
以 下 断言 仅 涉及 实 值 函数 
命题 4 对 于 函数 了 :万 一 耻 以 下 命题 成 立 : 


(f ERCE) A (Vz € E(f(z) > 0)) = )= f(z)dz 2 0 
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< 事实 上 , 因为 在 妃 上 jz) > 0, 所 以 在 R" 中 f(z) > 0. 其 次 , 由 定义 


/raaz= 1/ espjdm 


按 条 件 , 后 一 个 积分 存在 , 而 它 是 非 负 积 分 和 的 极限 , 所 以 积分 非 负 . > 
从 命题 4 依次 得 到 


推论 1 


(f,g ER(E))A(f «9, 在 EL 上 ) 


=> (/ f(x)dzr < ra . 


推论 2 如 果 je R(E) 并 在 容许 集 巨 的 每 一 点 满足 不 等 式 mm < f(z) < M， 
那么 


mu(B) < 人 flzjdz < Mu(E). 


推论 3 如 果 f ER(E),m = inf f(2), M 一 supf (2), 那么 有 数 0 € [m, M1 使 得 
证 工 忆 


| fdr = ou(E) 
推论 4 如 果 已 是 连通 的 容许 集 , 函数 :已 一 及 连续, 那么 有 点 《E 忆 使 得 
| fa = fe)n(B) 
推论 5 如 果 对 推论 2 补充 假定 : 有 定义 在 忆 上 的 非 负 画 数 gE R(E), 那么 
m | gle)de < | sgt)a < M | ge)dr 
最 后 的 论断 是 一 维 积分 中 的 积分 中 值 定理 的 推广 , 通常 也 称 它 为 积分 中 值 定理 


< 它 可 以 从 不 等 式 mg(x) < f(x)g(x) < Mg(z)， 并 考虑 到 积分 的 线性 性 以 及 推 
论 1 推出 . 也 可 以 采用 如 下 方法 直接 证 明 : 把 集合 上 的 积分 化 成 相应 区 间 上 的 积 
分 , 对 积分 和 验证 不 等 式 , 然后 取 极限 . 因为 所 有 这 些 在 一 维 的 情况 已 详细 地 讨论 过 ， 
所 以 我 们 不 再 停留 在 细节 上 . 我 们 仅仅 指出 , 显然 可 从 勒 贝 格 准 则 推出 函数 f 和 9 
的 乘积 fg 的 可 积 性 . w 


现在 我 们 利用 所 得 到 的 关系 式 验证 以 下 有 用 的 引 理 , 以 展示 这 些 关 系 式 的 作用 . 


引 理 a) 如 果 在 区 间 了 上 非 负 函数 了 :了 一 下 的 积分 等 于 零 , 则 在 区 间 工 的 几 
乎 所 有 的 点 f(z) = 0, 


b) 用 任意 容许 ( 即 若 尔 当 可 测 ) 集 马 代替 区 间 了 时 , 论断 a) 仍然 成 立 
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4 由 靳 贝 格 准 则 , 函数 fe R(T) 在 区 间 I 上 几乎 处 处 连续 , 因此 , 如 果 我 们 能 
证 明 f 在 任意 连续 点 ae 了 有 fla) = 0, 那么 论断 a) 便 得 到 证 明 . 

假设 f(a) > 0, 则 在 点 a 的 某 个 邻 域 Uj(a)( 邻 域 Uj(a) 可 以 认为 是 区 间 ) 有 
f(z) > e > 0, 所以, 由 已 证 的 积分 性 质 


/aa 一 | f(x)dz 十 人 f(z)dz 


> 1 f(z)dz > cy(Ui(a)) > 0 
Ur(a) 
所 得 的 矛盾 说 明 论 基 9) 成 立 . 如 果 把 这 个 结论 用 于 函数 /并 考虑 到 (9) - 
0 便 得 论断 b). > 


注 2 从 刚 证 明 的 引 理 推出 , 如 果 EE 是 了 中 的 若 尔 当 可 测 集 , 而 R(E) 是 注 1 
中 的 等 价 函 数 类 的 线性 空间 (每 个 等 价 类 中 的 各 个 函数 在 集 EE 上 都 可 积 , 且 彼 此 只 
可 能 在 勒 贝 格 零 测度 集 上 有 所 不 同 ), 那么 量 | f= [1fl(z)dz 是 R(E) 上 的 范 数 . 


4 事实 上 , 因为 现在 从 等 式 [|f|(z)dz = 0 可 以 推出 f 和 恒 等 于 零 的 函数 属于 
同一 个 等 价 类 . > 
练 ” 习 
1. 设 马 是 其 非 零 测度 的 若 尔 当 可 测 集 , 而 f : 忆 一 恨 是 EE 上 的 连续 非 负 可 积 沙 数 ,， MM = 


lim (fr (ar) “人 


2. 证 明 , 如 果 f,g e RR(B), 那么 成 立 
a) 赫 尔 德 不 等 式 


fu-nearl < (f mo) (for ia) 
] 


b) 闵可夫 斯 基 不 等 式 


(f f+ oP) < (f paaz) + 人 [ oaz) 


其 中 > 1 
试 证 
c) 如 果 0 < p < 1 上 面 的 不 等 式 变 为 反问 不 等 式 ， 
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d) 在 闵可夫 斯 基 不 等 式 中 等 号 成 立 ， 当 且 仅 当 存 在 数 入 > 0, 使 得 在 EE 上 几乎 处 处 成 立 
f = 和 9g 或 者 g = Af. z 
e) 量 fl»p= (十 J JPGjdo] 这 里 j(E) > 0, 关于 p € 民 是 单调 的 , 且 当 
Dp 之 1 时 是 空间 狼 ( 五 ) 的 范 数 . | 
说 明 在 怎样 的 条 件 下 赫 尔 德 不 等 式 中 的 等 号 成 立 . 
3, 设 吾 是 及 "中 的 若 尔 当 可 测 集 , 而 且 jy(E) > 0. 验证 , 如 果 pe C( 忆 ;以 ), 而 上 :了 一 下 是 


凸 国 数 , 那么 
1 (而 /oujs; 面 人 good 


4. al) 试 证 , 车 E 是 RR" 中 的 车 尔 当 可 测 集 , 而 上 的 可 积 函 数 :EE 一 民 在 它 的 内 上 后 a EE 
连续 , 则 : 


1 
im。 Usa)) hs f(x)dz = f(a), 


其 中 US(a) 表示 点 a 在 集 妃 中 的 5- 邻 域 


b) 验证 , 如 果 把 条 件 “a 是 EE 的 内 点 ”用 条 件 “ 对 任意 的 6 > 0 有 nu(UZ(a)) > 0” 来 代 
替 , 上 面 的 关系 仍然 成 并. 
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1. 高 比 尼 包 定理 


到 目前 为 止 , 我 们 讨论 了 积分 的 定义 , 它 的 存在 条 件 以 及 它 的 一 般 性 质 . 这 里 将 
证 明 这 样 一 个 定理 , 它 与 变量 替换 定理 一 样 是 计算 重 积 分 的 工 其 : 


定理 @ 设 XxY 是 有 Rmt" 中 的 区 间 , 它 是 区 间 久 CRm 和 区 间 Y C Rn 的 
直 积 . 如 果 函 数 了 :天 xy 一 腿 在 和 xyY 上 可 积 , 那么 积分 


,fle wdrdy 人 dz | f(z,y)dy, | dy 人 f(x,y)dr 


同时 存在 且 彼此 相等 


在 着 手 证 明定 理 以 前 , 我 们 先 解释 一 下 公式 中 所 引进 的 记号 的 意义 
积分 jy f(z,Y)drdy 表示 我 们 熟知 的 关于 变量 x € XX,y EY 的 函数 f 在 区 
间 X xyY 上 的 积分 . 
@ 富 比 尼 (G. Fubini) (1879 一 1943) 是 意大利 数学 家 . 他 的 主要 著作 是 关于 函数 和 几何 理论 的 . 
@ 这 个 定理 早 在 函数 论 中 有 名 的 富 比 尼 定理 出 现 以 前 就 已 经 得 到 证 明 , 它 是 富 比 尼 定理 的 特殊 


情况 . 但 通常 把 重 积分 的 计算 化 为 低 维 累 次 积分 的 定理 称 为 富 比 尼 型 定理 , 或 为 简单 起 见 , 就 称 为 
富 比 尼 定 理 . : 
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记号 中 dz fy f(z,y)dy 应 作 如 下 理解 : 对 于 固定 的 值 ze XX 计算 区 间 了 上 的 
积分 F(z) = 太 f(z,y)dy, 再 将 所 得 的 函数 FF : XX 一 民 在 区 间 X 上 积分 . 这 时 , 如 
果 对 于 其 个 TEX 积分 

| f(zx,y)dy 


不 存在 ， 那么 令 F(z) 等 于 包括 下 积分 J(z) = ,f(z,y)dy 和 上 积分 J(z) = 
Tf(z,y)ady 本 身 在 内 的 J(z) 和 T(z) 之 间 的 任何 一 个 数 . 将 证 明 Fe R(X). 

记号 [jdy fy f(x,y)dzx 有 类 似 的 意义 . 

在 证 明定 理 的 过 程 中 将 会 清楚 , 使 J(z) 关 J(z) 的 点 zx e X 的 集合 是 X 中 的 
m 维 零 测度 集 . 

类 似 地 , 使 积分 [,. f(x,y)dz 不 存在 的 那些 y e Y 的 集合 是 了 中 的 n 维 零 测度 
最 后 我 们 指出 , 与 当时 约定 叫做 重 积分 的 m +n 维 区 间 X x Y 上 的 积分 不 同 ， 
通常 称 先 计算 函数 f(z,y) 在 Y 上 后 在 X 上 或 先 在 X 上 后 在 Y 上 的 积分 为 这 个 
函数 的 累 次 积分 . 

如 果 X 和 了 了 是 直线 上 的 区 间 , 那么 所 述 定 理 原 则 上 把 区 间 X xY 上 二 重 积分 
的 计算 归结 为 逐次 计算 两 个 一 维 的 积分 . 显然 , 应 用 这 个 定理 若干 次 , 可 以 把 k 维 区 
间 上 积分 的 计算 化 为 逐次 计算 个 一 维 积分 . 

所 述 定理 的 实质 是 很 简单 的 , 它 可 以 说 明 如 下 . 我 们 研究 把 区 间 X xY - 分 为 区 
间 X; x 于 的 分 划 所 对 应 的 积分 和 


D> _ f(zi,y;) x [Xi [Yl. 

7 了 
因为 了 在 X xy 上 的 积分 存在 , 所 以 标志 点 &; E X; x 了 可 以 随意 选择 , 我 们 把 它 
取 作 选择 zi e X; CX 和 选择 y; Ee Y; CY 的 “ 直 积 ”. 这 时 可 得 


》 f(zi, Yi) Xi| :|Y;| = 》 |X:| > f(zi, yi)|Y;| 
1,7 t 了 
一 >》 | >》 f(zi, y;)| Xil, 
了 多 


这 正 是 我 们 的 定理 取 极 限 前 的 形式 . 

现在 给 出 它 的 正式 证 明 . 

4 区间 和 xy 的 任意 分 划 P 由 区 间 X 和 了 的 相应 分 划 Px, Py 寻 出 , 这 时 ， 
分 划 P 的 每 个 区 闻 是 形 如 Xi x 了; 的 直 积 , 其 中 X; 和 六 分 别 是 分 划 Px, Py 的 区 
间 X;,Y. 由 区 间 和 体积 的 性 质 , 有 |X; x Y| = |Xi| :| 其中 每 个 体积 是 相 诺 的 区 辐 
在 它们 自己 所 属 的 空间 Rm"+", 及 m, Rn” 中 体积 . 
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现在 , 利用 下 确 界 和 上 确 界 的 性 质 , 下 积分 和 与 上 积分 和 的 定义 以 及 积分 的 定 
义 , 进行 以 下 估计 : 


s(f,P)= 2 inf f(z Xi x Yl 


i veY, 
< 2 if 5 a jee [Xi 
2 | 
< 2 ( f(r, Way |Xi| < 2 F(z)|Xi| 
< 2 up F(T)|X;| < 2 sp (f sve) | 全 


< 》 sup sup f(x, |Y;| | |Xil 
2 sp 5 YE 了 


< 5 sup f(s,WIXi x 1= 50,P). 


” yeY; 


因为 fe R(X xY), 所 以 当 A(P) 一 0 时 , 这 些 不 等 式 两 端的 项 趋 于 函数 f 在 
区 间 X x Y 上 的 积分 值 . 于 是 从 所 写 的 估计 中 推出 Fe R(X) 且 成 立 等 式 
.fle Wdrdy = 人 Fed 
我 们 完成 了 先 在 了 后 在 X 的 累 次 积分 的 证 明 显然 先 在 X 后 在 Y 的 累 次 积 
分 的 情况 可 以 类 似 地 进行 讨论 . > 
2. 一 些 推 论 


推论 1 若 fe R(X xY), 则 (在 勒 贝 格 意义 下 ) 对 几乎 所 有 的 ze XX, 积分 
J f(z,y)dy 存在 ; 对 几乎 所 有 的 yeEY, 积分 [x f(z,y)dr 存在 . 


a 根据 所 证 的 定理 , 有 


人 (J few 一 /ve ou dr =0. 


而 括号 中 的 上 、 下 积分 的 差 是 非 负 的 . 根据 83 中 的 引 理 可 以 推出 , 这 个 差 在 几乎 所 
有 的 点 ze X 等 于 零 . 于 是 , 由 达 布 准则 (81 定理 3), 对 几乎 所 有 的 ze 久 积分 
广 f(z,y)ady 存在 . 

所 作 断 言 的 第 二 部 分 也 可 类 似 地 证 明 . mw 
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推论 2 如 果 区 间 JCR" 是 闭 区 间 无 = fai,bi(i 二 1,.…,n) 的 直 积 , 那么 


b™ b™™! 六 
| fa = / dr" | doa". | f(x, x ,ZJdz 
1 Qn an—l al 


< 显然 , 重复 利用 所 证 的 定理 便 可 得 到 这 个 公式 . 右边 的 所 有 内 层 积 分 都 像 定 
理 中 那样 理解 . 例如 , 处 处 可 以 置 入 上 积分 号 或 下 积分 与 . > 


例 1 设 /zyz)=zsin(z 十 切 . 求 这 个 函数 在 区 间 Tc 了 3 上 的 积分 , 其 中 了 
由 关系 式 0 < x <7,|y| < 7/2,0 < z <1 人 确定. 


根据 推论 2, 有 


1 /2 Tn 
/// f(x,Yy, s)drdydz = 上 dz | dy | zsin(z + y)dz 
0 —_x/2 0 
I 


1 Tn/2 
fa rom om 
0 一 可 /2 
1 -x/2 
=- | dz 2z cos ydy 
0 


—7/2 


= f sin yl 2)dz = 人 4zdz = 2. 
可 以 把 所 证 的 定理 用 于 十 分 一 般 的 集合 上 的 积分 的 计算 
推论 3 设 DD 是 R" ”中 的 有 界 和 集 ,而 
E={(x,y) € Rl(z € D)A (Pi1(7) & y < p2(7))}. 
若 fe R(E), 则 
人 jz,yjdzdy = 人 dz / “ f (x, y)dy. (1) 


Pp1(7) 


志 若 zeD, 设 EE. = {(z,y) € R?Ip1(z) < Y < gp2(7T)}. 而 当 w 4 D 时 , 令 
Es = 2. 我 们 看 到 , x (x,y) = Xp (x) .Xe (办. 回忆 集合 上 积分 的 定义 并 利用 富 比 尼 
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定理 , 我 们 得 到 
| f(x, y)drdy = / fx (x, Ydrdy 
E IDE 


= | dz | fx (x,y)dy 
i- DD ,OE: 


于 


一 / | / | f(x,Y) Xs, wy Xp (T)dr 
= / | / 和 f(z, Wey) Xp(zjdz 
-人 ( / 和 few ) ee 


”这 里 , 内 层 积分 也 可 能 在 点 ze D 组 成 的 某 个 勒 贝 格 零 测度 集 上 不 存在 , 这 时 
它 有 像 上 边 证 明了 的 富 比 尼 定 理 中 一 样 的 含义 . > 


注 在 推论 3 的 条 件 中 ， 如 果 集合 也 车 尔 当 可 测 , 而 函数 wi : D -> R(i = 1,2) 
连续 , 那么 集合 BC Rn” 若 尔 当 可 测 . 


< 集合 已 的 边界 8E 由 两 个 连续 函数 o; : D 一 R(i = 1,2) 的 图 形 (由 31 例 2， 
它们 是 零 测 度 集 ) 以 及 集合 D c R"~1! 的 边界 与 充分 大 的 长 为 ! 的 一 维 闭 区 间 的 直 
积 的 一 部 分 2 组 成 . 按 条 件 , 9D 可 以 用 n =- 1 维 区 间 组 覆盖 , 昌 这 些 区 间 的 nn 一 1 
维 体积 之 和 小 于 e/l. 这 些 区 间 与 所 选 (长 为 ! 的 ) 区 间 的 直 积 给 出 了 集合 2 的 覆盖 ， 
它们 的 体积 之 和 小 于 e. > 

根据 这 个 注 可 知 , 这 种 结构 的 可 测 集 ( 像 任 意 可 测 集 一 样 )E 上 的 函数 f :EE 一 
1€ RR 是 可 积 的 . 利用 推论 3 和 可 测 集 的 测度 的 定义 可 以 推出 


推论 4 在 推论 3 的 条 件 中 如 果 集合 D 车 尔 当 可 测 ,而 函数 pi : D 一 RR(i 一 
1,2) 连续 , 那么 集合 已 可 测 , 且 它 的 体积 可 以 用 公式 


= 上 (pa(z) -pi(z))dz gg 
计算 
例 2 我 们 对 圆 二 {(z,y) e RR?|z? + 如 < +2} 应 用 这 个 公式 , 得 到 


AB)= | (VR (Vdy=2) Vy 
rT /2 
一 4 | Vr2— ydy = 4 | 7 COS pd(r sin ¥) 
0 * 0 


n/2 
一 47 上 cos2 opdop = rr”. 
0 
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推论 5 设 已 是 区 间 TC Rn" 中 的 可 测 集 . 把 1 表 为 n 一 1 维 区 间 I, 和 区 间 三 
的 直 积 了 二 [sx Iy. 则 对 几乎 所 有 的 值 yo < Ly, 集合 忆 用 n 一 1 维 超 平面 y= yo 所 
堆 得 的 截面 Eu 二 {(7,y) € Bly = yo} 是 这 个 超 平面 的 可 测 子 集 , 而 且 


(BE) = | p(By)dy, (3) 


其 中 (加) 当 Ey 可 测 时 是 集合 包 的 n 一 1 维 测度 , 而 当 忆 不 可 测 时 , 它 表 示 数 
J . 1.dz 和 fp,1 .dz 之 间 的 任意 一 个 数 . 
< 设 f= Xe 并 考虑 到 xs(z,y) = Xe (z) xy, (四 , 利用 所 证 的 定理 和 推论 1 即 
得 . bp 
特别 地 , 由 此 得 到 
推论 6 ( 卡 瓦 列 里 外 原理) 设 A4 和 B 是 空间 恨 3 中 两 个 有 体积 ( 即 若 尔 当 可 测 ) 
的 物体 . 设 
Ac = 1{(7,Y,2) € Alz = cl 
和 
Be = {(7x,y,2) € Blz= c} 
是 用 平面 z = c 分 别 截 物体 4 和 BB 所 得 的 截面 . 如 果 对 于 每 个 ce 民 , 集合 A。, B。 
可 测 并 有 相同 的 面积 , 那么 物体 A 和 B 有 相同 的 体积 . 
显然 , 卡 瓦 列 里 原理 可 以 推广 到 任意 维 空间 R" 中 . 
例 3 利用 公式 (3) 计算 欧 氏 空间 了 Rn" 中 半径 为 7+ 的 球 B = {zx € R"||z| < 7} 
的 体积 VV. / 
显然 , Vi = 27. 在 例 2 中 求 得 Vw = zr?. 我 们 将 证 明 Vi = cnr", 其 中 cn 是 前 
数 (下 面 我 们 再 计算 它 ). 取 球 的 任 一 直径 [--r,7] 并 对 每 个 点 ze [7r,7] ,研究 用 和 垩 
直 于 所 取 直 径 的 超 平 面 截 球 B 所 得 的 截面 B.. 因为 B, 是 -1 维 球 , 由 毕 达 哥 拉 
斯 定理 其 半径 等 于 vr2 一 xz? ,用 归纳 法 并 利用 公式 (3), 可 得 


” T /2 
VV 一 / cn_i(r? 一 r2) 3 dx 一 区 | COS” ed) rr 
一 了 一 下 /2 


(显然 , 在 导出 后 一 个 等 式 时 作 了 变换 z = rsin y.) 
于 是 证 明了 VV, = cnr", 而且 


/2 
Gn = cn / cos” pdyp. (4) 
一 下 /2 


巴 卡 瓦 列 里 (B. Cavajlierij (1598—1647) 是 意大利 数学 家 ， 是 确定 面积 和 体积 的 所 谓 不 可 分 元 方 
法 的 作者 . 
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现在 来 求 常数 c, 的 显 式 . 我 们 看 到 . 当 m > 2 时 ， 


/2 7/2 
Tn = / cos” Pd? = / cos™ 2 op(1 — sin* p)dw 
—n/2 


—7/2 
1 7/2 | 
二 jm_2 十 ml 本 S11 pd cos Pp 
1 
一 -2 一 一 一 一 /7 
m— 1 
即 有 递 推 基 系 ， 
了 ~ 
Tm Tim—2. (5) 
nm 


特别 地 I = r/2. 从 量 I 的 定义 中 直接 看 出 五 = 2. 考虑 到 石和 瑟 的 这 些 
值 , 从 递 推 公式 (5) 我 们 求 得 


(2k)!! (2k -11 


1 = i 
tl 2k + 1) 2, lon (QE (6) 


回 到 公式 (4), 我 们 得 到 
(2k)!! 
C2k+1 三 “2k 2k + 1 “2 
(2k)!! 2 (2k — D)!! 
(ETTDU 2k 
(2r) 


— C2K 一 1 
一 一 LC1、 


C2k 一 “21 (2 
(2k— 1 (2 一 2 
CR-2 (op) kD 

加 (27)*-! 
~ 27 (2k) 


但 是 , 如 上 所 见 , cl = 2, cz = T， 因此 最 终 得 到 的 体积 V, 的 公式 为 : 


“2. 


(27)” 2kt1 V = (27)™ ax (7) 


“ok 一 25TTI GUN ， 


其 中 有 EN, 而 且 这 两 个 公式 中 第 一 个 公式 对 上 二 0 也 成 并 . 


练 ” 习 


1. a) 构造 正方 形 1 C R? 的 这 样 的 子 集 , 一 方面 它 与 任意 铬 垂 线 和 任意 水 平 线 不 超过 一 个 交 
点 , 而 另 一 方面 这 个 集 的 闭 包 与 了 相同 . 
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b) 构造 函数 :7 一 到 对 于 它 , 富 比 尼 定理 中 的 两 个 累 次 积分 存在 且 相 等 , 但 f ¢¢ R(7). 

c) 举例 说 明 , 如 果 在 富 比 尼 定理 中 , 函数 F(x) 的 值 , 不 限定 它 适合 条 件 3(z) < F(x) < 
3(x), 而 在 使 3(z) < 3(z) 的 点 简单 地 令 其 等 于 0, 那么 下 (x) 可 能 成 为 不 可 积 的 .( 辟 如， 
考察 了 2 中 的 那样 的 函数 f(zx,y), 如 果 (zx,y) € R? 不 是 有 理 点 时 , 函数 f(x,y) 等 于 1， 
而 当 (z,y) E R? 是 有 理 点 (p/gq,m/n) 时 ,f(z,y) 等 于 1 一 1/g 其 中 两 个 分 数 p/q,m/n 
均 是 不 可 约 的 .) 

2. a) 由 于 有 公式 (3), 试 证 , 如 果 有 界 集 忆 用 平行 的 超 平面 族 截 得 的 截面 均 可 测 , 那么 还 不 

能 说 明 EE 是 可 测 的 . 

b) 假定 除了 a) 的 条 件 外 还 知道 公式 (3) 中 的 函数 (EE,) 在 区 间 五 上 可 积 . 这 时 是 省 可 
以 推出 巨 是 可 测 集 ? 


3. 利用 富 比 尼 定 理 和 正 函数 积分 的 正 性 , 在 了 5 让 二 是 连续 函数 的 假设 下 给 出 混合 导数 等 
Bf 682/ 
式 DZODY/ ”Dyar 的 简单 证 明 . 
4. 设 f :1s 民 是 定义 在 区 间 


Tab = {Zz E R"|a’ < r’ < b's = 1,..…: , 70} 
上 的 连续 函数 , 而 函数 下 : J,s 一 民 由 等 式 


F(x) = f(t)at 


Ta,z 


所 定义 其 中 [scC 天， 试 求 这 个 函数 关于 变量 z1, .… ,z2 的 偏 导数 
5 定义 在 矩形 = [a,4] x [c,d] c R? 上 的 连续 函数 f(z,y) 在 了 有 连续 的 偏 导数 芳 
a) 设 F(y) = / f(z,y)dz. 从 等 式 


rw= | ( f Hdat f(z,0) ) dz 
出 发 验证 菜 布 尼 英法 则 
F'(y) = / 3 yd, 


b) 设 GegJ= 尼 jtg 赂 求 天 和 责 


c) 设 H(y) = f(z,y)dz, 其 中 he Ca, 求 H'(y). 
6. 研究 积分 序列 
RD = {flay 
Fls) = afd neN, 


其 中 ff € C(R, RR). 
a) 验证 , F(Z) = Fn_1(z); P40(0) = 0, 如 果 k < n; Fr" 站 (zx) = f(z). 
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b) 试 证 ， 
z Xi Tn_1 1 I 
/ dz [ dz | f(zn)dzn = 六 / (2 —W)"f(w)ay 
7 a) 设 1:EE 一 民 是 定义 在 集 
E={(x,y ER lI0<zrz<1A0<y< zr} 


上 的 连续 函数 . 试 证 


[ dr 人 f(x, y}dy = 人 wf f(x, ydz. 


b) 用 累 次 积分 万 ” dz fe™” 1 .dy 为 例 说 明 为 什么 不 能 根据 富 比 尼 定 理 把 每 个 累 次 积分 写 
为 二 重 积分 . 
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1. 问题 的 提出 和 变量 蔡 换 公式 的 预期 结论 


在 研究 一 维 情况 的 积分 时 , 我 们 曾 得 到 重要 的 积分 变量 替换 公式 .我 们 现在 的 
任务 是 找 出 一 般 情况 下 的 变量 奉 换 公式 . 让 我 们 来 把 问题 卉 明确 . 

设 D; 是 R" 中 的 集合 ,f 是 D- 上 的 可 积 函 数 , 而 p : D; 一 Ds 是 集合 Dt C R" 
到 D。 上 的 映射 t 一 ; p(t). 问题 是 , 按 怎样 的 法 则 , 已 知 f 和 y, 可 以 求 出 D; 中 的 


函数 由, 使 成 立 等 式 
/ f(z)dz = / p(t)dt, 
D,; Dr 


它 把 D。 上 的 积分 计算 化 为 D: 上 积分 的 计算 . 

首先 假设 D, 是 区 间 I <c R", 而 o :7 D。 是 这 个 区 间 到 D。 上 的 微分 同 胚 
有 映射， 对 应 于 把 区 间 了 分 为 区 间 五 ,五 … ,I 的 分 划 PD 分 解 为 集合 p(1;),i = 
1,.… ,k， 如 果 所 有 这 些 集 合 均 可 测 , 并 且 任 意 两 个 集 的 交 只 是 零 测 度 集 , 那么 由 积 


分 的 可 加 性 , 得 
he dr = | (1) 


t=1 


如 果 f 在 D。 上 连续 , 则 由 中 值 定理 , 得 
|, fdr = feu(o() 


其 中 &; € gp(Ii). 因为 f(&;) = f(yp(5)), 其 中 ;= yp-1(&i) ,所 以 剩 下 的 是 把 p(yp(1)) 
和 和 nl Li) 联系 起 来 . 

若 p 是 线性 映射 , 则 p(1;) 是 平行 多 面体 , 从 解析 几何 和 代数 知道 , 它 的 体积 等 
于 |detw'Iu(T;). 而 微分 同 胚 在 局 部 儿 乎 就 是 线性 映射 , 因此 ， 如 果 区 间 天 充分 小 , 那 
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么 可 以 认为 Le()) 3 ldetyp'(7i)||1i| 共有 很 小 的 相对 误差 (可 以 证 明 , 适当 选取 点 
mi € I; 精确 等 式 亦 能 成 立 ). 于 是 ， 


k 天 
)> | far Df(o(r)l det p(n) (2) 


但 这 个 近似 等 式 的 右 方 是 函数 f(wp(t))| det p'(t)| 在 区 间 I 上 关于 这 个 区 间 带 标 
志 点 7 的 分 划 P 的 积分 和 , 对 AP) 一 0 取 极 限 , 从 (1) 和 (2) 得 到 


| f(z)dz = | f (p(t))| det py (Dldt. 
了 > D's 


这 就 是 所 求 的 公式 和 它 的 解释 . 这 个 公式 可 以 按 以 上 思路 严格 地 进行 证 明 (这 
也 是 值得 做 的 ). 但 是 , 为 了 学 习 一 些 新 的 有 效 的 一 般 数 学 方法 和 有 区 的 结 采 , 并 如 
免 纯 技术 性 的 烦琐 工作 , 在 以 后 的 证 明 中 有 些 地 方 我 们 将 偏离 这 种 思路 

我 们 转 问 精确 的 陈述 . 先 回忆 以 下 


定义 1 给 定 区 域 Dc R" 中 的 函数 f :DD 一 RR, 称 D 中 使 f(z) 关 0 的 乓 组 成 
的 集合 的 财 包 为 f 的 支 集 . 


在 这 一 节 里 , 我 们 要 研究 这 样 的 情况 : 可 积 函 数 f : D, 一 及 在 区 域 D, 的 边界 
近 旁 等 于 零 , 更 精确 地 就 是 , 函数 『 的 支 集 (用 suppf 表示 ) 是 Ds 内 的 紧 集 和 天 . 如 
果 f 在 D。 上 的 积分 和 在 K 上 的 积分 存在 , 那么 它们 显然 是 相等 的 , 因为 在 D; \K 
上 函数 等 于 零 ， 从 上 映射 的 观点 来 看 , 条 件 suppf = K C D; 相当 于 替换 xz = p(t) 不 
仅 在 集合 K 上 (f 的 积分 实际 上 是 在 K 上 做 的 ), 而 且 在 K 的 某 个 邻 域 D。 上 有 效 . 

现在 叙述 我 们 打算 证 明 的 


定理 1 如 果 p: Di 一 也 。 是 有 界 开 集 Di C R" 到 有 界 开 集 Ds = p(D:) C Rn" 
的 微分 同 胚 , 而 f ER(Dz) 且 suppf 是 站 中 的 紧 集 , 那么 fo pldetp | e (Di) 且 
有 公式 (积分 中 的 变量 替换 公式 ) 


f(z)dz = / fo p(t)ldety (tdt (3) 
=p(Dz) Dt 


成 立 . 
2. 可 测 集 和 光滑 映射 
引 理 1 设 p:D: 一 Ds 是 开 集 DiCRn" 到 开 集 DCR" 的 微分 同 胚 , 则 成 立 
以 下 的 断言 : 
a) 若 EE C Ds: 是 ( 勒 贝 格 意 义 下 ) 零 测度 集 , 则 它 的 像 p(B) C Do 也 是 零 测 度 
集 . 
也 通常 称 这 样 的 函数 为 在 被 研究 的 区 域 中 具有 限 支 集 . 
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b) 设 集合 El 连同 它 的 闭 包 EE: 都 包含 在 中 , 若 马 ( 在 若 尔 当 意义 下 ) 的 体 
积 为 零 , 则 它 的 像 p(Bi) = Es 及 其 闭 包 Ez 含 于 Ds 中 , 且 Es 也 有 零 体积 . 

c) 如 果 ( 若 尔 当 ) 可 测 集 EB 和 它 的 闭 包 Ei 含 于 区 域 Di 中 , 那么 它 的 像 PB, = 
p(Bi) 是 可 测 集 , 并 且 Ej.C D;. , 


< 我 们 首先 指出 , 空间 R” 的 任 一 开 子 集 D 可 以 表 为 可 列 个 闭 区 间 的 并 集 (这 
些 闭 区 间 两 两 没有 公共 内 点 )， 为 此 , 壁 如 , 可 以 把 坐标 轴 分 成 长 为 A 的 区 间 , 并 研 
究 把 空间 有" 分 成 边 长 为 A 的 小 方 体 的 相应 分 划 . 固定 A = 1, 取 这 个 分 划 含 于 
D 的 那些 小 方 体 , 用 五 表示 它们 的 并 . 进而 取 A = 1/2 ,对 而 增加 新 的 分 划 中 
含 于 DD\ 的 那些 小 方 体 , 得 到 集合 2， 等 等 ， 继续 这 样 的 过 程 , 我 们 将 得 到 集 列 
所 Ch CC...C Ph,c..., 其 中 每 个 集 均 由 有 限 个 或 可 列 个 没有 公共 内 点 的 区 间 组 
成 , 从 而 , 从 构造 的 过 程 看 出 ,出 已 , = DD. 

因为 至 多 可 列 个 零 测度 集 的 并 是 零 测度 . 所 以 , 断言 a) 只 需 对 含 于 闭 区 间 I c 
D; 的 集 锯 验证 . z 

因为 ee COD(D( 即 we C(T)), 所 以 存在 常数 M, 使 得 | yp'(t) < M 在 I 上 成 
立 . 根据 有 限 增 量 定理 , 对 任意 一 对 点 1,t2 ET 以 及 它们 的 像 zi = p(t1),7Y2 = p(t2) 
应 当 满 足 关 系 jza 一 zi| < Mltz 一己 |. 

现 设 区 间 集 { 石 } 是 集合 EE 的 满足 汀 11| < e 的 覆盖 . 不 失 一 般 性 可 以 认为 
天 一 五 门 工 C 工 

显然 , 集 2(D) 组 成 的 集 类 {op(1;)} 构成 集合 囊 = p(Bi) 的 覆盖 . 如 果 t; 是 区 
间 的 中 心 , 那么 由 上 边 确立 的 在 映射 p 下 距离 的 可 能 变化 的 估计 得 知 , 所 有 集合 
p(J) 可 以 用 以 zi = y(ti) 为 中 心 的 那样 的 区 间 I 覆盖 , 其 线 元 是 区 间 I; 的 相应 线 
元 的 M 倍 . 因为 | = M?"|Hl, 而 p(B1) c UE, 所 以 我 们 得 到 了 集合 p(B) = E。 
用 区 间 组 的 覆盖 , 这 些 区 间 的 体积 之 和 小 于 Mre . 从 而 引 理 的 主要 断言 a) 得 证 

断言 b) 可 从 a) 推出 . 如 果 考 虑 到 豆 ; 是 勒 贝 格 零 测度 集 , 从 而 由 a), Bz = p(Bi) 
也 是 勒 贝 格 零 测度 集 , 以 及 互 , 是 紧 集 , 从 而 芋 , 也 是 紧 集 . 根据 81 的 引 理 3, 一 切 
具 勒 贝 格 零 测度 的 紧 集 本 来 都 有 零 体积 

最 后 , 如 果 注 意 到 可 测 集 的 定义 , 以 及 微分 同 胚 把 集合 及 的 内 点 变 为 它 的 像 集 
,= p(Be) 的 内 点 , 从 而 有 8B = yp(8E4). 则 断言 c) 可 直接 从 b) 推出 . > 


推论 在 定理 的 条 件 下 , 公式 (3) 右 端的 积分 存在 . 


< 因为 在 D; 中 |detyp'(t)| 关 0, 所 以 suppfop:ldeto'| = suppf op = p(supp7) 
是 D 中 的 紧 集 . 因而 函数 /op . ldete'lx。 在 R" 中 的 间断 点 是 函数 f 在 Ds 中 
间断 点 的 原 像 而 与 函数 x。 完全 无 关 . 但 是 fe R(D。), 因此 函数 f 在 D。 中 的 间 
断 点 集 已 是 勒 贝 格 零 测 度 集 . 于 是 , 根据 引 理 的 断言 a), 集合 EB = p(BEs) 有 和 零 
测度 . 现在 , 由 勒 贝 格 准则 可 以 推出 , 函数 fo pl det e'|xo, 在 任意 区 间 五 2 Pi 上 可 
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积 . > 
3. 一 维 情 形 


引 理 2 a) 如果: 一 I 是 区 间 工 CR 民 ! 到 区 间 1 C 了 有 R! 上 的 微分 同 胚 , 而 
f EMR(I), 那么 fop:|Ivp|€E R(T) 且 


/ f(z)dz = / (f op Ip) (td (4) 
i, I 


b) 公式 (3) 在 有 R! 中 成 立 . 


4 引 理 2 的 断言 a) 虽然 实际 上 是 已 经 知道 的 , 这 里 , 我 们 将 利用 已 经 掌握 的 关 
于 积分 存在 性 的 勒 贝 格 准则 , 独立 于 第 1 卷 中 对 它 的 论述 , 给 出 一 个 简短 证 明 . 

因为 fe RR(L), 而 op: 天 一 五 是 微分 同 胚 , 知 函 数 Foolo 在 五 上 有 界 , 这 个 
函数 的 间断 点 只 能 是 函数 f 在 到 上 间断 点 的 原 像 . 由 勒 贝 格 准 则 , 后 者 构成 零 测 度 
集 . 像 我 们 在 证 明 引 理 1 时 所 看 到 的 , 这 个 集 在 微分 同 胚 p-! : I 一 I 下 的 像 也 有 
零 测 度 , 所 以 f op:|p'|€ RR(1). 

设 已 是 区 间 I 的 分 划 . 利用 映射 pg-!, 它 导 出 区 间 的 分 划 已 , 而 且 从 映射 
2 和 or-1 的 一 致 连续 性 推出 ,A(P,) 一 0 二 和 (及) 一 0. 对 于 带 有 标志 点 &; = 2(m) 的 
分 划 已., 写 出 /在 到 上 的 相应 的 积分 和 : 


1 


>》 6)lzi — zi-1| = >/ o p(T)|P (ti) 一 2 二 
= > fo pT) Tilt — -il 


而 且 设 斥 &i = p(Ti) 是 这 样 选 定 的 ， 其 中 Te 是 对 差 p(ti) p(ti1) 利用 拉 格 明日 定 
理 所 得 到 的 所 , 好 y(ti) -p(ti1) = 9p (Ti)(ti — ti-1). 

因为 关系 式 (4) 中 的 两 个 积分 存在 , 所 以 积分 和 中 标志 点 可 以 任意 选择 而 不 影 
响 极 限 值 . 因此 , 从 所 写 的 积分 和 的 等 式 对 X(P.) 一 0(A( 已 ) 一 0) 取 极 限 便 得 积分 
等 式 (4). 

引 理 2 的 断言 b) 从 证 明了 的 等 式 (4) 得 出 . 首先 我 们 指出 , 在 一 维 的 情况 下 有 
deto'| = lo4. 其 次 , 紧 集 supp f 容易 用 含 于 D; 中 且 两 两 没有 公共 内 乓 的 有 限 个 区 
间 有 覆盖. 因此 f 在 集 PP。 上 的 积分 与 f 在 这 些 区 间 上 的 积分 之 和 相同 , 而 fo pip 
在 D, 上 的 积分 化 成 在 这 些 区 间 的 原 像 (也 是 区 间 ) 上 的 积分 之 和 . 把 等 式 (和 用 于 
在 映射 p 下 每 一 对 互相 对 应 的 区 间 , 加 起 来 即 得 公式 (3). > 


注 1 我 们 以 前 证 明 的 一 元 积分 的 变量 替换 公式 有 如 下 形式 


Plo 


p(B8) B 
/ f(z)dz = / (fo 9: p(t)dt, (8) 
) or | 
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其 中 yp 是 区 间 [a, 6] 到 以 w(a) 和 p(B) 为 问 操 的 区 间 上 的 任 一 光 沸 映射 . 在 公式 (5) 
中 不 是 导数 的 模 jpo/|, 而 是 导数 本 映 . 这 与 公式 (5) 的 左 问 中 可 能 出 现 p(8) < y(Q) 
有 关 . 

但 是 如 果 注 意 到 对 于 以 a 和。 为 端点 的 区 间 了 成 立 关 系 式 


/ "f(zjdz， 著 a<b 
/ra 一 人 ; 
" -| f(z)dr, 大 a>b, 
那么 当 op 是 微分 同 胚 时 , 所 建立 的 公式 (4) 和 (5) 显然 只 在 表面 上 不 同 而 实质 上 是 
相同 的 . 
注 2 我 们 乐意 指出 (并 且 一 定 会 用 到 它们 ), 如 果 y :一 工 是 区 间 上 的 微分 
同 胚 . 那么 , 对 实 值 函 数 的 上 积分 与 下 积分 轧 成 并 公式 : 
三 f(z)dzr = 三 (f op lo) (ae, 
lh se=f (f og -Ip (td 


而 由 此 , 就 可 以 认为 在 一 维 的 情况 下 已 经 证 明了 以 下 事实 : 如 果 把 (3) 中 的 积分 
理解 为 达 布 上 积分 或 达 布 下 积分 , 那么 它 对 于 任何 有 界 函 数 , 它 仍 然 成 江 

< 我 们 暂时 认为 f 是 以 常数 M 为 界 的 非 负 函数 . 

像 证 明 引 理 2 的 断言 a) 时 那样 , 取 区 间 五 和 五 的 在 映射 p 下 互相 对 应 的 分 
划 已 P 并 写 出 以 下 的 估计 , 其 中 s 是 函数 p 在 分 划 PB 的 各 个 区 全 上 的 振幅 之 最 
大 者 : 


2 Sup f(z)lvi ~ ri-il < > sup f(p(t)) sup I (Ot ~ te 
< >， sup (GD) sup CA 


< 5 sup (F(P(O)(Ip (| + e)IAt 
< > sap (Fp) ODS + 3 TCD)IAN 
< > sup (fF(p(O)Ip (DDIAtl 十 MI 人 


考虑 到 o 的 一 致 连续 性 , 当 AP) 0 时 , 由 上 得 到 
/ f(z)dz < / (f oplp'D) de 
i, 了 
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把 上 述 证 明 用 于 映射 pg-! 和 函数 fo olo', 就 得 到 相反 的 不 等 式 , 从 而 证 明了 注 2 

的 第 一 个 等 式 对 非 负 函数 成 立 . 但 因 任 一 函数 都 可 表 为 = max{f,0} 一 max{ 一 了 ,0} 

( 非 负 函数 的 差 ), 所 以 第 一 个 等 式 对 一 般 情 况 也 成 立 . 第 二 个 等 式 可 类 似 地 验证 . > 
目 然 , 从 所 证 的 这 些 等 式 , 对 实 值 隙 数 可 以 重新 得 到 引 理 2 的 断言 a). 


4. Rn 中 最 简 微 分 同 胚 的 情形 


(71,… ,7X7) 分 别 是 点 te Rr? 和 ze 了 Rn 的 坐标 . 我 们 有 


定义 2 称 微分 同 胚 yp : D 一 Da 是 最 简 微 分 同 胚 , 如 果 它 的 坐标 表示 有 如 下 
形式 


大 一 】 pr-1(t 四 , ”7) 一] 
2 


T" 一 p(t ，， ,t") 一 17. 


这 样 一 来 , 在 最 简 微 分 同 胚 的 情况 下 , 只 有 一 个 坐标 改变 (在 所 给 情况 下 是 指标 
为 k 的 坐标 ). 


引 理 3 对 于 最 简 微 分 同 胚 p : Di 一 Ds, 公式 (3) 成 立 . 


< 不 计 坐 标 编号 , 可 以 认为 , 我 们 的 微分 同 胚 p 只 有 第 n 个 坐标 改变 . 
为 了 书写 方便 起 见 , 我 们 引进 以 下 的 记号 : 


(ZI 一 (和 
Dan(5o) := {(£,7") € Dr = jo}; 
Dtn (to) “一 { (全 t") CE Dilt 一 to}. 


这 样 一 来 , Dz (z), Din (如 是 用 平行 于 第 ”个 坐标 轴 的 直线 截 相 应 集合 D, 和 D; 所 
得 的 一 维 截 线 . 设 I, 是 Rr 中 包含 D; 的 区 间 . 把 五 表 为 n 一 1 维 区 间 I 和 第 m 
个 坐标 轴 上 的 区 间 I 的 直 积 五 = Is x Izn 对 在 Rr 中 取 定 的 包含 Di 的 区 间 I 有 
类 似 的 分 解 1 一 三 X ler. 
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利用 集合 上 积分 的 定义 , 富 比 尼 定理 和 注 2, 可 得 


人 lade = 上 7xoGdz= 上 人 a | fxps (he)de" 
-人 三 人 让 二 Zn)dz 
-上 a f(t,p™ t,t)) 


D1) 


| (t,t*)dt” 


= | dt | (fowldetw’'|xp,)(t,t")dt" 
I Ten 


t 


- | (fo pldet plxp) (Dat 


- | (f o pl det p')) (tat. 
Dt 


在 这 个 计算 中 还 用 到 了 : 对 于 我 们 的 微分 同 肪 有 detw' = 5 


5. 映射 的 复合 和 变量 替换 公式 


引 理 4 若 D, -4 D ;Ds 是 两 个 微分 同 胚 , 对 其 中 每 一 个 , 积分 的 变量 替 
换 公式 (3) 都 成 立 , 则 它 对 这 两 个 映射 的 复合 ou: Dr- 一 Ds(3) 也 成 立 . 


4 为 了 证 明 这 个 引 理 ， 只 需 注意 到 (po 四 = yp’ ow 及 det(p oYW)'(7T) = 
detwo'(t)dety'(r), 其 中 t= yp(7). 事实 上 , 这 时 我 们 得 到 


| re z= | Vowldety) Da 
_ 人 ((f op ow) det po ll det WI)(T)ar 
- 人 ((f o (pow))|det(p op)'D) (Tdr. p 


6. 积分 的 可 加 性 和 积分 变量 替换 公式 证 明 的 完成 


引 理 3 和 引 理 4 使 我 们 想到 , 有 可 能 把 任 一 微分 同 胚 局 部 地 分 解 为 最 简 微分 同 
胚 的 复合 ( 见 第 1 卷 第 8 章 86 第 4 段 的 命题 2), 并 用 这 种 方法 去 证 明 一 般 情形 下 
的 公式 (3). 

可 以 用 不 同 的 办 法 把 集合 上 的 积分 化 为 它 的 点 的 小 邻 域 上 的 积分 . 例如 , 可 以 
利用 积分 的 可 加 性 . 我 们 正 是 这 样 进行 的 . 现在 我 们 利用 引 理 1,3,4 进行 关于 重 积分 
变量 替换 的 定理 1 的 证 明 . : 

4 对 于 紧 集 KK = supp((f o p)| det p'| C Di 的 每 个 点 t, 构 作 +t 的 这 样 的 
5(t) 一 邻 域 7 在 U(t) 中 微分 同 胚 p 被 分 解 为 最 简 微 分 同 胚 的 复合 . 从 反 t € Kt 
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Pr 


的 9 邻 域 U(t) Cc_U(t) 选 出 紧 集 K， 的 有 限 覆 盖 U(t1),… ,U(t)， 设 5= 


= min{6(t1),… ,6(tk)}. 那么 , 任 一 直径 小 于 6 且 与 K, 相交 的 集合 显然 连同 自己 的 
闭 包 一 起 含 于 邻 域 组 U (ti1),… ,U(tx) 中 的 某 一 个 邻 域 

现 设 了 是 包含 集合 Dr 的 区 间 , 而 P 是 区 间 了 满足 和 (P) < min{6,d} 的 分 划 ， 
其 中 数 6 是 上 面 求 出 的 数 , 而 d 是 从 Ki 到 集合 Di 边界 的 距离 . 设 {I;} 是 分 划 P 
的 与 Kt 有 非 空 交 的 那些 区 间 . 显然 , 如 果 五 < {1}, 那么 五 CD 并 且 


| owlaet wd)at= ff owldet yD)xo) 
Ds I 
-> / owldet gD) (6) 


由 引 理 1, 区 间 去 的 像 EE = 2() 是 可 测 集 . 于 是 集合 五 = UE; 也 可 测 , 且 
suppf C 瑟 = 再 c D。 利用 积分 的 可 加 性 , 由 此 推出 ， 


人 fe)de = | fs, ode = | fro, (ode 
+ 人 六 (zjadz = 上 (4z)dz 
-人 f(s)dr = 5 | fear 0 


由 {五} 的 构造 方法 , 任 一 区 间 五 € {I} 含 于 某 个 邻 域 U(t;), 在 这 个 邻 域内 人 微 
分 同 胚 y 可 分 解 为 最 简 微 分 同 胚 的 复合 . 所 以 , 根据 引 理 3 和 4 得 


| f(z)dz = | (f o pl det p'D) (dt. (8) 
FE; 1; 


比较 关系 式 (6),(7),(8), 就 得 到 公式 (3). > 
7. 重 积分 变量 蔡 换 公式 的 一 些 推论 和 推广 
a. 可 测 集 在 映射 下 的 变量 状 换 


命题 1 设 2 :Di 一 Dy 是 有 界 开 集 Di C R” 到 有 界 开 集 DD, CC R" 上 的 微分 同 
若 J ER(Bz), 则 foyldety'|E (Bt), 而 且 成 立 等 式 


/ f(z)dz = / (f o pl det (dt. (9) 
Er E, 
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< 事实 上 , 利用 集合 上 积分 的 定义 , 公式 (3) 和 x。 = xs。 ew, 我 们 有 


f= fo eo) = fo ee) ool eet oD Oe 
= 上 ((f o yp)| det ¥ |xs, )(t)dt 
一 人 ((Fo ojldet vw |)(t)dt.» 


b. 积分 的 不 变性 


我 们 知道 , 函数 f : 一 R 在 集合 BB 上 的 积分 可 归结 为 计算 函数 在 区 间 
7 > EB 上 的 积分 . 而 按 定义 , 区 间 本 身 与 Rn 中 的 笛 卡 儿 坐 标 系 有 关 . 现在 我 们 能 够 
证 明 


命题 2 函数 f 在 集合 巨 CR" 上 的 积分 值 与 Rn" 中 笛 卡 儿 坐 标的 选择 无 关 . 
4 事实 上 从 Rn 中 的 一 个 笛 卡 儿 坐 标 系 变 到 另 一 个 笛 卡 儿 坐 标 系 时 有 模 为 1 
的 雅 可 比 行列 式 . 由 命题 1, 推出 等 式 
上 Joda= f How 
Es E: 


这 意味 着 积分 被 唯一 确定 : 因为 若 p 是 集合 的 点 , z = (21,… ,2") 是 它 在 第 
一 个 系 下 的 坐标 , 而 上 = (t1,… ,如 ) 是 它 在 第 二 个 系 下 的 坐标 , x = y(t) 是 从 坐标 中 
的 一 个 变 到 另 一 个 的 函数 , 那么 


f(p) 一 广 (z ,， ,2 一 A 站 下 
其 中 f= fso yp. 所 以 我 们 证 明了 


上 Cdz= 上 aD 


其 中 忆 。 和 及 是 集合 分 别 在 > 和 上 + 上 坐标 系 中 的 记号 . > 

从 命题 2 和 32 中 集合 Bc R" 的 车 尔 当 测度 的 定义 3 可 以 推出 , 这 个 测度 与 
Rn 中 笛 卡 儿 坐 标 系 的 选 返 无 关 , 或 者 也 可 以 说 , 车 尔 当 测度 关于 欧 氏 空间 的 运动 群 
是 不 变 的 


c. 可 忽略 集 


实际 中 应 用 的 变量 替换 或 坐标 变换 公式 , 有 时 有 这 样 或 那样 的 奇异 性 (例如 , 可 
能 在 某 处 破坏 了 双方 单 值 性 , 雅 可 比 行列 式 变 为 零 或 者 没有 可 微 性 ), 这 些 奇 天 性 通 
常 在 零 测 度 集 上 发 生 , 因此 为 了 实际 的 需要 , 以 下 的 定理 是 十 分 有 用 的 
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定理 2 设 y:D: 一 Ds 是 若 尔 当 可 测 集 Di C R? 到 若 尔 当 可 测 集 Ds C R" 

上 的 映射 . 如 果 在 Di 和 Ds 中 有 这 样 的 勒 贝 格 零 测度 集 St, 54, 它们 使 得 Di \ S 和 

Ds \ Ss 是 开 集 , 而 yp 是 Di \ Si: 到 Ds \ 5S 上 的 微分 同 胚 , 并 且 从 第 一 个 到 第 二 个 

的 变换 有 有 界 的 雅 可 比 行列 式 , 那么 对 任 一 函数 es (Ds), 也 有 (fo yp)|det yp'| se 
(Di \ 51), 并 且 


fr)dr= | (fo nlaet yD)at (10) 
Dy Di\Ss 
此 外 , 车 jdet e'| 的 值 在 D: 有 定义 且 有 界 , 则 
f(z)ds = | (Gf ow)laetp Dat (11) 
了) D+ 


a 由 勒 贝 格 准则 , 函数 f 只 在 D; 中 的 零 测度 集 上 间断 , 从 而 在 Dj \ 5j 中 也 只 
在 一 个 零 测度 集 上 间断 , 由 引 理 1, 这 个 间断 点 集 在 映射 p-1: Dj \ 5S, 一 Di\S: 下 
的 像 是 Di \ Si 中 的 零 测 度 集 . 于 是 , 如 果 我 们 能 证 明 集合 Di; \ 5 可 测 , 那么 从 函数 
可 积 的 勒 贝 格 准则 立即 得 到 (fo ojldet p'|€ RCDi \ 5S;). 以 下 讨论 的 一 个 附带 结果 
是 证 明了 Di \ 5 是 若 尔 当 可 测 集 . 

由 条 件 , D,\ 5。 是 开 集 , 因此 (D。\ S55) 门 85; = 2 所 以 95。C 60D-U5S-。 因而 
9D;s (Ss = 89D; (5S;, 其 中 5。= Sj (085; 是 有" 中 集合 5; 的 闭 包 . 可 见 8Dj 5S; 
是 了" 中 的 有 界 闭 集 , 即 R* 中 的 紧 集 , 它 作为 两 个 勒 幢 格 零 测度 集 的 并 和 集 也 是 勒 贝 
格 零 测度 集 ， 从 81 引 理 3 我 们 知道 , 这 时 集合 9D; UU 5s (同时 还 有 5.) 有 零 体积 ， 
亦 即 对 任意 的 e > 0, 存在 这 个 集合 用 有 限 区 间 组 五 …… , I, 作成 的 柳 盖 , 这 些 区 间 
满足 郑 | < <. 特别 地 , 由 此 推出 集合 D。\ 5。 (类似 地 , 集合 Di \ 8:) 若 尔 当 可 测 ， 
因为 

8(D; \ 5S;) C OD;, UOS, C OD; U Ss. 
显然 , 还 可 以 把 覆盖 五 ,…… ,I 选 得 使 任 一 点 ze 8Dj\ Ss 都 全 少 是 站 ,到 
中 某 一 个 的 内 点 . 设 UU = UE 集合 U, 和 集合 VV = D;\ Us 一 样 , 都 是 可 测 的 . 


由 公 的 构造 知 , 集合 V。 CC ‘D, \s,, 并 且 对 于 任意 包 合 紧 集 V Vz 的 可 调集 E, C D,, 


有 估计 
- | f(z)dz 
Ds \Ezr 


人 三 DZ)ady -上 f(x)dz 
其 中 M = Sup f(z). 

紧 集 六。 的 原 像 F, = wo-:(7。) 是 Di\ 5 中 的 紧 集 . 经 像 上 面 那样 讨论 , 可 以 构 
造 满足 条 件 Vi C Wi C DeN\9， 的 可 测 紧 集 Wi， 并 且 对 于 任意 满足 Vm C  C Di \ St 
的 可 测 集 锯 , 有 估计 


{onlaetg dea- (Fowldet yD) 
Di\S: Et 


< Muy(Dz \ Er)< Ms (12) 


<E. | (13) 
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现 设 已, = p(B) . 由 命题 1 对 集合 EE, C Dj \ 5S; 和 El C Di\ Si 成立 公式 (9). 
比较 关系 式 (9),(12),(13) 并 考虑 到 es > 0 的 任意 性 , 便 得 等 式 (10). 

现在 证 明和 定理 2 的 最 后 的 论断 . 如 果 函 数 (fogp)|det o:| 定义 在 整个 集 D 上 , 则 
Pi \ S: 是 Rr 中 的 开 集 ， 该 函数 在 D， 上 整个 间断 点 集合 由 函数 
(Fo p)| det po 省 ps (已 知 函 数 在 集合 Di\ S: 上 的 限制 ) 的 间断 后 集 4, 可 能 还 有 
集合 S54 (8D 的 某 个 子 集 B 组 成 . 

我 们 知道 , 集合 4 是 勒 贝 格 零 测度 集 (因为 等 式 (10) 石 端的 积分 存在 ), 而 因 
Si( 83D: 有 零 体积 , 所 以 集合 B 也 有 零 体积 . 于 是 , 只 要 知道 函数 (fo yp)|det yp'| 在 
D， 上 有 界 ， 由 勒 贝 格 准 则 便 可 断定 它 在 D: 上 可 积 . 但 在 D: 上 有 if opl(t) < M. 
此 既然 按 条 件 , 函数 |det wo'| 在 5S 上 有 界 , 那么 , 函数 (fo yp) det yp'| 在 S; 上 也 有 
界 . 至 于 在 集合 D; \ S; 上, 因 函 数 (fo yp)| det yp'| 在 该 集 上 可 积 , 所 以 有 界 . 于 是 , 函 
数 (fooepjldeto 在 Dt 上 可 积 . 但 集合 D; 和 Di \ 9: 只 相差 一 个 可 测 集 54, 据 假 设 
条 件 , 它 的 体积 为 零 . 所 以 由 积分 的 可 加 性 以 及 在 S: 上 的 积分 为 零 , 可 以 推出 , 在 所 
研究 的 情况 下 等 式 (10) 和 (11) 的 右 端 确实 相等 . > 


例 矩形 了 = {(r,p) e R20 < rssRA0< vw < 27x} 到 图 K = {(z,y) € 
R?|z? 十 ?< R2} 上 由 公式 
T=rcoSswp, Y=7sSinyg (14) 


给 出 的 映射 不 是 微分 同 胚 的 : 在 这 个 映射 下 , 矩形 了 工 的 > = 0 的 边 整个 地 变 为 一 个 
点 (0,0); 点 (7,0) 的 像 与 (7, 2r) 的 像 相 同 . 但 是 如 果 研 究 集合 IT\ 8T 和 K \ E, 其 中 
E 是 圆 K 的 边界 9K 和 通过 点 (0, R) 的 半径 的 并 . 则 映射 (14) 在 T\ 8T 上 的 限制 
是 I\ 8I 到 K\ EE 上 的 微分 同 胚 映射 . 所 以 由 定理 2, 对 任 一 函数 fe QR(K) 可 得 


WN f(x, y)drdy = WE cos p,T Sinp)rdrdy 


或 利用 富 比 尼 定 理 得 


/| f (x,y)dzrdy = [ dp 三 Flrcoswrsin wj)rdr. 
K 


关系 式 (14) 是 熟知 的 平面 上 从 极 坐 标 到 笛 卡 儿 坐 标的 变换 公元 . 

自然 , 可 以 把 上 述 结 果 推 广 成 适用 于 了 R" 中 一 般 的 极 ( 球 ) 坐标 系 的 公式 , 我 们 
在 第 1 卷 中 已 研究 过 这 种 坐标 系 , 在 那里 也 指出 了 任意 维 空间 及 ”中 从 极 坐 标 到 十 
卡 儿 坐标 变换 的 雅 可 比 行列 式 . 


练习 
1. a) 证 明 引 理 1 对 任意 光滑 映射 p : Pr 一 Ds 成 立 (这 方面 也 可 参看 问题 8) 
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b) 证 明 , 若 DD 是 恨 ” 中 的 开 集 , 而 PE CH(D,R"), 则 当 mm < 时 , p(D) 是 有" 中 的 
零 测度 集 . 
2. a) 验证 , 在 微分 同 胚 yp 下 可 测 集 互 的 测度 和 它 的 像 集 2( 五 ) 的 测度 满足 关系 式 j(p(E)) = 
gj 五), 其 中 : 
0 € [inf | det y(t)|, sup | det (| 
teE tEE 


b) 特别 地 , 如 果 已 是 连通 集 , 那么 可 以 找到 后 TE 五 ; 使 得 p(yp(E)) = |detP (jl 五) 
3. a) 试 证 , 如 果 公 式 (3) 对 函数 f = 1 成 立 , 那么 它 在 一 般 情况 也 对 . 
b) 对 于 函数 f 三 1 这 个 特殊 情况 , 检验 定理 1 的 证 明 并 加 以 简化 . 
. 不 用 注 2, 假定 已 知 引 理 2 及 只 在 零 测度 集 上 不 同 的 两 个 可 积 函 数 的 积分 必 相 等 , 作出 引 理 
3 的 证 明 . | 
5. 在 把 公式 (3) 归结 为 它 的 局 部 形式 ( 即 对 被 映射 区 域 的 点 的 小 邻 域 验证 公式 ) 时 , 可 以 利用 
另外 的 基于 积分 线性 性 的 局 部 化 方法 , 而 不 是 基于 积分 的 可 加 性 和 随 之 发 生 的 集合 可 测 性 分 


析 . 
aj 如 果 光 滑 函 数 el … ,ek 在 D。 上 满足 条 件 :0 < ei < 1,1i = 1,… ,k, 以 及 


k 


>》, ei(Z) 1, 


2 一 上 


那么 对 任意 函数 f € (Dz), 有 


有 (> of Ga 一 人 f(z)}dz. 


b) 若 supp ei 含 于 集合 UC Dz, 则 


小 


人 (ef) (sds = enear 


cj 如 果 对 于 紧 集 KK = supp f C 了 。 的 任 一 开 覆 盖 {U6}, 能 构造 D。 中 的 光滑 函数 组 
c1,.… ,ek, 使 得 在 K 上 成 立 0 < ei < 1(i = 1,… ,如 ,站 ei 三 1 而且 ,对 于 任意 的 函 
数 e; E {ei}, 有 集合 Us, € {Uo}, 使 supp ei C Ua,， 那么 ， 考 汇 到 引 理 3,4 和 a), b) 
中 积分 的 线性 性 , 即 可 推出 公式 (3). 

这 时 称 组 {ei} 为 紧 集 KK 上 从 属于 和 覆盖 {Ua} 的 单位 分 解 . 
6. 这 个 习题 包含 习题 5 中 所 说 的 那个 单位 分 解 的 构 作 要 后 . 

a) 构 作 函数 f € Ce (及 ,了 ), 使 /0 三 1 且 suppcC[-1 一 .01 十 9 其 中 6 > 0. 

b) 对 于 RR" 中 的 单位 立方 体 和 它 的 5 一 扩张 , 构 作 函数 fe C‘%)(R", 民 ) 使 它 具 有 a) 中 
所 说 的 性 质 . 

c) 证 明 , 对 于 紧 集 K C R" 的 任 一 开 覆 盖 , 存在 K 上 从 属于 这 个 覆盖 的 光滑 的 单位 分 解 . 
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d) 推广 c), 在 R” 中 构造 从 属于 全 空间 的 局 部 有 限 开 莉 盖 的 Cs")-- 单位 分 解 .( 覆 盖 的 局 部 
有 限 性 指 的 是 , 被 覆盖 集 (在 现在 的 情况 是 R") 的 任 一 点 都 有 只 与 覆盖 的 有 限 个 元 素 相 
交 的 邻 域 . 对 于 包含 无 限 个 函数 的 单位 分 解 {ei}, 要 求 建 立 了 单位 分 解 的 集合 的 每 个 点 
全 多 属于 {ei} 中 的 有 限 个 函数 的 支 集 . 在 这 个 条 件 下 不 会 产生 怎样 理解 等 式 ei = 1 


意义 的 问题 . 更 确切 地 说 , 是 不 会 产生 怎样 理解 等 式 左 端 求 和 含义 的 问题 .) 
7. 在 依次 证 明了 以 下 断言 以 后 , 可 以 得 到 定理 1 的 与 前 面 讲 过 的 证 明 不 同 的 另 一 种 证 明 , 它 只 
借助 于 把 线性 映射 分 解 为 最 简 形式 的 复合 , 也 更 接近 于 第 一 段 中 所 说 的 那些 启发 性 的 想法 . 
a) 验证 ， 在 形 如 (zl):… ,入 上 (DAT Zn 天 0 和 
(z ， 2 9 ” 7 ) PP (zZ , 有 十 IN ZeT ,LT ) 的 最 简 线 性 映射 L: 
RR” 一 月” 下, 对 于 任意 可 测 集 如 C 民 ", 满足 关系 式 
AZ( 百 )) = jdet L |u(E), 


并 证 明 这 个 关系 式 对 任意 线性 映射 到 : 有 Ra" 一 良 * 也 成 立 .( 利 用 富 比 尼 定 理 以 及 任何 线 
性 映射 都 能 表 成 如 上 最 简 形式 的 复合 的 事实 .) 

b) 试 证 , 如 果 p : Di 一 Ds 是 微分 同 胚 , 那么 对 于 任意 可 测 紧 集 KK C D: 和 它 的 像 p(K) 
成 立 关 系 式 ju(wp(K)) < [|det yp'(t)|dt.( 如 果 ae De 那么 (g(a))” 存在 , 且 在 表达 
式 p(t) = (yp'(a)o (yp'(a)) ee) 的 中 映射 p'(a) 是 线性 的 ,而 映射 (yp'(a)) ”oy 在 
点 a 的 邻 域 内 近似 于 等 距 映 射 .) 

c) 证 明 , 着 在 定理 1 中 所 研究 的 函数 f 非 负 , 则 


f saz < f (onlaet eda 
Ds 万 ， 


d) 把 上 面 的 不 等 式 用 于 函数 (fo yp)| det yp'| 和 映射 p-”: Da 一 Di, 证 明 公式 (3) 对 非 负 
函数 太 成 立 . 
e) 把 定理 1 中 的 函数 f 表 为 可 积 的 非 负 函 数 的 差 的 形式 , 证 明 公 式 (3) 成 立 . 


8. 萨 德 (Sard) 引 理 设 DD 是 区 ”中 的 开 集 ,pp E COI(D,R"),S 是 映射 p 的 临界 点 集 ， 那 么 
Pp(S) 是 勒 贝 格 零 测度 集 . 
我 们 提醒 大 家 , 区 域 D C RR” 到 空间 RR” 中 的 光滑 映射 pg 的 临界 点 是 指使 w (z) 的 秩 
小 于 min{m,n} 的 点 z €E DD. 当 m = n 时 , 这 相当 于 条 件 det p (z) = 0. 
a) 对 线性 映射 验证 萨 德 引 理 . 
b) 设 I 是 区 域 D 中 的 区 间 , 而 pe CGO)(D,R"). 证 明 存 在 这 样 的 函数 a(h),a : RR" 一 民 ， 
使 当 一 0 时 ,a(h) 一 0 并 且 对 任意 x,zx 十 he 


ip(z + h) — (2) — 9 (Th| < a(h)lhl. 


“c) 利用 b), 估计 区 间 在 映射 p 下 的 像 p(T) 与 它 在 线性 映射 L(x) = wa) + 9 (a)(z 一 
a)( 其 中 a € 1) 下 的 像 的 偏差 . 
d) 利用 a),b),c) 证 明 , 若 5 是 映射 p 在 区 间 7 中 的 临界 点 集 , 则 p(5) 是 零 测度 集 . 
e) 完成 萨 德 引 理 的 证 明 . 
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f) 利用 萨 德 引 理 证 明 , 在 定理 1 中 只 需 上 映射 p 是 CO)(Di, Dz) 类 一 一 映射 

我 们 指出 , 这 里 引进 的 萨 德 引 理 是 萨 德 和 莫 尔 斯 定理 的 简单 的 特殊 情况 , 按照 该 定理 , 引 
理 的 结论 甚至 当 D C Rm, 而 pe CDD,R") 也 成 立 , 其 中 大 = max{m 一 n 十 1,1} 惠 特 ， 
尼 (Whitney) 举例 说 明了 无 论 数 m 和 nn 怎样 配合 , 这 里 的 大 值 不 可 能 再 减 小 . 

在 几何 中 , 萨 德 引 理 乃 是 以 下 熟知 的 结论 : 若 p : D 一 R" 是 开 集 DC RR™ 到 民 ” 中 的 
光滑 映射 , 那么 对 于 几乎 所 有 的 点 z € p(DD), 它 在 DD 中 的 原 像 的 全 体 p(x) = Ms 是 及 ” 
中 的 nn 余 维 曲面 ( 流 形 )( 亦 即 , 几乎 对 所 有 ze p(D) 有 m 一 dimMs = n). 

9. 设 代替 定理 1 中 微分 同 胚 yp, 研究 在 Di 中 使 det p'(t) 关 0 的 任意 映射 p € C (De Dz). 
设 n(z) = card{t e supp(f ow)|p(t) = zj, 即 n(x) 是 函数 fow 的 支 集中 那样 的 点 的 数目 ， 
这 些 点 在 映射 p : D: 一 Ds 下 都 变 为 点 ZE Dz, 那么 , 成 立 以 下 公式 : 


上 mejdz= 上 人 ((f o p)| det p'|)(t) dt. 


a) 当 了 三 1 时 这 个 公式 的 几何 意义 是 什么 ? 

b) 对 环 D; = {teR2?i< |t| < 2} 到 环 Ds = {xz € Rz|l < |z| < 2} 上 的 如 下 特殊 映射 
证 明 这 个 公式 : 在 平面 及 2 和 有 R? 的 相应 的 极 坐 标 (7, p) 和 (p,9) 中 这 个 映射 是 用 公式 
7 二 p,9 二 20 给 出 的 . 

c) 试 在 一 般 情况 下 证 明 公 式 . 
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1. 基本 定义 


定义 1 称 可 测 集 列 { 已 ,} 为 集合 忆 C 有 Rm 的 竭尽 递增 列 ,如 果 对 任意 n€ N 
有 Ec EicE,H U EF, = E. 


引 理 若 {Bn} 是 可 测 集 已 的 竭尽 递增 列 , 则 
3) lim p(Bn) = p(B); 
b) 对 任意 的 函数 fe RH(B) 有 fg, ER(En) 且 


lim 人 far— f(z)az. 


T+ O00 


二 因为 EnC Enri CE 所 以 (En) < p(BEntr1) < pk(E), 并 且 lim p(En) < 
u(E). 为 了 证 明 等 式 a), 只 需 证 反 辐 不 等 式 lim p(En) > x(B) 也 成 立 . 

集合 互 的 边界 9E 有 零 体 积 , 因此 它 可 以 用 有 限 个 开 区 间 覆 盖 , 且 这 些 开 区 间 
的 体积 之 和 不 超过 预先 给 定 的 值 = > 0， 设 A 是 所 有 这 些 开 区 间 的 并 , 那么 集合 
EUA =: 天 是 了 ”中 的 开 集 , 而 且 由 它 的 构造 知 B 包含 集 互 的 闭 包 E, 并 有 


u(E) < p(E)+n(A) < un(E)+e. 
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对 于 竭尽 递增 列 { 瑟 ,} 的 每 个 集 轧 , 及 sn = ef/2", 可 以 重复 上 述 的 作法 . 那么 
我 们 得 到 开 集 列 E, = En UAn, 满足 EB Cc 五 ， 


uA(En) < p(BEn) + py(An) < nu(En) + en 


UB > U E, DE. 
开 集 族 A, Bi， EF,,.. . 组 成 紧 集 BB 的 开 和 覆盖 . 


设 A, i, Eo,… ,Ex 是 从 上 述 开 覆盖 中 取出 的 紧 集 互 的 有 限 覆 盖 . 因为 E1 c 
FE CC En, 所 以 集合 A,Ai,… ,Ab 有 也 组 成 五 的 覆盖 , 从 而 


uA(E) & NE) 和 ARE)TAA)+HRAD)+… 二 ARAN < p(BEk) + 2e. 


由 此 推出 u(E) < ,im n 4( Fr ). 
b) 从 可 测 集 上 积分 存在 的 勒 贝 格 准则 可 知 用 Be R(E,)， 由 于 fe KR(B), 所 
以 存在 常数 M 使 在 上 成 立 |f(z)| < M，, 从 积分 的 可 加 性 和 积分 的 一 般 估 计 我 们 


得 到 
| 人 romr- fs -| fod 


由 此 , 并 注意 已 证 明 的 a), 即 可 推出 断言 b) 成 立 . mw 


定义 2 设 {EE} 是 集合 的 竭尽 递增 列 , 而 函数 :已 一 下 在 集合 EE € {EE.} 
上 可 积 , 则 称 量 


Mu(E\ En). 


上 全 Ja :二 sm f(x)dzr 


为 函数 f 在 集合 媚 上 的 反常 积分 , 如 果 所 指 的 极限 存在 且 其 值 与 集合 E 的 竭尽 递 
增 列 的 选择 无 关 . 


最 后 等 式 左 端的 积分 记号 通常 是 对 任意 在 E 上 的 函数 使 用 的 , 但 是 , 在 定义 2 
中 所 指 的 极限 存在 时 , 则 说 这 个 积分 存在 或 收敛 . 而 如 果 那 种 对 E 的 所 有 竭尽 递增 
列 共同 的 极限 不 存在 , 就 说 函数 f 在 集合 EE 上 的 积分 不 存在 或 积分 发 散 . 

定义 2 的 目的 是 把 积分 概念 推广 到 被 积 函数 无 界 或 积分 区 域 无 界 的 情况 . 

所 引进 的 反常 积分 的 记号 与 通常 的 常 义 积分 的 记号 是 一 致 的 , 因此 需要 作 如 下 


注 1 若是 可 测 集 ,f e R(E), 则 在 定义 2 的 意义 下 f 在 上 的 积分 存在 
日 与 函数 f 在 集合 上 的 常 义 积分 相等 . 


所 这 正 是 上 面 所 证 引 理 断言 b) 所 说 的 内 容 . mw 
任意 一 个 些许 丰富 一 点 的 集 的 所 有 竭尽 递增 列 作 成 的 集 列 族 实际 上 是 难以 理 清 
的 无 限 集 , 对 它 不 能 利用 穷 举 方法 . 下 述 命题 常常 便于 用 来 验证 反常 积分 的 存在 性 
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命题 1 车 函数 了 :一 一 下 非 负 , 并 设 定义 2 中 所 指 的 极限 对 集合 马 的 某 个 章 
尽 递增 列 {已 ,} 存在 , 则 函数 在 集合 上 的 反常 积分 收敛. 


< 设 {BE'} 是 集合 EE 的 另 一 个 竭尽 递增 列 , 函数 f 在 Ei < {En} 上 可 积 . 集合 
Ek := BP' 门 Bn,n = 1,2,…, 组 成 可 测 集 EE 的 竭尽 递增 列 , 因此 从 引 理 的 论断 b) 
中 推出 


| f(z)dr = lim | f(z)dz < lim | Flz)dz = 4. 
Ey, 人 一 下 (2 Ek + OO E, 
因为 f >0, 而 El Cc Ei CB, 所 以 


3 lim f(x)dr= BA. 


但 竭尽 递增 列 {EE} 和 {EE} 是 平权 的 , 因此 A < B, 从 而 4=B. > 
例 1 求 反常 积分 [fe-(? +y )dzdy. 
限 2 


我 们 用 圆 瓦 = {(z,y) € R2|z? 十 < m2} 的 序列 作为 平面 R?2 的 竭尽 递增 列 ， 
化 为 极 坐 标 以 后 容易 得 到 


2 nn 
[fe ty )dzdy = / ap / e-" rdr = ni(1— e-") 一 人 T， 
0 0 


En 


当 一 oo 时 . 

由 命题 1 可 以 推出 所 研究 的 积分 收敛 且 等 于 x. 

如 果 现 在 我 们 改 用 正方 形 EE’ = {(zx,y) ER*||z| <n 人 ly| < 7n} 作 平 面 的 竭尽 化 
增 列 , 从 上 述 结果 可 以 引出 一 个 有 益 的 推论 . 由 富 比 尼 定 理 


入 入 1 2 
/| e-(z +y )qdrdy = | ay | e-(® +y )dz — (/ ed 


了 


由 命题 1 最 后 这 个 量 当 n 一 co 时 应 当 趋 于 r. 这 样 一 来 , 我 们 遵循 哆 拉 和 泊 松 的 
方法 得 到 了 
/ e-z dr = VT. 
在 下 面 注 3 里 将 指出 反常 重 积分 定义 2 的 另外 的 一 些 乍 看 起 来 不 十 分 明显 的 
特性 . 


2. 反常 积分 收敛 性 的 控制 判别 法 


命题 2 设 f 和 0g 是 定义 在 集合 妃 上 并 在 忆 的 同一 些 可 测 子 集 上 可 积 的 函 
数 ， 且 在 巨 上 成 立 | 有 i(z) < g(z)， 则 从 反常 积分 fg(T)dz 的 收 仇 性 能 推出 积分 
fslfl(z)dz 和 所 Hz)dz 的 收敛 性 . 
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< 设 {En} 是 集合 BE 的 竭尽 递增 列 , 则 函数 f 和 9 在 包 , e {E} 上 可 积 . 由 勒 
贝 格 准则 得 到 |f| 在 集合 多,(n es N) 上 的 可 积 性 , 因此 有 


L. |fl(z)dz 一 人 fi(z)dzx = hs 有 (zydz 
< hs, rojdz=- 人 rdz -人 0(Z)dazr， 


其 中 和 n 是 任意 自然 数 . 考虑 到 命题 1 和 序列 极限 存在 的 柯 西 准则 , 从 这 些 不 等 
式 可 以 推出 积分 fi |fl(z)dz 收敛 . 

现在 研究 函数 

:二 (| + f),f- := > (|| - 用. 

显然 ,0< fi < 有 ,0<f_ < of 由 已 证 的 结果 ， 函数 f+ 和 f_ 在 集合 EE 上 的 反常 
积分 收敛 . 但 是 f = fi - f-, 所 以 函数 f 在 上 的 反常 积分 收敛 (并 等 于 函数 fj 
种 f_ 的 积分 的 差 ). > 

在 研究 反常 积分 的 收敛 性 时 , 为 了 能 有 效 地 利用 命题 2, 收集 一 些 标准 函数 作为 
比较 函数 是 很 有 用 的 . 我 们 来 研究 这 方面 的 问题 . 


例 2 在 去 掉 中 心 O 的 n 维 单位 球 B c R" 中 , 研究 函数 1/ra, 其 中 = d(0,z) 
是 从 扣 zx E B\O 到 点 O 的 距离 . 我 们 将 说 明 对 怎样 的 a es RR, 这 个 函数 在 B\O 的 
积分 收敛 . 为 此 , 用 环 域 B(e) = {zxz € Ble < d(0,x) < 1} 构造 B\O 的 竭尽 递增 列 . 


变换 成 以 O 为 中 心 的 极 坐 标 , 由 富 比 尼 定 理 得 到 


dz ”ra 一 1dr ! dr 
局 A= h! wap | 一 =| ran 


其 中 dw = dp1. .dp lo) 古朴" 中 极 坐 标 变换 的 雅 可 比 行列 式 中 出 现 的 角 
2 ;Pn_2 的 正弦 的 习 积 , 而 c 是 它 在 单位 球面 5 上 的 积分 值 , 它 只 依赖 于 n 而 
与 e 无关. 

者 a <n, 则 当 es 一 +0 时 , 在 B(e) 上 所 得 到 积分 的 有 有 限 极限 . 在 其 他 情况 
当 <s 一 +0 时 最 后 的 积分 趋 于 无 穷 . 

于 是 我 们 证 明了 只 在 a < n 时 ， 国 数 一 一 ~ jd 本 在 点 O 的 有 界 去 心 邻 域 上 可 积 ， 


其 中 n 是 空间 的 维 数 ,d(0, z) 是 点 x 到 点 O 的 距离 

类 似 地 可 以 证 明 , 只 在 a > n 时 , 这 个 函数 在 球 B 的 外 部 , 亦 即 在 无 穷 远 点 的 
邻 域 上 按 反常 积分 意义 可 积 

例 3 设 I= {rz ER"l0< zig1,i=1,.…,n} 是 m 维 方 体 ， 而 大 是 已 的 由 条 
件 zf = ... = z" = 0 给 定 的 & 维 边 界 . 在 集合 TAN\ 下 上 研究 函数 一 一 je ， 其 中 
d(z) 是 从 后 z E I \ I 到 边界 I 的 距离 . 我 们 将 说 明 对 于 怎样 的 a e 及 , 这 个 函数 
在 集合 I \ I 上 的 积分 收敛 . 
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我 们 指出 ， 如 果 二 (2), 0? 二 , T"), 那么 


dtz) = (z+1)?2 十 … 十 (2). 
设 I(e) 是 从 了 中 去 掉 边界 I 在 R" 中 的 es- 邻 域 所 得 的 Rm 中 的 区 域 . 由 富 比 
尼 定 理 
dr play dz dm 
| do{z) 人 d d |, ((zr+1)2 十 .… 十 (27™)2)°/2 


加 / du 
1 xre) [ul 


其 中 心 = (zf ,27),In_k(e) 是 从 人,_k C 了" 中 去 挤 尽 4 一 0 在 R"“ 中 的 
e 一 邻 域 所 得 的 R** 中 的 区 域 

根据 在 例 1 中 获得 的 经 验 , 显然 , 只 有 在 a < n 一 kk 时, 最 后 的 积分 才 收敛 . 因 
而 我 们 所 研究 的 反常 积分 只 在 a < 一 大 时 收敛 , 其 中 大 是 边界 的 维 数 , 在 边界 近 旁 
被 积 函数 可 以 无 限 增加 . 


注 2 在 证 明 命题 2 时 , 验证 了 函数 |f| 的 积分 收敛 狂 克 含 函 数 /的 积分 收 伍 
性 , 原来 , 对 于 定义 2 意义 下 的 反常 积分 这 个 命题 的 道 命 题 也 成 立 , 而 这 种 情况 在 我 
们 以 前 研究 直线 上 的 反常 积分 时 是 没有 的 , 那 时 我 们 区 分 了 反常 积分 的 绝对 收敛 性 
和 非 绝 对 (条 件 ) 收敛 性 . 为 了 尽快 理解 所 产生 的 与 定义 2 有 关 的 新 现象 的 实质 , 我 
们 来 研究 以 下 的 例子 . 


例 4 设 函 数 f :及 一 及 定义 在 非 负 数 集 及 上 :f(x) = CV” _ 车 n_1< 
TT<n,neN. 
因为 级 数 沈 C7 收敛, 所 以 容易 看 出 当 4 -+oo 时 , 积分 / f(z)dz 的 


极限 存在 且 等 于 这 个 级 数 的 和 但 这 个 级 数 不 绝 对 收敛 . 例如 重新 排列 它 的 项 可 以 
得 到 发 散 到 -oo 的 新 级 数 . 新 级 数 的 部 分 和 可 以 理解 为 函数 f 在 实数 轴 中 与 级 数 
的 项 相对 应 的 那些 区 间 的 并 集 E,, 上 的 积分 . 显然 , 由 集合 轧 , 作成 的 集 列 是 函数 f 
的 定义 域 及 + 的 竭尽 递增 列 . 

于 是 , f : 了 + 一 及 的 反常 积分 fy ”f(z)dz 在 以 前 的 理解 下 是 存在 的 而 在 定义 
2 的 意义 下 不 存在 . 

我 们 看 到 , 定义 2 中 所 要 求 的 极限 与 竭尽 递增 列 选取 的 无 关 性 等 价 于 级 数 的 和 

与 它 的 项 的 排列 的 无 关 性 . 我 们 知道 , 后 者 正好 等 价 于 绝对 收敛 性 . 

事实 上 , 在 实 幅 中 总 是 不 得 不 限于 研究 以 下 形式 的 特殊 竭尽 递增 列 . 设 在 区 域 
D 上 定义 的 函数 f : D 一 RR 在 集合 Bc 9D 的 邻 域 中 无 界 . 这 时 , 我 们 从 DD 中 去 掉 
那些 包含 在 集 EE 的 e 一 邻 域 中 的 点 , 得 到 区 域 D(e) Cc D. 当 e 一 0 时 , 这 些 区 域 生 
成 D 的 竭尽 递增 列 . 如 果 区 域 D 无 界 , 那么 它 的 递增 列 可 以 用 在 D 中 取 无 穷 远 扣 
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的 邻 域 的 余 集 的 方法 得 到 . 在 一 元 的 情形 中 , 我 们 研究 过 这 样 的 特殊 竭尽 递增 列 , 正 
是 这 些 特殊 的 递增 列 把 我 们 在 研究 直线 上 反常 积分 时 已 讲 过 的 反常 积分 的 主 值 意义 
( 柯 西 意义 ) 下 的 收敛 性 概念 直接 推广 到 任意 维 空间 的 情形 . 


3. 反常 积分 中 的 变量 痊 换 


最 后 , 我 们 将 得 到 反常 积分 的 变量 替换 公式 , 从 而 我 们 将 对 §5 中 定理 1 和 定理 
2 做 出 虽然 很 简单 但 很 有 价值 的 补充 . 


定理 1 设 o:D,_，D。 是 开 集 Di C Rr 到 开 集 D。c Rn 上 的 微分 同 胚 映 射 
而 画 数 了: Ds 一 民 在 集合 D。 的 任何 可 测 紧 于 条 上 部 可 积 若 反 党 积分 JD。 To)d 
收敛 , 则 积分 


上 ((f op)| det p(t)at 
也 收 伊 , 且 它 们 的 值 相 等 . 


< 开 集 D C R? 的 竟 尽 递增 列 可 以 是 含 于 D, 的 紧 集 列 Ek,k e N, 其 中 每 个 
Ek 是 空间 及 2 的 有 限 个 区 间 的 并 (这 方面 可 参看 85 引 理 1 证 明 的 开头 部 分 ). 因为 
9 : Di 一 Ds 是 微分 同 胚 , 对 应 于 集合 D, 的 竭尽 递增 列 {Et} 有 集合 D, 的 竭尽 递 
增 列 {EB}, 其 中 Et = yp(Et) 是 D; 中 的 可 测 紧 集 ( 集 Et 的 可 测 性 从 85 引 理 1 得 
到 ). 由 85 中 命题 1 可 得 


大 jz) dr= (f op)l det p' (bdt. 


由 假设 条 件 , 这 个 等 式 的 左边 当天 一 oo 时 有 极限 , 所 以 当天 一 co 时 右边 也 有 
相同 的 极限 . > 


注 3 以 上 讨论 验 明 了 最 后 一 个 等 式 右 端 的 积分 对 D; 的 任何 具 上 述 特殊 形式 
的 况 尽 递增 列 均 有 相同 的 极限 , 以 后 我 们 利用 的 正 是 定理 的 被 证 明了 的 这 一 部 分 . 但 
是 , 为 了 完成 所 述 断 言 的 证 明 , 按 定 义 2 必须 正式 地 验证 所 求 极限 对 于 D; 的 任意 竟 
尽 递 增 列 都 存在 .作为 很 好 的 练习 , 我 们 把 它 (并 非 十 分 初等 的 验证 ) 留 给 读者 . 我 
们 仪 指 出 , 从 证 明了 的 结果 已 经 可 以 推出 函数 |f o yl|| det 在 集 D, 上 反常 积分 的 
收 伍 性 ， ( 见 练习 7) 


定理 2 设 p: 忆 一 De 是 开 集 D: 到 开 集 Ds 的 映射 , 又 设 在 D: 和 Ds。 中 可 
以 指出 零 测 度 集 54, .Sz, 使 Di \ S51, Dz \ Sz 是 开 集 ,而 yp 是 Di\ Si 到 Ds \5s 上 的 
微分 同 胚 . 如 果 在 这 些 条 件 下 , 反常 积分 [f(T)dz 收敛 , 则 积分 


{Gonlaet oh) 
Di\St 
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也 收敛 , 且 它 们 的 值 相等 , 如 果 还 设 |det p' 汪 在 Di; 的 任何 紧 子 集 上 都 有 定义 且 有 界 ， 
则 函 教 (fopjldete:| 在 Di 上 按 反 常 积分 意义 可 积 , 且 有 等 式 
hn f(z)dz = 人 (f oP) det p(t dt 


< 所 述 论断 是 本 节 定理 1 和 85 中 定理 2 的 直接 推论 , 只 要 注意 在 求 开 集 上 的 
反常 积分 时 , 可 以 仅 考虑 由 可 测 紧 集 组 成 的 竭尽 递增 列 ( 见 注 3) 
例 5 计算 积分 ，Jf ss 它 对 a > 0 是 反常 积分 , 因为 这 时 被 积 
苏 数 在 圆周 zz + = 1 的 邻 域 中 无 界 . 
化 为 极 坐标 , 由 定理 2 得 到 
J 


T+y2<1 


当 a > 0 时 最 后 的 积分 也 是 反常 积分 ， 得 因 被 可 本 数 非 负 所 以 它 可 以 看 作 关 
于 由 矩形 / 


l 
=- {memo<p<2rA0<r el- i} ,nen 


构成 的 矩形 
T= {(rp)ER20<p<2rA0<r<1} 


的 特殊 竭尽 递增 列 的 极限 . 利用 富 比 尼 定 理 , 当 a < 1 时 , 得 到 


// rdrdo im [Ss 
(1 —r*)e nn CT Ta 


Sepa 


根据 同样 的 理由 可 以 得 出 结论 : 当 a > 1 时 所 求 积 分 发 散 . 
例 6 证 明 积分 。// 一 ccy _ 只 有 在 
zivis1 zl? + |yl? 
i li 
pp 4 
时 才 收 伍 


所 由 明显 的 对 称 性 ,只 需 在 zx > 0,y >0 且 z+y > 1 的 区 域 D 上 研究 积分 
即 可 . 

显然 , 为 使 积分 收敛 , 必须 同时 满足 条 件 p > 0 和 gq > 0. 事实 上 , 如 果 p < 0, 屠 
么 对 于 含 于 D 的 矩形 


Ia={(z,y) ER <zrs< AA0S<Yy < 1} 
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上 的 积分 , 我 们 就 有 售 填 


/| = a >/ 
7ZP 十 99 元 + 页 > 1 0 工 十 24 
一 (4 一 1 cy 
ff Ts 


它 说 明 当 4 一 +ee 时 , 这 个 积分 无 限 增加 . 因此 , 在 以 后 的 研究 中 可 以 认为 p>0 
县 co > 0. 

在 区 域 D 的 有 限 部 分 内 , 被 积 函 数 没 有 奇 点 , 因此 所 研究 积分 的 收敛 性 等 价 于 
研究 同一 个 函数 在 G 上 积分 的 收敛 性 . 其 中 G 表示 D 中 满足 z? + yr > a > 0 的 那 
部 分 . 为 使 曲线 zz+ 妇 =a 当 zy>0y> 关 0 时 含 于 呈 , 假设 数 a 是 充分 大 的 数 . 

按 如 下 公式 引进 广义 极 坐 标 (7, p): 


t= (r cos2 p)!/?,y = (rsin2 op)19， 


根据 定理 2 我 们 得 到 

drd | 
/| i -一 /| (rs+s-2 cosp -1 psina™! p)drdey. 
和 “0cp<n/2 

利用 由 区 间 


ILA={(rp)ERI0<e<yp rn/2—-eAagr < A} 
作成 的 区 间 : 
{(r,p) ERI0<p<AT/2Aa Kr < oo} 
的 竭尽 递增 列 , 并 应 用 富 比 尼 定 理 , 我 们 得 到 


141- 2_1 .2 
(rsta 2cosr "psins yp)drdy 


0<%%<T/2 
TO 


T/2 一 上 2 1 2_1 A 1 | 12 
一 im / cos? “wsins wdp 1:| lim / rpta “dr 
< 一 0 / - 4 一 co 0 


因为 » > 0 且 v > 0 所 以 这 两 个 极限 中 的 第 一 个 显然 有 限 , 而 第 二 个 只 有 当 ; + 
< 1 时 有 限 . > 


练习 


dzxdy 
O<lzit+ly|g1 zl? + |yls 


1. 指出 对 于 怎样 的 参数 p, g, 积分 收敛 . 
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2. a) im 及 cosz“ dz 是 否 存 在 ? 
b) 积分 fh1 cos zdz 在 定义 2 的 意义 下 是 否 收敛 ? 
c) 验证 
lim / sin(z +y )drdy = 7 


Fh —+ OO 


BAR 


lim / / sin(z + yy’ )dzrdy = 0, 
rT2+y2<2nn 


证 明 sin(z 十 ?) 在 平面 到” 上 的 积分 发 散 . 
3， a) 计算 积分 请 /1 靖 ccc 


zpy TPYIZr 


b) 对 反常 积分 (其 实 ， 对 常 义 积分 也 一 样 用 富 比 尼 定理 时 应 小 心 . 试 证 积分 


| / 证 二 Fy CE 


/ WE dz | 和 i sd " 
[- wf i i 
都 收敛 


c) 证 明 , 若 fe C( 了 2 了), 且 在 及 ”上 有 六 > 0, 则 从 两 个 累 次 积分 


人 六 dz | 关 fray, 人 yf 六 f(r, de 


中 任 一 个 存在 可 推出 积分 [「 f(z,y)dzdy 收敛 , 并 且 等 于 这 个 累 次 积分 的 值 . 


发 散 , 可 是 两 个 累 次 积分 


和 


4. 证 明 , 若 f € C(R, 民 ), 则 


h—+0 不 


1/ 
lim 一 三 5 -7 f(r)dr = f(0) 


5. 设 D 是 R* 中 带 有 光滑 边界 的 有 界 区 域 , 而 S 是 含 于 D 的 边界 中 的 大 维 光滑 曲面 . 证 明 ， 
如 果 Fe C(LD, 了 ) 有 估计 |f| < 一 一 ; 其 中 d = d(S, 7x) 是 从 点 z E D 到 5 的 距离 ,而 
< > 0, 则 函数 f 在 D 上 的 积分 收敛 . 
6. 试 证 , 没有 关于 集合 EE 可 测 性 的 假设 , 注 1 仍然 成 立 . 
7. 设 D 是 ”中 的 开 集 , 而 函数 f : D 一 RR 在 含 于 D 的 任意 可 测 紧 集 上 可 积 . 
a) 证 明 , 如 果 函 数 |f| 在 D 上 的 反常 积分 发 散 , 那么 可 以 找到 集合 D 的 这 样 的 竭尽 递增 
列 {En}, 使 每 一 个 E 都 是 D 中 由 有 限 个 n 维 区 间 组 成 的 初等 紧 集 , 并 且 当 nn 一 00 
时 , ff f(s)de = 00 
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b) 验证 , 若 f 在 某 个 集合 上 的 积分 收敛 , 而 |f| 的 积分 发 散 , 则 
f+ =3(fl+f) 和 f- =3(f|-) 
的 积分 也 都 应 当 发 散 . 
c) 证 明 ， 在 a) 中 的 竭尽 递增 列 {En}】 可 以 选 得 使 对 于 任意 的 mw E N 满足 关系 式 
fp, 1 /En f+(z)dz > fs |fl(z)dr +n. 
d) 利用 下 积分 和 证 明 , 如 果 [所 (z)dz > 4, 那么 存在 由 有 限 个 区 间 组 成 的 初等 紧 集 
FC E, 它 使 得 人 f(z)dz > A. 
e) 从 c) 与 d) 推出 , 存在 这 样 的 初等 紧 集 五 , C En+1 \ En, 使 得 
| /oaz> | | 月 (zjaz 十 只， 
Fn J En, 
f) 利用 e) 证 明 , 集合 G = FF 门 Bs 是 D 中 的 初等 紧 集 ( 即 由 有 限 个 区 间 组 成 的 集 ), 它 
们 组 成 D 的 竭尽 递增 列 , 并 且 当 n 一 oo 时 , 有 /f(z)dz 一 十 oo. 
这 样 一 来 , 如 果 | 有 i 的 积分 发 散 , 那么 , 函数 f 的 积分 也 发 散 (在 定义 2 的 意义 下 ). 
8. 详细 证 明定 理 2. 
9. 我 们 记得 ， 如 果 汉 二 (z ,+ ) ), 而 € 一 (上 ,€" ), 则 (2,€) 一 TE 十 … 十 T E 是 
Rn” 中 的 标准 内 积 . 设 4 = (ai;) 是 复 对 称 n x n 和 矩阵. 用 Re4 表示 具 元 Reai; 的 矩阵 , 记 


Re4 > 0(Re4 > 0) 表示 对 任何 ER" 且 z 关 0 有 ((Re4)z,z) > 0( 相 应 地 , > 0) 
a) 试 证 , 如 果 Re4 > 0, 则 当 入 > 0, 上 € RR” 时 成 立 


人 emp ( 院 wea _ io dz 
- 的 道 (det A)-¥ exp (- 云 (459) 
同时 , Vdet 4 的 分 枝 可 用 以 下 方式 取 : 
(det 4)-L2 = |det 4 2 exp(—iIndA), 


1 oe T 
IndA = 3 2_argpi(A), largus(A)| < 3 


j=1 
这 里 yw;(4) 是 矩阵 4 的 本 征 值 . 
b) 设 4 是 非 赔 化 实 对 称 和 矩阵 . 这 时 , 当 上 ER" 和 入 > 0 有 
/ exp (Suz 7) 一 人 7， 二 dz 
nn 2 
(2) aot AI- 1 (A-! nA 
一 G3 |det A|™“° exp (去 6) | exp | 4 sgna ) 
这 里 ,sgn4 是 矩阵 4 的 号 差 , 亦 即 
sgn4 = v+(A) — rv-(4), 
其 中 vj (4) 是 4 的 正本 征 值 的 个 数 , 而 v_(4) 是 负 本 征 值 的 个 数 . 
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本 章 研究 曲面 , 曲面 的 边界 , 曲面 与 其 边界 的 和 谐 定 网 等 概念 , 导出 R" 中 曲面 
面积 的 计算 公式 , 还 给 出 微分 形式 的 初步 知识 . 掌握 上 述 所 有 概念 , 对 于 研究 下 一 章 
要 讲 的 曲线 积分 及 曲面 积分 来 说 是 非常 重要 的 . 


81 RR 中 的 曲面 


R* 是 一 个 现成 的 维 曲面 . 


定义 1 若 集 合 5 Cc R" 的 每 一 点 都 有 在 S 内 的 邻 域名 同 胚 久 于 R*, 就 说 5 是 
Rn" 中 的 维 数 为 大 的 曲面 (Kk 一 维 曲面 或 有- 维 流 形 ). 


定义 2 实现 曲面 定义 中 所 说 的 同 胚 的 映射 yp : R* 一 UC 5, 则 做 曲面 3 的 图 
或 局 部 图 ; R* 是 参数 域 , 而 UV 是 图 在 曲面 $ 上 的 有 效 域 . / 


使 点 z = p(t) e U 对 应 于 数组 t+ = ( 旭 ,… , 妇 ) E R*, 就 在 U 内 由 局 部 图 确定 一 
个 曲线 坐标 . 显然 , 由 曲面 的 定义 显然 可 知 , 若 把 R* 换 成 与 R* 同 胚 的 任 一 拓扑 空 
间 , 则 不 会 改变 用 它 所 描述 的 S 的 对 象 的 集合 . 代替 R*, 人 们 常用 R* 中 开 方 体 天 
或 开 球 B* 作为 局 部 图 的 标准 参数 域 . 然而 这 纯粹 是 一 种 约定 . 


所 谓 点 z e 5S C Rn 在 集合 5 内 的 邻 域 , 像 前 面 一 样 , 理解 为 集合 Us(z) = SMmU(z), 其 中 
U(z) 是 z 在 R" 中 的 邻 域 . 因为 后 面 叙 述 中 只 涉及 曲面 上 的 邻 域 , 所 以 为 了 简化 , 在 不 会 发 生 误会 
的 情况 下 , 就 把 Vs(z) 写成 UU 或 Ul(z). 

@ 在 S c Rn 上 , 从 而 也 在 wc 3S 上 , 有 自然 的 从 Rn 诱导 来 的 度量 , 所 以 我 们 能 谈 及 U 到 R" 
内 的 拓扑 映射 . 


$1 R" 中 的 曲面 . 149 . 


为 了 进行 某 些 类 比 , 以 及 使 后 面 的 构造 更 加 直观 , 通常 我 们 是 把 方 体 I* 取 作 曲 
面 的 局 部 图 的 标准 参数 域 . 于 是 , 图 


pp:I*— UCS (1) 


将 局 部 地 给 出 曲面 5 c R" 的 参数 方程 x = w(t), 这 样 一 来 ,k 维 曲 面 本 身 就 能 局 部 
地 看 成 是 变 了 形 的 标准 维 区 间 I* CR* . 
后 面 将 会 看 到 , 能 用 参数 给 出 曲面 , 对 于 计算 特别 重要 . 有 时 , 整个 曲面 只 用 一 
张 图 就 表示 出 来 了 ， 这样 的 曲面 通常 称 为 初等 曲面 例如 连续 函数 f : I* 一 恨 在 
R*+! 内 的 图 是 初等 曲面 . 然而 , 曲面 的 初等 性 是 很 特殊 的 . 例如 我 们 常见 的 二 维 球 
面 就 不 能 只 用 一 张 图 给 出 . 在 地 球 曲 面 的 图 册 中 至 少 要 有 两 张 图 (参看 本 市 末 第 4 
题 ). 
仿照 这 种 情况 , 我 们 引进 


定义 3 设 A(S) := {pi :小 一 Ui,ie N} 是 曲面 5 的 一 组 局 部 图 . 若 这 些 局 部 
图 的 有 效 域 的 全 体 , 能 覆盖 整个 曲面 ( 即 S = Ui), 则 称 4(S) 为 曲面 5 的 图 册 


同一 曲面 的 两 个 图 册 的 并 , 显然 还 是 该 曲面 的 图 册 . 

若 对 映射 (1), 即 曲 面 的 局 部 参数 方程 除了 要 求 同 胚 之 外 不 加 其 它 限制 , 则 可 能 
使 R" 内 的 曲面 呈现 出 一 幅 怪 样子 . 例如 , 可 能 发 生 这 样 的 情况 : 同 胚 于 二 维 球面 的 
曲面 , 亦 即 , 按 拓扑 说 是 球面 , 位 于 R3 内 , 但 这 个 曲面 所 限定 的 区 域 却 不 同 胚 于 球体 
( 称 之 为 带 角 的 球面 包 )， 

为 了 避 开 这 种 与 分 析 中 所 讨论 的 问题 的 实质 没有 多 大 关系 的 类 似 的 困难 , 在 第 
8 章 87 中 , 我 们 曾 把 R”* 内 的 光滑 维 曲面 定义 作 这 样 的 集 5 C R", 对 每 个 点 
zo € 5, 在 有 R* 内 有 它 的 邻 域 U(xo0), 及 微分 同 逢 


wUz = "= {te RIt|<1,i= 1,2,...,n), 


使 集合 Us(zxo) := SFU(zo) 变 到 方 体 严 = 严 门 上 < 以"| 太 tr ==… 二 二 二 0} 内 . 
很 明显 , 这 种 意义 下 的 光滑 曲面 也 是 在 定义 1 的 意义 下 的 曲面 , 因为 映射 
澳 一 p(t ,.. " , ,0,-- , 0) 一 p(t ,.-- ,t*) 


显然 局 部 地 将 曲面 参数 化 . 反之 , 由 上 面 提 到 的 角形 球面 的 例子 看 出 , 即使 w 是 简 
单 同 胚 , 其 逆 命 题 一 般 也 不 成 立 . 然而 , 当 映 射 (1) 足够 正则 时 , 曲面 的 这 两 种 概念 
实际 是 一 样 的 . 

实质 上 , 这 在 第 8 章 87 的 例 8 中 已 经 指出 过 了 . 但 是 , 由 于 这 个 问题 非常 重要 ， 
所 以 我 们 来 精确 地 叙述 以 下 命题 , 并 提示 答案 是 怎样 得 到 的 . 
”@ 亚 历 山 大 做 出 了 这 种 曲面 的 例子 . 亚历山大 (D. W. Alexander) (1888 一 1971) 是 美国 的 拓扑 数 
学 家 . : 
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命题 若 映 射 (1) 属于 C(IM,R") 类 , 且 在 方 体 I* 的 每 一 点 有 最 大 秩 太 和 从 
在 E>0 及 从 n 维 方 体 
I?7 := {teR"lIlt|<e,i=1,...,n) 
到 空间 展 "” 的 微分 同 胚 pe :天 一 RR", 使 得 pljxn rr = pelrr Nir 


换 句 话说 , 命题 断定 了 在 所 给 条 件 下 , 局 部 映射 (1) 是 n 维 方 体 I? 的 微分 同 胚 
在 天 维 方 体 六 := I* 站 I 上 的 限制 
< 为 确定 起 见 , 设 映 射 zx = p(t) 的 m 个 泽 标 函数 zi = (人 红 二 ) 王 1 
中 的 前 大 个 已 满足 det ( 萝 -) © 六 0,i,j 二 1,.… ,k， 这 时 , 根据 隐 函 数 定 理 , 在 
(to,zo) = (0, p(0)) 附近 , 关系 式 


与 关系 式 
+t! fi(zx! 2) 
t" = f(zl,.. x*), 
rR+1l — 大 十 (2Z1 ,TX*), 
T" 一 (ZL Ze 
等 价 . 
在 这 种 情况 下 , 映射 


t* 一 f*(z!,-.- , 2"), 
£K+1 一 TE+1 FLT(Z 由 , TE),. 


t= 7x" 一 f(x!,... ,LE) 


是 点 xo € 恨 * 的 n 维 令 域 的 微分 同 胚 . 现在 可 以 取 它 的 逆 微 分 同 蚜 在 某 个 方 体 I? 
上 的 限制 作为 pe. > : 
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当然 , 改变 坐标 的 尺度 能 使 上 面 的 微分 同 胚 中 的 。 = 1 从 而 方 体 I? 成 为 单位 
方 体 


这 样 就 证 明了 对 于 有" 中 的 光滑 曲面 , 可 以 采用 与 前 面 定 义 等 价 的 


定义 4 如 果 (定义 1 所 引入 的 )R" 中 的 维 曲 面具 有 这 样 的 图 册 , 其 局 部 图 
是 光滑 的 (C(™ 类 ,m > 1) 映射 , 且 在 其 定义 域 的 每 点 的 秩 为 k, 就 称 它 为 (CC0m) 
类 ,m > 1 光滑 曲面 . 


请 注意 , 映射 (1) 关于 秩 的 条 件 很 重要 . 例如 , 由 式 子 zl = 纪 2,z2 = 妈 给 出 的 
解析 映射 及 3 41 一 (zlz2) € 了 2 在 平面 R? 内 确定 一 条 在 点 (0,0) 处 有 尖 点 的 曲线 . 
显然 这 条 曲线 不 是 R? 中 的 一 维 光滑 曲面 ; 因为 后 者 应 在 它 的 每 一 点 有 切面 (一 维 切 
面 )2. 

因此 , 特别 地 , 不 要 把 C(" 类 光滑 道路 与 C4o 类 光滑 曲线 这 两 个 概念 混 消 了 . 

在 分 析 中 , 通常 考察 的 是 足够 光滑 的 上 秩 参 数 化 (1). 可 以 断定 , 在 这 种 情况 下 ， 
这 里 采用 的 光滑 曲面 的 定义 4, 与 第 8 章 87 所 讨论 的 定义 是 一 致 的 . 然而 , 如 朵 说 
早先 的 定义 直观 , 且 能 避 开 一 些 不 必要 的 麻烦 的 话 , 那么 , 与 曲面 的 定义 1 一 致 的 定 
义 4 的 优越 性 在 于 它 很 容易 提升 成 抽象 流 形 的 定义 , 而 不 必 局 限于 R” 中. 在 这 里 ， 
我 们 暂时 还 是 只 关心 RR* 内 的 曲面 . 

现在 讨论 一 些 这 种 曲面 的 例子 . 


例 1 我 们 知道 , 若 Fi ec Com) (有 ,有 = 1,… ,n 一 kk 是 一 组 光滑 函数 , 且 方 
程 组 


i. (2) 


Fk (yl,. , ,7 TS 十 1，- , 2") —0 


在 属于 其 解 集 S 的 每 一 点 处 的 秩 为 n 一 , 则 此 方程 组 或 者 没有 解 , 或 者 其 解 的 集合 
5 在 R" 中 构成 C(m) 类 维 光滑 曲面 5. 

< 我 们 要 证 , 如 果 5 #C, 则 5 满足 定义 4. 这 可 从 隐 范 数 定理 推出 来 . 据 隐 站 
数 定理 , 在 任何 点 zo e 5 的 某 邻 域内 , 不 计 变量 标号 的 变化 , 方程 组 (2) 等 价 于 方程 
组 


位 = FF+1(ZL 2ZA)， 


关于 切 平面 , 参看 第 8 章 87. 
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这 里 f*+1... ,fneCtm). 将 此 方程 组 改写 成 


TZ 一 f" (ti,..- ,t*) 


的 形式 , 就 成 了 在 5 上 点 zo e 5 的 邻 域 的 参数 方程 ,显然 , 继续 作 变 换 , 即 可 把 参 
数 域 变 成 典 则 的 , 例如 , 变 成 1:, 从 而 得 到 标准 的 局 部 图 (1). > 


例 2 特别 地 , 在 及 "中 用 方程 
(ZI)? ++ (2 =r (r>0) (3) 


给 出 的 球面 是 Rn 内 的 n_ 1 维 光滑 曲面, 因为 方程 (3) 的 解 集 5 显然 不 空 , 并 且 在 
5 的 任何 点 ,方程 (3) 左 端 的 梯度 不 为 零 
当 n 二 2 时 , 得 到 R2? 内 的 圆 . 


(2 ) 十 (£2) _ rr, 


ZL 一 了 cosb 
2 


TX” 一 ?Sin 
容易 用 极 角 6 把 它 局 部 参数 化 . 
对 固定 的 >(> 0) 值 , 映射 0 王 (zlz2)(9) 在 任何 形 如 b <0 < 090 十 27 的 区 间 
上 都 是 微分 同 胚 , 而 且 , 为 构成 圆 的 图 册 , 两 张 图 (例如 ,与 60 =0 及 如 = 一” 对 应 
的 两 张 图 ) 就 够 了 . 但 是 , 只 用 一 张 标准 图 (1) 是 不 够 的 , 因为 圆 是 紧 的 , 这 一 后 与 
R1 或 [1 = Bt! 不 同 , 而 在 拓扑 空间 中 , 紧 性 是 关于 拓扑 变换 不 变 的 性 质 . 
对 于 Rs 内 的 二 维 球面 


利用 极 坐 标 


(z) +(0) 二 人) 二 六 


能 用 极 ( 球 ) 坐标 把 它 参数 化 , 用 vy 表示 同 量 (zl z2,z3) 与 轴 Oz 的 正 向 之 则 的 夹 
角 (O < < 7), 而 用 yp 表示 向 径 (zl z2,z3) 在 平面 (zl z2) 上 射影 的 极 角 , 得 到 


7 = 7 Cosw, 


7 = 7 sinw sin y, 


Z+ = 7 sin cosw. 
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在 一 般 情形 , R* 内 的 极 坐 标 (7, 91,… ,9,-1) 用 关系 


ZL = rcosO1, 


Z2 = rsin OO: cos 0» 


ZL 一 rsin0sin0 .sin0 cos0 1， 


rT"* =rsingising...singn_2sSin0,i 


引入 . 
注意 , R" 中 由 一 般 极 坐标 (7,91,… ,0%_1) 到 笛 卡 儿 举 标 (x1,… ,zx") 的 变换 
(4) 的 雅 可 比 是 


J =r"?-lsin" 0, sin"™* 0,...sinO,_». (5) 


由 该 雅 可 比 的 表示 式 显 然 可 见 , 比如 说 , 如 果 0<0<7,i=1,::……,n-2 且 77>，0, 
则 ,7 对 0. 这 就 是 说 , 即使 不 引用 参数 9 ,6%_1 的 平凡 几何 意义 , 对 于 固定 的 
r > 0, 作为 局 部 微分 同 胚 (r, 9 ,91) 一 (71,… ,zx”) 的 限制 , (91,… ,5_1) 一 
(z1,… ,x7) 本 身 仍 然 是 一 个 局 部 微分 同 胚 . 但 是 球面 关于 R" 的 正 交 变换 群 是 齐 性 
的 , 所 以 , 由 此 即 可 推 知 , 对 于 球面 上 任意 点 的 邻 域 建立 局 部 图 是 可 能 的 . 


例 3 当 上 <n 时 , 柱 面 
(Zi12 二 + 二 (T*) =r? (7 > 0) 


是 R* 内 的 n 一 1 维 曲 面 , 它 是 变量 (z!,…. ,zx*) 的 平面 内 的 k& -1 维 球面 与 变量 
(z*+1,...,z") 的 n 一 k 维 平面 的 直 积 . 

显然 , 车 把 R* 内 k 一 1 维 球面 上 点 的 极 坐 标 91,… ,6-1 取 作 n 一 1 个 参量 
(t1,.… ,t*-1) 中 的 前 一 1 个 , 而 令 大 ,… ,t"-1 分 别 等 于 z*+1,… ,Zn 就 能 把 这 个 
曲面 局 部 参数 化 . 


例 4 设 空间 R3 的 笛 卡 儿 坐 标 为 (z,y z), 在 平面 z = 0 中 取 一 条 不 与 Oz 轴 
相交 的 曲线 (一 维 曲面 ), 并 将 它 绕 Oz 轴 旋 转 , 就 得 到 一 个 二 维 曲 面 . 可 把 这 条 曲线 
(经 线 ) 的 局 部 坐标 及 (比如 ) 旋转 角 ( 纬 线 上 的 局 部 坐标 ) 做 为 此 二 维 曲 面 的 局 部 坐 
标 ， 


特别 地 ,车 平面 x = 0 上 的 曲线 取 以 点 (0,8,0) 为 中 心 , 半径 为 a 的 圆 , 则 当 
0 < wa < 时 , 得 到 二 维 环 面 , 俗称 轮胎 曲面 (图 69). 它 的 参数 方程 能 与 成 


T= (b+acosy)ceosy, 
y = (b+ acoswy)sin w， 


2 = Q COsYYy. 


的 形式 , 其 中 y 是 在 原来 的 圆 (子午 线 ) 上 的 角 参 数 , 而 yp 是 纬 线 上 的 角 参 数 . 


. 154 ， 第 十 二 章 R" 中 的 曲面 及 微分 形式 


与 上 面 所 作 的 旋转 环 面 同 胚 的 任何 曲面 , 在 拓扑 学 中 都 叫 环 面 (确切 地 说 是 二 维 
环 面 ). 
由 此 可 见 ， 一 维 环 面 是 两 个 圆 的 直 积 因为 圆 是 把 线段 的 两 个 端点 粘 在 一 起 (等 


同 ) 而 得 到 的 , 所 以 环 面 能 够 由 线段 的 直 积 即 矩形 , 用 把 矩形 对 边 按 对 应 点 粘 接 起 来 
的 方法 得 到 (图 70). z 


图 69 图 70 


实质 上 , 这 种 方法 我 们 早已 用 过 , 当时 确立 了 双 皖 的 构 形 空间 是 二 维 环 面 , 而 摆 
的 运动 与 环 上 的 路 径 相对 应 ”. 


例 5 若 把 柔软 的 带子 (矩形 ) 按 图 71a 中 的 箭头 粘 接 , 就 得 到 环 (图 71c) 或 柱 
面 (图 71b). 而 按 拓扑 学 的 观点 , 它们 是 一 样 的 (这 些 曲 面 彼此 同 胚 .) 


Pe 
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- 


9 
Me wh 
Te me em de i 


71 
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图 72 


而 若 按 图 72a 上 画 的 第 头 粘 接 这 条 带子 , 则 得 到 Rs 内 的 曲面 (图 72b), 在 数学 
中 叫做 上 默 比 岛 斯 带 . 人 2 


* 译 者 注 . 该 书 此 前 并 没有 介绍 过 双 摆 , 它 第 一 次 出 现 是 在 后 边 第 15 章 , 82, 第 1 段 的 例 4 中 . 
@ 默 比 乌 斯 (A.F.Mobiiis)(1790 一 1868), 德国 数学 家 与 天 文学 家 . 
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目 然 是 借助 原来 矩形 所 在 的 平面 上 的 坐标 引进 此 曲面 上 的 局 部 坐标 . 


例 6 把 例 4 与 例 5 的 叙述 放 在 一 起 比较 一 下 , 自 
然 会 想 , 现在 可 以 把 将 矩形 粘 接 成 环 面 的 方法 与 将 矩形 
粘 接 成 默 比 乌 斯 带 的 方法 合 在 一 起 , 成 为 一 种 新 的 粘 接 

矩形 的 方法 (图 73a). 但 是 , 正 像 不 撕 破 和 矩形 或 不 使 其 不 

自 交 , 也 不 超出 R2? 的 范围 , 就 不 可 能 粘 成 默 比 乌 斯 带 一 

样 , 在 R3 内 在 类 似 条 件 下 完成 上 述 新 粘 接 也 是 不 可 能 

的 . 然而 , 在 R4 中 就 能 做 到 , 结果 得 到 R4 中 的 曲面 , 叫 。 * > 
做 克 菜 因 (Klein) 瓶 . 图 73b 是 绘制 这 种 胆 面 的 方法 的 73 

示意 ， 


士 面 这 个 例子 说 明 , 有 时 对 曲面 本 身 进 行 描述 , 还 是 比较 容易 的 , 只 要 不 要 求 曲 
面 非 位 于 给 定 的 空间 R" 内 不 可 . 此 外 , 许多 重要 的 (各 种 维 数 的 ) 曲面 , 开始 时 并 不 
是 作为 R* 的 子 集 , 而 是 作为 , 例如 , 机 械 系 统 的 相 空间 , 连续 变换 群 的 几何 像 , 关于 
原 空间 的 自 同 构 群 的 商 空 间 等 等 产生 的 . 我们 暂时 只 给 出 这 些 初步 的 注释 , 而 把 它 
们 的 严 并 论述 留 到 第 15 章 . 在 那里 , 我 们 将 给 出 曲面 的 普遍 定义 , 而 这 种 曲面 未 必 
在 R” 中 . 在 这 里 虽然 还 没有 给 出 这 个 普遍 的 定义 , 我 们 还 是 告诉 大 家 , 根据 著名 的 
惠 特 尼 包 定理 , 任何 维 曲 面 , 能 够 同 胚 地 映射 成 位 于 空间 RR2*+! 内 的 曲面 . 因此 ， 
在 RR" 中 研究 曲面 , 从 拓扑 多 样 性 与 拓扑 分 类 的 观点 来 看 , 实际 上 不 会 有 任何 丢失 . 
然而 , 这 些 问 题 已 不 属于 我 们 的 平 几 几何 需求 的 范围 了 . 


练 “ 习 
1。 对 于 每 个 由 条 件 


= {(z,9) E Rs y=), 
Ea = {(x,y,2) ER Ir ~—y = a), 

= {(x,y,2) E RIz +y m2 =a), 
Es = {zeECllz2—1|=a} 


确定 的 依赖 参数 we 及 的 集合 EB, 说 明 
a) Ew。 是 不 是 曲面 ; 
b) 如 果 是 ,已 。 是 多 少 维 的 曲面 : 
@ 克 莱 因 (C. F. Klein) (1849_1925) 是 卓越 的 德国 数学 家 ， 他 最 先 严格 地 确立 了 非 欧 几何 的 天 


矛盾 性 ; 他 精通 数学 史 , 是 《数学 百科 全 书 》 的 出 版 组 织 者 之 
四 惠 特 尼 (H. Whitney) (1907 一 1989), 美国 拓扑 数学 家 ， 纤维 空间 理论 的 创建 者 之 一 . 


,156 . 第 十 二 章 R" 中 的 曲面 及 微分 形式 


2. 设 有 : Rn 一 Rn 是 满足 条 件 fo f = 三 的 光滑 映射 
a) 证 明 集 f(R") 是 及。 内 的 光滑 曲面 
b) 这 个 曲面 的 维 数 由 映射 了 的 什么 特征 性 质 确定 ? 


3. 设 eo,el,…… ,en 是 欧 氏 空间 及 "+1 的 标准 正 交 基底 ,z 一 zx"eo 十 x el 十 … 十 ZX"en, {7z} 是 
点 〈zZ ， rz RC Rt 内 的 基底 . 
公式 


化 一 Zoueo 


yi = 三 一 5 当 Xe0, 2 = 
分 别 给 出 从 点 {eo} 及 {一 eo} 出 发 的 球 极 平面 射影 : 


7 — reo 
1 十 2Z0 


当 T 尖 一 CE0) 


:Sn \{feol 一 Rn 2:5" \ {eo} 一 Rn 


a) 说 明 这 些 映射 的 几何 意义 . 
b) 验证 , 若 te R" 且 t 关 0, 则 (yaoyTD(b = 下 这 里 


pi = (bs ie) 


c) 证 明 , 两 个 图 w7! = pl : R" 一 SN\{eoj 打 1: = pa : 开 "” 一 S"\ {eo0} 构成 球面 
SC 有 R2+L 的 图 册 . 
d) 证 明 , 球面 的 任何 图 册 , 必定 有 不 少 于 两 张 图 . 


82 ”曲面 的 定 问 


首先 , 我 们 知道 , 从 空间 R”" 的 一 组 标 架 e1,.…,en 到 另 一 组 标 染 6&1,… ,en 的 
变换 , 由 分 解 式 6; = aiei 产生 的 方 阵 (oj) 来 实现 . 此 方 阵 的 行列 式 永 不 为 0, 且 衬 
间 的 所 有 标 架 可 分 为 两 个 等 价 类 , 同一 类 中 的 标 架 , 它们 相互 变换 的 矩阵 的 行列 式 
是 正 的 . 这 样 的 类 叫做 空间 R" 的 定向 标 架 类 . 

所 谓 给 出 Rn” 的 定向 , 就 是 按照 明确 的 定义 从 了 "的 两 个 定向 标 架 类 中 指定 一 
个 . 这 样 , 定向 空间 R” 就 是 空间 R" 本 身 加 上 它 的 一 个 确定 的 定向 标 架 类 . 为 了 指 
出 某 个 定向 类 , 只 要 取 其 中 的 任 一 个 标 架 就 行 了 . 因此 , 可 以 认为 定向 空间 R", 吏 是 
空间 R” 连同 它 的 一 个 固定 的 标 染 . 

Rn 内 的 标 架 产生 出 Rn 内 的 坐标 系 , 而 由 这 样 的 坐标 系 各 另 一 毕 标 系 的 变换 
由 方 阵 (oz) 实现 , 它 是 标 架 转换 方 阵 (0;) 的 转 置 方 阵 . 因为 这 些 廊 阵 的 行列 式 相同 ， 
所 以 重复 上 面 指 出 的 关于 定向 的 叙述 , 就 得 到 R" 中 定向 坐标 系 类 ; 当 实 现 坐标 系 变 
换 的 方 阵 有 正 的 雅 可 比 时 , 就 把 这 样 的 坐标 系 置 于 同一 类 中 . 

这 两 种 描述 空间 及 "的 定向 概念 的 方法 在 下 面 描述 曲面 定向 概念 时 , 都 将 表现 
出 自己 的 作用 , 二 者 实质 上 是 一 致 的 
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但 是 , 我 们 还 应 注意 在 曲线 坐标 系 情况 下 坐标 与 标 架 之 间 的 联系 , 这 对 以 后 是 
有 用 的 . 

设 G 与 D 是 位 于 两 个 R* 空间 内 的 微分 同 胚 区 域 . 在 这 两 个 R* 空间 中 分 别 
有 人 朝 卡 儿 坐 标 (zl zz) 及 (1,… ,t"7). 微分 同 胚 vw : D 一 G, 可 以 看 成 是 在 区 域 
G 内 按 规 则 z = y(t) 引进 的 曲线 坐标 , 即 点 ze G 用 点 上 = yp-1(z) e DD 的 向 卡 儿 
坐标 ( 刀 ，,.… , 刀 ) 来 表示 . 如果 在 每 个 点 t e D 处 , 考虑 切 空间 TR? 的 由 坐标 方向 
的 单位 癌 量 组 成 的 标 架 ei,… ,e。, 则 在 D 内 产生 了 一 个 标 架 场 , 这 个 标 架 场 可 以 
看 成 是 空间 R* 单位 标 架 平行 移 人 至 D 的 每 一 个 点 得 到 的 . 因为 vp : D 一 G 是 微分 
同 胚 , 切 空 间 间 的 映射 y(t) : TD 一 TGs_yt) 在 每 点 t 是 切 空 间 间 的 同 构 , 按 规律 
TDi 3er 一 y(t)je = € ETGj 实 现 的 . 这 就 是 说 , 由 TD 内 的 标 架 ei1,:… ,e。 能 得 
到 TG 内 的 标 架 上 = yp'(t)jel,… ,én = yp'(t)jen, 同时 , 在 D 上 的 标 架 场 变换 成 G 
上 的 标 架 场 (图 74). 既然 pe CW(D,G), 所 以 , 如 果 向 量 场 el(t) 在 D 内 连续 , 则 
回 量 场 E(x) = €(yp(t)) = yp'(t)elt) 在 G 内 也 连续 . 这 样 , 任何 (由 个 连续 向 量 场 
组 成 的 ) 连续 标 架 场 , 在 微分 同 胚 下 变 成 连续 标 架 场 . 现在 考虑 满足 条 件 z = yi(t;) 
的 一 对 微分 同 胚 yp; : D; 一 G,i = 1,2, 它们 在 同一 区 域 G 内 引入 两 个 曲线 坐标 系 
(三 地) 及 ( 引 , 奶 ). 互 道 的 微分 同 胚 oz opi: Di 一 DapoT os : Dao 一 站 
实现 了 这 两 个 曲线 坐标 系 的 相互 转换 . 这 些 映射 在 区 域 D1, Ds 的 各 对 应 点 上 是 互 道 
的 , 因此 , 其 雅 可 比 有 相同 的 符号 . 如 果 区 域 G( 同 时 Di 及 Ds) 是 连通 的 , 那么 , 由 
所 讨论 的 函数 行列 式 的 连续 性 及 非 零 性 , 它们 在 区 域 D! 及 Ds 的 所 有 点 上 将 各 有 


其 确定 的 符号 . 


G 
图 74 


这 就 是 说 , 用 上 面 指出 的 方法 , 在 连通 域 G 内 引出 的 曲线 坐标 系 , 恰好 分 成 两 个 
等 价 类 ; 同一 类 坐标 系 间 的 变换 具有 正 的 雅 可 比 . 这 样 的 等 价 类 叫做 区 域 G 的 定向 
曲线 坐标 系 类 . 

给 区 域 G 定向 , 按 定义 就 是 在 G 内 指定 它 的 一 个 定向 曲线 坐标 系 类 . 

不 难 验 证 , 区 域 G 内 , 属于 同一 类 的 定 同 曲线 坐标 系 (如 上 所 述 ) 在 G 内 产生 
的 连续 标 架 场 , 在 每 个 点 ze G 都 位 于 切 空间 TG 的 同一 个 定 问 标 染 类 中 . 可 以 证 
明 , 连通 区 域 G 的 连续 标 架 场 恰好 分 成 两 个 等 价 类 , 在 每 点 ze G 其 标 架 属 于 空间 
TG。 的 同一 个 定向 标 架 类 的 标 架 场 , 分 在 同一 个 等 价 类 中 (请 参看 本 节 末 与 此 有 关 
的 练习 3,4)， 
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这 样 , 连通 区 域 G 的 定 问 , 能 够 用 两 种 完全 等 价 的 方法 给 出 : 指定 G 内 的 一 个 
曲线 坐标 系 , 或 给 出 G 的 属于 同一 个 定 癌 类 的 任意 一 个 连续 标 染 场 , 例如 , 由 这 个 化 
标 系 产生 的 标 架 场 . 

现在 已 经 清楚 , 只 要 在 连通 区 域 G 的 一 点 z 处 指定 了 TG, 的 定 癌 标 架 , 则 它 
的 定向 就 完全 确定 了 . 这 在 实践 中 是 用 得 很 多 的 . 如 果 在 某 点 zo E G 给 出 了 一 个 定 
向 标 架 , 并 在 G 内 选取 了 一 个 曲线 坐标 系 g : D 一 G, 从 而 在 TG。, 入 建立 相应 于 
这 个 坐标 系 的 标 架 , 把 它 与 在 zo e G 原先 给 出 的 定 问 标 架 相 对 照 , 如 果 两 个 标 染 属 
于 TG。 的 同一 个 定向 类 , 就 认为 曲线 坐标 在 G 上 给 出 了 与 原来 的 定向 标 架 同样 的 
定向 . 反之 , 就 认为 给 出 了 相反 的 定 问 . 

如 果 G 是 开 集 , 但 不 一 定 连 通 , 则 因 上 面 的 全 
部 叙述 适用 于 它 的 任 一 连通 子 集 , 要 给 G 定 辣 , 就 
得 在 G 的 每 个 连通 子 集 内 给 出 自己 的 定 问 标 架 . 这 
说 明 , 若 G 有 mm 个 这 样 的 子 集 , 则 集 G 将 有 2m 种 
不 同 的 定 问 . 

如 果 把 区 域 G 代 以 R" 内 由 一 个 图 给 出 的 光 清 
k 维 曲 面 5, 就 能 把 上 面 所 说 的 关于 区 域 G C R" 的 
定向 , 逐 字 逐 句 地 重复 (图 75) 于 5S 的 定向 . 这 时 ,5 
的 所 有 曲线 坐标 系 , 按照 它们 相互 变换 时 的 雅 可 比 
的 符号 ， 自 然 地 分 成 了 两 个 定向 类 ; 在 93 上 的 两 类 
标 架 场 , 也 同样 地 产生 出 来 ; 也 同样 能 用 位 于 5S 的 
某 个 切 平面 TS。 内 的 定向 标 架 给 出 5 的 定 同 . 75 

这 里 出 现 的 唯一 需要 验证 的 是 以 下 并 非 明 显 成 立 的 渐 言 . 


命题 1 由 光滑 曲面 5 C RR" 的 一 个 曲线 坐标 系 到 另 一 个 曲线 坐标 系 的 变换 是 
微分 同 胚 的 , 且 其 光滑 度 与 曲面 的 图 的 光滑 度 一 样 . 


< 实际 上 , 由 § 1 的 命题 , 任何 一 个 图 yp : I* 一 UC 5, 可 以 局 部 地 看 成 反 
ic IK* C Rn 的 某 个 n 维 邻 域 O(t) 到 点 z eE 5 Cc R" 的 n 维 邻 域 O(z) 的 微分 
同 胚 入: O(t) 一 O(z) 在 I NO(t) 上 的 限制 , 并 且 $ 有 与 p 同样 的 光滑 度 . 今 设 
pI 二 p22: UU 是 两 个 这 样 的 图 ， 则 在 它们 的 公共 的 有 笋 委 映射 
p23 op1 和 局 部 地 表示 成 pz o pi1(tl… , 坟 ) = 
$73! oF1(tl,:... ,tt,0 ,0) 的 形式 , 这 里 gl 与 $2 是 对 应 于 pl 与 wa 的 m 维 邻 域 
上 上 的 微分 同 肛 > 

用 由 一 张 图 给 出 的 初等 曲面 为 例 ， 我 们 天 明白 了 所 有 曲面 定向 概念 的 全 部 本 质 
内 容 , 现在 我 们 对 及" 中 任意 光滑 曲面 的 情况 给 出 完整 的 定义 , 并 以 此 完成 对 这 个 问 
题 的 讨论 . 

设 5S 是 R" 内 的 上 维 光 滑 曲 面 , pi : IY 一 Ui, pj : I — U; 是 曲面 9 的 两 个 局 
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部 图 , 它们 的 有 效 域 相交 , 即 Ui NU; 关 @. 这 时 , 在 集 下 = gi (0) 与 成 = 7 (Ui) 
之 间 , 像 刚才 证 明 的 那样 , 自然 地 建立 起 互 逆 的 微分 同 胚 四 


(Pi ， Ti 一 Ih, py : 1 一 
它们 实现 了 曲面 5 上 从 一 个 局 部 曲线 坐标 系 同 另 一 曲线 坐标 系 转换 . 


定义 1 如 果 曲 面 上 的 两 张 图 的 有 效 域 或 不 相交 , 或 相交 且 在 它们 的 公共 有 效 
域 上 , 相互 的 坐标 转换 是 有 正 雅 可 比 的 微分 同 胚 , 就 说 这 两 张 图 是 相 容 的 . 


定义 2 如 果 曲 面 的 一 个 图 册 是 由 两 两 相 容 的 图 组 成 的 , 就 说 它 是 曲面 的 定向 
图 册 . 


定义 3 车 一 曲面 有 定向 图 册 , 就 说 它 是 可 定向 曲面 . 反之 就 说 它 是 不 可 定向 
曲面 . | z 


与 空间 R" 中 的 区 域 或 由 一 张 图 给 出 的 初等 曲面 不 同 , R" 中 任意 的 曲面 有 可 能 
是 不 可 定 同 的 . 


例 1 可 以 验证 默 比 乌 斯 带 是 不 可 定向 曲面 ( 见 本 节 末 之 练习 2,3). 


例 2 克 莱 因 瓶 也 是 不 可 定向 的 , 因为 它 包 含 默 比 乌 斯 带 作 为 目 己 的 一 部 分 , 这 
由 表现 克 莱 因 瓶 结构 的 图 73 能 直接 看 出 来 . 


例 3 圆周 及 一 般 的 & 维 球面 是 可 定向 曲面 , 这 可 用 由 相 容 图 构成 的 球 的 图 册 
的 直接 表达 式 加 以 证 明 ( 见 81 例 2) 


例 4 81 中 例 4 所 讨论 的 二 维 环 面 , 也 是 可 定向 曲面 . 实际 上 , 利用 $1 例 4 中 
指出 的 环 面 的 参数 方程 , 容易 把 它 的 定向 图 册 找 出 来 . 


我 们 不 再 停留 在 一 些 细节 上 , 下 面 我 们 将 对 足够 简单 的 曲面 , 给 出 另外 的 检查 
它们 是 否定 向 的 更 直观 的 方法 , 用 这 种 方法 能 够 很 容易 地 检查 例 1 一 4 的 曲面 可 定向 
与 否 | 

如 果 在 定义 1、2、3 上 再 补充 下 面 的 定义 4、5, 曲面 定向 概念 的 形式 化 描述 就 
完成 了 . 

如 果 把 曲面 的 两 个 定向 图 册 合并 以 后 , 仍然 得 到 这 曲面 的 一 个 定向 图 册 , 就 认 
为 这 两 个 定向 图 册 是 等 价 的 ， 

所 说 的 这 个 关系 , 的 确 是 曲面 定向 图 册 间 的 等 价 关系 . 


定义 4 按 上 面 所 说 的 等 价 关 系 , 它 将 一 个 曲面 的 定向 图 册 分 成 等 价 类 , 叫做 曲 
面 的 定向 图 册 类 , 或 简称 为 曲面 的 定向 . 


定义 5 具有 指定 定向 图 册 类 的 曲面 ( 亦 即 ， 在 曲面 上 有 确定 的 定向 ) 叫做 定向 
曲面 ， 
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这 样 , 给 曲面 定向 , 就 是 用 某 种 方法 , 指出 这 个 曲面 的 一 个 确定 的 定向 图 册 类 . 
在 特殊 情形 下 , 我 们 已 经 知道 . 


命题 2 在 可 定向 连通 曲面 上 , 恰 有 两 个 不 同 的 定向 . 


通常 称 这 两 个 定向 为 互 递 的 定向 

命题 2 的 证 明 , 请 看 第 15 章 82 第 3 段 . 

如 果 可 定向 曲面 是 连通 的 , 那么 , 为 了 给 它 定 向 , 只 要 指出 该 曲面 的 一 个 局 部 图 ， 
或 它 的 某 一 切 平面 中 的 一 个 定向 标 架 . 这 些 方 法 , 在 实践 中 有 广泛 的 应 用 . 

当 曲 面 有 若干 连通 分 文 时 , 那么 , 当然 要 在 每 个 连通 分 文 上 , 都 像 上 面 那样 指出 
局 部 图 或 标 架 . 

在 实践 上 , 还 广泛 运用 下 面 的 方法 , 给 已 定 回 
的 空间 中 的 曲面 定 同 , 设 在 网 氏 空 间 民 * 内 有 指定 
的 定向 标 架 e1,.…, en,S 是 到" 中 可 定 同 n 一 1 维 
曲面 . 又 设 T5。 是 5 在 点 ze€ 5 处 的 n 一 1 维 切 
平面 , n 为 与 了 5S。 正 交 的 同 量 , 即 n 是 曲面 9 在 
点 z 处 的 法 向 量 . 如 果 对 所 给 的 向 量 nn, 在 了 TS- 
中 选 定 标 架 &1，……,&n_1, 使 得 标 架 (e1,:…, en) 
与 (nt cn 1) 二 (6€1, 62， en) 属于 空间 7 
R" 的 同一 定向 类 , 则 容易 看 出 , 平面 TS。 上 所 有 
这 种 标 架 (&€1,…, &n_1), 原本 属于 此 平面 的 同一 个 定向 类 . 这 就 是 说 , 指定 平面 75。 
的 定向 类 ， 从 而 给 连通 可 定向 的 曲面 定向 , 在 这 种 情况 下 , 只 要 给 定 法 问 量 n 就 能 
实现 (图 76). 

不 难 验证 (参看 练习 4), 欧 氏 空间 R" 中 n 1 维 曲 面 的 可 定 同性 , 等 价 于 在 曲 
面 上 存在 非 零 连续 法 回 量 场 . 

由 此 显然 能 推 得 例 1 一 4 内 所 论 及 的 球面 与 环 面 的 可 定向 性 以 及 默 比 乌 斯 带 的 
不 可 定向 性 . 

欧 氏 空间 R" 内 的 连通 n 一 1 维 曲面 上 , 如 果 存 在 ( 单 值 ) 连续 单位 法 同 量 场 , 研 
称 此 曲面 为 双 侧 曲面 . 

因此 , 比如 球面 , 环 面 ,RR3 内 的 平面 都 是 双 侧 曲面 . 默 比 马 斯 带 则 不 一 样 , 在 这 
样 的 意义 下 , 它 是 单 侧 曲面 . 

现在 做 几 个 与 这 个 概念 在 分 析 中 的 应 用 有 关 的 注释 ， 以 结束 曲面 定向 概念 的 

讨论 . 

在 与 R* 内 的 定向 曲面 有 关 的 分 析 学 的 计算 中 , 通常 首先 是 找 出 曲面 8 的 某 个 
局 部 参数 化 方程 , 而 暂时 不 管 它 的 定向 , 然后 在 曲面 的 某 个 切 平面 75- 内 , 构造 一 个 
由 (速度 ) 向 量 构 成 的 标 架 &1,.…,én-_1, 这 些 向 量 与 选 定 的 曲线 坐标 系 线 相 切 , 从 
即 建立 由 这 个 坐标 系 导 出 的 定 问 标 架 . 
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如 果 社 间 RR" 己 定 同 , 而 S 的 定 问 是 用 法 问 量 场 定 出 的 , 则 取 给 定 的 场 在 点 z 
处 的 向 量 n, 并 将 标 架 mr 上 ,En il 与 确定 空间 定 问 的 标 架 el,…….,e 比较 . 如 
果 它 们 属于 同一 个 定向 类 , 则 按照 上 面 的 约定 , 局 部 图 就 给 出 了 所 需要 的 曲面 定向 ; 
而 当 这 两 个 标 架 定 问 类 不 一 致 时 , 所 取 的 图 给 出 的 曲面 定向 与 法 线 n 给 出 的 相反 

显然 , 当 n 一 1 维 曲面 存在 某 个 局 部 图 时 , 只 是 需 简 单 地 调换 一 下 坐标 的 次 序 ， 
就 能 得 到 所 需 定向 的 局 部 图 (这 里 的 定向 , 是 由 定向 空间 R" 中 的 双 侧 超 曲面 上 指定 
的 确定 法 向 量 n 预先 给 出 的 ) 

在 一 维 的 情形 , 曲面 就 成 为 曲线 . 我 们 常常 用 曲线 在 某 扣 的 切 问 量 , 来 规定 曲线 
的 定向 . 这 时 , 我 们 常常 不 说 “曲线 的 定向 ”, 而 说 “ 沿 曲 线 运动 的 方向 ”. 

如 果 在 平面 有 : 上 取 它 的 一 个 定 回 标 架 , 并 且 给 定 一 条 闭 曲 线 , 设 此 曲线 界定 的 
区 域 为 D,n 为 曲线 的 外 法 癌 量 (对 D 来 说 ), vw 是 环绕 速度 问 量 ， 则 认为 当 标 架 mv 
与 及 2 的 定向 标 架 同类 时 , 曲线 绕 D 的 方向 为 正方 向 . 

这 是 说 , 例如 , 在 平面 上 惯用 的 (右手 ) 标 架 下 , 对 于 曲线 限定 的 区 域 来 说 ,“ 反 
时 针 ” 运 动 是 正 环绕 方向 , 当 沿 曲线 正 环绕 方向 运动 时 , 曲线 所 限定 的 区 域 始终 位 于 
“ 左 侧 ” 

鉴于 此 , 对 平面 或 平面 区 域 的 定向 , 经 常 不 用 R? 中 的 标 架 , 而 用 环绕 某 个 闭 曲 
线 (通常 用 圆周 ) 的 运动 正方 癌 来 给 出 . 

给 定 这 样 一 个 方向 , 实质 上 就 是 指出 了 从 标 架 的 第 一 个 向 量 最 简捷 地 旋转 到 第 
二 个 向 量 的 旋转 方向 , 这 等 价 于 在 平面 上 给 定 了 定 问 标 架 类 . 


练 习 


1. 在 81 的 问题 4 的 c) 中 指出 的 球面 的 图 册 , 是 不 是 这 个 球面 的 定向 图 册 ? 
2. aj 应 用 81 例 4, 给 出 二 维 环 面 的 定向 图 册 . 
b) 证 明 , 默 比 乌 斯 带 没有 定向 图 册 
c) 证 明 在 微分 同 胚 f : D 一 方 下 , 有 向 曲面 S C D, 变 为 有 向 册 面 $ cD. 
3. a) 验证 , 属于 区 域 G C R” 的 同一 定向 类 的 曲线 坐标 系 在 G 内 产生 的 连续 标 染 场 , 在 每 一 
点 ze G 分 别 给 出 的 标 架 , 是 空间 TG 的 同一 定向 类 中 的 标 架 . 
b) 试 证 , 在 连通 域 G C R” 内 , 连续 标 架 场 恰好 分 成 两 个 定向 类 . / 
“Cc) 以 球面 为 例证 明 , 即使 在 光滑 曲面 5 C R" 上 不 存在 连续 切 空间 标 架 场 , 光滑 曲面 5 仍 
可 能 是 可 定向 的 . 
d) 试 证 , 在 连通 的 可 定向 曲面 上 , 恰好 能 给 出 两 种 不 同 的 定向 . 
4. a) 在 空间 R* 内 指定 一 个 子 空间 有 R"-1, 取向 量 we RR"\R"-!, 及 子 空间 R"-! 的 两 个 标 
架 (上 ,én_1), (1，… ,En_1). ' 验 证 : 这 两 个 标 架 属于 空间 R"-! 的 辣 一 个 定向 类 ， 
当 且 仅 当 (vw,&€1,:… ,én-1), (TV En 1) 给 出 空间 R" 的 同一 个 定 问 . 
b) 试 证 , 光滑 超 曲 面 5 C 及 " 可 定向 ， 当 且 仅 当 在 S 上 存在 5 的 连续 单位 法 向 量 场 . 特别 
地 , 由 此 产生 双 侧 曲面 的 定向 . | / 
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c) 试 证 , 若 grad 下 头 0, 则 由 方程 F(z1,… ,x") = 0 给 出 的 曲面 是 定向 曲面 (假定 方程 有 
解 ). 

d) 将 上 面 结果 推广 到 由 方程 组 给 出 的 曲面 的 情形 . 

e) 闸 明 为 什么 在 下 3 中 不 是 每 个 二 维 光滑 曲面 都 能 用 方程 F(x,y,z) = 0 给 出 , 这 里 瑟 是 
没有 临界 点 ( 亦 即 满足 条 件 gradF 关 0) 的 光滑 函数 . 


83 ”曲面 的 边界 及 其 定 问 


1. 带 边 曲面 


设 R* 是 大 维 欧 氏 空间 , 妇 ,…. , 太 是 它 的 笛 卡 儿 坐标 . 考察 空间 R* 的 半空 间 
Hr := {te R*|t! < 0}. 称 超 平 面 9Hr := {t € R*]t! = 0} 为 半空 间 H* 的 边界 . 

请 注意 , 集 H* := Hr \ 0H*, 即 H* 的 开 的 部 分 , 是 最 简单 的 维 曲 面 . 半空 
间 H* 本 身 , 由 于 在 H* 中 含有 边界 08* 的 点 , 从 而 形式 上 不 符合 曲面 的 定义 . 集 
合 H* 是 带 边 曲面 的 一 个 样本 . 我 们 现在 来 刻画 带 边 曲面 . 


定义 1 车 集合 S C Rn 的 每 个 点 ze S, 有 一 个 在 S 中 的 邻 域 U0, 它 或 者 与 R* 
同 胚 , 或 者 与 H* 同 胚 , 就 说 5 是 一 个 (k 维 ) 带 边 曲面 . 


定义 2 如 果 在 定义 1 所 说 的 同 胚 p : UV 一 H* 之 下 , 点 ZE U 对 应 于 边 寞 
8Hr 的 点 , 就 说 zx 为 ( 带 边 ) 曲面 S 及 其 邻 域 U 的 边界 点 . 所 有 边界 点 构成 的 集 叫 
做 曲面 5 的 边界 . 


通常 用 85 表 曲 面 S 的 边界 . 

我 们 注意 . 区 域 G; C R* 到 区 域 G; C R* 上 的 同 胚 映射 pi : Gi 一 Gj, 把 区 
域 G; 的 内 点 变 成 像 集 pij(Gi) 的 内 点 (这 是 布 劳 威 尔 (Brouwer) 定理 ), 因此 , 曲面 
的 边界 点 概念 与 局 部 图 的 选择 无 关 , 即 定义 合理 . 

定义 1 形式 上 包含 了 81 定义 1 所 描述 的 曲面 的 情况 . 将 这 些 定义 加 以 对 照 即 
可 看 到 , 如 果 在 9 上 没有 边界 点 , 则 我 们 就 回 到 了 曲面 原来 的 定义 , 现在 就 能 把 它 看 
成 是 无 边 曲面 的 定义 了 . 因此 , 请 注意 ,“ 带 边 曲面 ” 这 个 词 通常 只 是 当 边 界 氮 集 不 空 
时 才 用 . / 
(Ctm) 类 ) 带 边 光滑 曲面 5S 的 概念 , 像 无 边 曲面 那样 , 要 求 5 所 具有 的 图 册 里 的 
图 有 给 定 的 光滑 度 . 这 里 , 我 们 指 的 是 , 对 于 形 如 yp : H* 一 U 的 图 , yp 在 边界 0H" 
上 点 的 偏 导 数 只 在 映射 o 的 定义 域 H* 上 计算 , 即 有 时 这 是 单 边 导数 , 而 映射 yp 的 
雅 可 比 在 H* 上 处 处 不 为 零 . 

因为 R* 能 够 用 C(%) 类 微分 同 胚 映 成 方 体 I* = {t € R*||#| < 1,i= 1,… ,kk} 
同时 , H* 映 成 方 体 I* 的 加 上 补充 条 件 电 和 0 那 一 部 分 霹 . 所 以 , 在 带 边 曲面 的 定 
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义 (甚至 在 定义 它 的 光滑 性 的 情况 ), 显然 可 把 R* 换 成 I*, 而 H* 换 成 5 或 并 上 了 
一 个 界面 
?l= {teR'lti =1,|t|<1,i=2,...,k} 


的 方 体 I*, 这 个 界面 显然 是 一 个 维 数 小 了 1 的 一 个 方 体 
考虑 到 曲面 的 标准 局 部 图 的 选 法 本 来 驶 有 的 这 种 随意 性 , 将 定义 1、2 与 81 中 
的 定义 1 加 以 比较 , 联 可 看 到 以 下 命题 是 正确 的 . 


命题 1 8 维 Ct 类 曲面 的 边界 本 和 喘 是 具 同 样 光滑 性 且 维 数 比 原 带 边 曲 面 维 
数 小 1 的 无 边 曲 面 ， 


< 实际 上 , 设 带 边 曲面 5 有 图 册 
A(S) = {(H*, pi, Ui)} U {(R”, pj Uj)}, 


则 4(85) = {(R*-!, pi| opr_pRr-1;00i)} 显然 是 边界 85 的 同类 光滑 的 图 册 . > 
下 面 给 出 儿 个 带 边 曲面 的 简单 例子 . 


例 1 R" 内 的 n 维 闭 球 ”是 ” 维 带 边 曲面 . 它 的 边界 8B ”是 n 一 1 维 球面 
(参看 图 76 及 图 77a). 仿照 着 二 维 情况 , 常 把 球 有 ”叫做 n 维 盘 , 它 可 以 同 胚 地 变 成 
半 个 n 维 球面 , 其 边界 是 n -1 维 赤 道 球面 (图 77b). 


例 2 Rn" 内 的 闭 方 体 7, 可 用 中 心 射影 把 它 同 胚 地 映 成 闲 球  . 因此 了 与 
8B” 一 样 , 也 是 一 个 ” 维 带 边 曲面 , 它 的 边 由 方 体 的 诸 面 组 成 (图 78). 我 们 注意 到 ， 
这 些 面 的 交 是 方 体 的 棱 , 所 以 方 体 到 球 的 任何 映射 , 显然 不 可 能 是 正则 ( 即 ” 阶 光 
滑 ) 的 . 


例 3 如 果 默 比 乌 斯 带 是 按 81 的 例 5 所 述 , 将 闭 矩形 的 一 对 对 边 反 方 癌 粕 接 成 
的 , 那么 , 它 是 R3 内 的 带 边 曲面 , 且 它 的 边 同 胚 于 (Rs 中 的 闭 ) 圆周 . 


按 另 一 种 方法 粘 接 对 边 , 能 得 到 柱 面 , 它 的 边界 由 两 个 圆周 组 成 . 此 曲面 同 胚 于 
普通 的 平面 环 (参看 §1 例 5 的 图 71). 
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在 图 79a,b; 80a,b:81a,b 上 绘 出 了 我 们 今后 将 会 用 到 的 R? 及 R3 内 的 几 个 两 两 
同 胚 的 曲面 . 可 以 看 出 , 即使 曲面 本 身 连 通 , 其 边界 也 可 能 是 不 连通 的 . 


2. 曲面 定向 与 边界 定向 的 和 谐 性 


设 在 欧 氏 空间 R* 内 固定 一 个 正 交 的 定向 标 架 e1,…, ek, 它 在 R* 内 诱导 出 笛 
卡 儿 坐标 z1,… ,zk# 于 是 半空 间 H* = {z e R*|z! < 0} 的 边界 9H* = R*， 就 
用 向 量 ez, .….,ek 给 出 一 种 定向 , 我 们 称 这 种 定向 与 给 定 的 半空 间 H* 的 定向 标 架 
e1,…,ek 是 和 谐 的 ， - 

在 k= 1 从 而 88* = R*-! = Ro 是 点 的 情况 , 应 当 特别 约定 如 何 给 它 定向 . 我 
们 规定 这 时 采用 添加 + 号 或 - 号 的 方法 , 在 981 = R? 的 情况 , 取 (Ro, +), 或 简 记 
作 二 到", 表示 H! 的 定 网 边 界 . 

现在 , 我 们 希望 在 一 般 情形 下 给 出 曲面 的 定向 与 其 边界 定向 的 和 谐 性 的 定义 . 这 
对 于 下 面 讲 的 有 关 曲 面积 分 的 实际 计算 是 非常 重要 的 . 

首先 证 明 下 面 的 命题 


命题 2 光滑 可 定向 曲面 5 的 边界 09, 仍 是 光滑 可 定向 曲面 (但 可 能 不 连通 ). 


< 由 命题 1， 只 要 再 判定 95 的 可 定向 性 即 可 . 我 们 来 证 明 ， 如果 4(S) = 
{(HK, pi, Ui)} U {(R*, pj,U;)} 是 带 边 曲面 5 的 定向 图 册 , 那么 边界 的 图 册 4(85) = 
{(R*-1, pi|。 ws_nr_156Ui)} 也 是 由 两 两 相 容 的 图 组 成 的 . 为 此 , 显然 只 需 验证 ; 如 果 
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t= 四 (t) 是 Upr(to) 到 CUaps(to) 的 微分 同 胚 旦 有 正 的 雅 可 比 , Ugr(to) 是 to E 9H* 在 
H* 内 的 邻 域 , Up (io) 是 点 io € 6H* 在 H* 内 的 邻 域 , 则 从 Uspx (to) = 8Ujpn(to) 
到 Tomx(io) = 8Uax(io) 上 的 映射 四 av vduo) 也 具有 正 的 雅 可 比 . 这 里 Us (to) 是 
to 在 98* 内 的 邻 域 , Uspr (0) 是 加 = w(to) 在 8H* 内 的 邻 域 

注意 , 在 任意 点 to = (0, 攻 ,… , 共 ) e 08* 处 , 映射 少 的 雅 可 比 .7 为 


8 
0 i 0 By Buz 
2 92 6 
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Gr Hi HE 
因为 当 t1 =0 时 , 应 有 了 及 二 1(0, 如 ,… , 礁 ) 三 0 (边界 点 在 微分 同 胚 下 变 为 边界 点 ). 
dA 当 刀 < 0 时 , 也 应 有 刀 = wi(tl,t2,… ,tt)<0 (因为 这 一 世人 Ee H*), 因此 
8y (0 42 ... tr) 的 值 不 能 是 负 的 . 据 条 件 Jtto) > 0, 既然 有 (0,12,… ,t) > 0， 
nea 映射 由 gw 二 由 (0, 世 ，… , 认 ) 本 比 是 下 
我 们 指出 , 在 命题 2 和 以 下 的 定义 3 中 ， _ 维 曲面 情形 (k = 1), 应 根据 本 段 开 
头 对 这 种 情况 所 作 的 约定 , 预先 给 予 特别 的 说 明 ， 


定义 3 若 4(S) = {LUB os ETU{fRE eeiD)} 为 带 边 95 的 曲面 5S 的 标准 
局 部 图 定向 图 册 , 则 4(65) = {(R*-1, gpilagx=R*-1;O0i)} 为 边界 的 定 则 图 册 . 用 它 
给 出 的 边界 的 定 问 , 叫做 与 曲面 定向 和 谐 的 边界 定向 . 


作为 用 曲面 的 定向 确定 其 边界 定向 这 一 段 讨论 的 结尾 , 我 们 做 两 个 有 用 的 注 . 


注 1 上 面 已 经 指出 , 实用 中 常常 用 切 向 量 标 架 给 出 R* 中 的 曲面 的 定 问 , 在 这 
种 情况 下 , 常用 以 下 方式 检验 曲面 定向 与 其 边界 定向 的 和 谐 性 : 设 5 是 光滑 曲面 , ro 
为 边界 85 上 一 点 . 取 5 的 维 切 平 面 了 .S-。 因为 在 点 zo 附近 , 曲面 5 的 局 部 结 
构 与 半空 间 Hr* 在 O es 8H* 点 附近 的 局 部 结构 一 样 , 所 以 , 把 85 的 指向 S 在 T55。 
的 局 部 射影 外 侧 的 法 向 量 取 做 5 的 定向 标 架 &1, 2,… ,&4 的 第 一 个 向 量 后 , 就 得 到 
在 ro 点 切 于 8S 的 上 一 1 维 平面 T95。 的 标 架 £2,… ,&x, 它 给 出 了 T6S-。 的 , 从 
而 95 的 定向 . 这 个 定向 与 曲面 $ 的 给 定 定 同 标 染 是 和 谐 的 . 


在 图 77_80 中 , 以 简单 例子 说 明了 曲面 与 其 边界 和 谐 定 向 的 方法 与 结果 . 
我 们 指出 , 这 样 一 个 操作 方法 的 前 提 是 能 把 在 5$ 上 给 出 的 定向 标 架 移 到 曲面 及 
其 边界 的 每 点 去 , 而 曲面 的 边界 , 从 例子 已 经 看 到 , 可 能 不 连通 . 


注 2 在 定向 空间 R* 内 , 考察 半空 间 H* = H* = {z € R*|z! < 0} 及 Ht= 
{z € R*|zl > 0} . 它们 的 定向 都 由 R* 的 定向 导出 . 超 平面 = {z e R*|z! = 0} 是 
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H? 与 H+ 的 公共 边界 . 易 见 , 超 平面 本 分 别 与 H* 和 H* 的 定向 和 谐 的 两 个 定向 
正好 相反 . 这 也 适合 于 大 = 1 的 情形 , 此 时 , 这 是 假设 条 件 . 


与 此 类 似 , 如 果 定 问 & 维 曲面 被 某 个 一 1 维 曲面 分 开 (例如 球 被 赤道 分 开 ), 则 
在 所 说 的 一 1 维 界 面 上 产生 了 两 个 相反 的 定 闯 , 它们 是 被 原 曲 面 分 成 的 两 部 分 的 
定 问 诱导 出 来 的 . 

这 些 事实 , 在 曲面 积分 论 中 经 常 要 用 到 . 

此 外 , 它们 还 可 以 下 面 方式 用 来 确定 分 片 光滑 曲面 之 定 问 . 


定义 4 (分 片 光滑 曲面 的 归纳 定义 ) 我 们 约定 把 点 看 作 是 具有 任意 光滑 性 的 零 
维 曲面 . 


若 在 及 * 内 的 一 维 曲 面 ( 即 曲线 ) 上 , 去 掉 有 限 个 或 可 数 个 零 维 曲 面 (点 ) 后 , 它 
就 分 解 为 者 干 个 一 维 光 请 曲面 (曲线 ) , 就 说 原来 那个 曲线 是 分 片 光滑 一 维 曲 面 (分 
段 光 滑 曲 线 ). 

设 ScR" 是 上 维 曲 面 , 如 果 从 S 上 去 掉 有 限 个 或 可 列 个 维 数 不 超过 kk 一 1 的 
分 片 光滑 曲面 后 , 就 能 把 它 分 解 为 若干 个 维 光滑 曲面 5; ( 带 边 或 不 带 边 ), 就 称 5 
为 分 片 光滑 上 维 曲面 . 

例 4 平面 上 角 和 正方 形 的 边界 都 是 分 段 光 滑 曲线 . 


在 R3 内 ,立方体 的 边界 和 直 圆 锥 的 边界 , 都 是 二 维 分 片 光滑 曲面 . 

现在 来 讨论 分 片 光 滑 曲 面 的 定向 问题 

对 于 点 ( 零 维 曲面 ), 给 它 标 上 +,- 号 来 给 它 定向 . 特别 是 线段 [a,9] Cc 及 的 边 
界 , 由 a,b 二 点 组 成 . 如 果 线 段 [w, 引 是 从 a 到 5 定向, 那么 , 线段 端点 的 和 谐 定 向 就 
是 : (a, 一 ), (5, 十 ) 或 用 它们 另外 的 记号 , 就 是 一 a, 十 六 

现在 考察 维 (5 > 0) 分 片 光 滑 曲 面 5 C 及”. 

设 5 是 定义 4 意义 下 的 分 片 光 滑 的 上 维 曲 面 , S;， 和 5; 是 它 的 两 个 已 被 定 问 
的 光滑 曲面 , 且 它 们 沿 大- 1 维 光滑 曲面 块 ( 棱 ) 彼此 本 接 . 这 时 , 如 同 光 滑 曲 面 
的 边界 , 在 P 上 产生 了 分 别 与 $;,, 5;, 的 定向 和 谐 的 两 个 定向 . 如 果 在 任何 这 样 的 棱 
Tc 5 NB， 上, 这 两 个 定向 都 是 反 向 的 . 就 认 钓 5， 与 5, 的 定向 是 和 谐 的 ; 如 果 
5,, 5;,。 是 空 集 或 维 数 小 于 一 1, 就 认为 5;, 与 5;, 的 任何 定向 都 和 谐 . 

定义 5 称 分 片 光 滑 k 维 (kx > 0) 曲面 是 可 定向 的 , 假如 不 计 有 限 多 个 或 可 数 
个 维 数 不 超过 一 1 的 分 片 光滑 曲面 , 它 是 一 些 光 滑 且 能 和 谐 定向 的 定向 曲面 5; 的 
并 . 


例 5 容易 验证 . 三 维 方 体 的 表面 是 分 片 光 滑 的 可 定向 曲面 . 一 般 说 来 ， 例 4 内 
所 生 出 的 分 片 光 清 曲 面 都 征 可 定 网 的 
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例 6 容易 将 默 比 乌 斯 带 表 示 成 两 个 可 定 癌 光滑 则 面 的 并 的 形式 , 它们 沿 部 分 
边界 相 衔接 . 然而 , 这 些 曲面 不 能 和 谐 地 定 问 . 能 够 证 明 , 即使 按 定义 5 的 观 乓 , 默 
比 马 斯 带 也 不 是 定 问 曲 面 . 


练习 


1. al] 设 Sc Rn" 为 一 曲面 ,35 是 5S 在 恨 ” 内 的 闭 包 . 试问 , 集 S\ 5 是 不 是 5S 的 边界 ? 
b) 曲面 $1 = {(x,y) €E R11 < z+ <2},52 = {(z,y) E RIO< 2 十 yy} 是否 有 边 
界 ? 
c) 求 出 曲面 S1 = {(x,y) €E R21 < z+ <2},52 = {(7z,y) ER?|1 < 2 十} 的 边界 . 
2， 举 出 一 个 这 样 的 例子 : 曲面 不 可 定向 , 但 其 边界 可 定 回 . 
3， a) 立方 体 = {z e R*||zi| < 1,i = 1 … ,大 } 的 每 个 面 对 应 平行 于 空间 R* 的 大 一 1 维 
坐标 超 平面 . 所 以 能 够 把 这 个 超 平 面 的 标 架 与 坐标 系 看 做 是 立方 体 的 界面 上 的 标 架 与 坐 
标 系 . 请 指出 , 在 哪些 界面 上 , 这 样 得 到 的 定向 与 用 了 * 的 定向 导出 的 方 体 I* 的 定向 和 
谐 , 在 哪些 面 上 不 和 谐 . 试 依次 研究 = 2,k = 3 及 上 =n 的 情形 . 
b) 在 半球 面 3 = {(x,y,2z) € Rslz“2 十 多 十 和 =1Az>0} 的 某 区 域内 , 使 用 局 部 图 
(t1, 2) Fr- (sintacost2,sintlsin 妇 ,cos 寻 )， 而 在 此 半球 面 的 边界 6S 的 某 区 域内 , 使 
用 局 部 图 t 一 (cost,sint,0). 试 说明 这 些 图 给 出 的 定向 是 否 与 曲面 9 的 定 癌 及 边界 
5 的 定 同和 谐 . 
c) 在 半球 面 5 及 其 边界 9S 上 , 试 建立 由 b) 中 的 局 部 图 导出 的 标 架 场 . 
d) 在 半球 面 8 的 边界 8S 上 , 给 出 一 个 标 架 , 使 它 确定 的 边界 定向 与 在 c) 内 得 到 的 给 半 
球面 定 问 的 标 染 和 谐 . 
e) 借助 5 C 了 3 的 法 向 量 , 给 出 在 ce) 内 所 得 到 的 半球 面 的 定 问 . 
4. a) 验证 , 即使 照 定 义 3 的 观点 , 默 比 马 斯 带 也 不 是 定 问 曲 面 . 
b) 试 证 : 车 5 是 R* 内 的 光滑 曲面 , 则 无 论 按照 光滑 曲面 定向 的 意义 , 还 是 按照 分 片 光 沸 
曲面 定向 的 意义 , 二 者 是 等 价 的 . 


5. a) 称 集 9 C Rn" 是 维 带 边 曲面 , 如 果 对 每 点 x € 5S, 存在 及” 内 的 邻 域 U(x), 及 这 个 
邻 域 到 标准 方 体 I” C 下"” 上 的 微分 同 胚 由 : U(xz) 一 I", 使 光 (S U(x)) 或 与 方 体 
I 二 {t EI"lttt1l = 二... 二 t" 二 0} 重合 , 或 与 它 的 一 部 分 1* 站 {te RR"|t* < 0} 重合 ， 
这 一 部 分 实际 是 一 个 维 区 间 拼 接 了 自己 的 一 个 界面 . 
以 81 中 讨论 曲面 概念 时 所 讲 的 东西 为 出 发 点 , 证 明 带 边 曲面 的 这 一 定义 与 定义 1 
不 等 价 . : : 

b) 判定 以 下 命题 是 否 成 立 : 如 果 fe CO(H*, 民 ), 这 里 H* = {zx € 了 lz < 0}, 那么 ， 
对 任何 点 x E 8H*， 存在 它 在 R* 内 的 邻 域 U(z) 及 函数 FF e CUT(z), 及 )， 使 得 
Fl|yxnvz) 一 j 媳 renrkz)， 

c) 若 用 a) 的 定义 去 刻画 带 边 光滑 曲面 , 亦 即 设 多 是 有 最 大 秩 的 光滑 映射 , 试问 , 这 样 一 个 
带 边 光滑 曲面 的 定义 , 是 否 与 83 内 采用 的 定义 一 致 ? 
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84 欧 氏 空间 内 曲面 的 面积 


现 讨论 哆 氏 空 间 了 "中 的 天 维 分 片 光 请 曲面 的 面积 的 定义 (n > 全) 
首先 注意 , 若 &1,.… ,&x 是 欧 氏 空间 R* 内 的 大 个 向 量 , 那么 , 以 这 些 向 量 为 楼 
的 平行 多 面体 的 体积 V(&1,:… ,如 ) 可 用 和 矩阵 J = (名 ) 的 行列 式 计算 : 


V(é1,... Er) = det(é;) (1) 


矩阵 行 由 这 些 向 量 &1,… ,&4 在 空间 R* 的 某 个 标准 正 交 基 el1,… ,ek 下 的 坐标 组 
成 . 然而 请 注意 , 公式 (1) 实际 上 不 是 简单 地 给 出 了 平行 多 面体 的 体积 , 而 是 给 出 了 
它 的 所 谓 有 向 体积 . 如 果 V 取 0, 则 用 公式 (1) 确定 的 Y 值 之 正 , 负 , 分 别 对 应 于 标 
架 el1,… ,ex 与 后 6 属 不 属于 空间 R* 的 相同 的 定 问 类 . 

现在 指出 , 矩阵 J 与 其 转 置 矩 阵 J* 之 积 JJ*, 不 是 别 的 , 正 是 给 定 的 问 量 的 两 
两 内 积 go = (é&;,é&;) 的 矩阵 G = (gij), 即 G 是 向 量 组 &1,… ,&4 的 格拉 姆 (Gram) 
和 矩阵 吕 . 因此 ， 


detG = det(JJ*) = detJ .detJ* = (detJ)’. : (2) 
VE) = V det((é&i, €7)). : (3) 


最 后 这 个 公式 很 方便 , 因为 其 中 本 质 上 已 经 没 
有 坐标 , 而 是 一 组 刻画 所 考察 的 平行 多 面体 的 几何 
量 . 特别 地 , 若 把 这 些 向 量 &1,.… ,& 看 作 是 n 维 
(n 之 有 ) 欧 氏 空间 了" 内 的 向 量 , 则 以 它们 为 校 的 平 
行 多 面体 的 维 体积 (或 大 维 面积 ) 的 公式 (3) 保 
持 不 变 . 

今 设 :一 5 CcC Rn 是 欧 氏 空间 R" 内 的 
k 维 光滑 曲面 5, 它 用 参数 形式 ”> = r(ti,… ) 妇 )， 
即 定 义 在 区 域 D C R* 上 的 光滑 向 量 函 数 7(t) = 
(zl Zn) 人 的 形式 给 定 . 设 el,… ,ex 是 RR* 内 
的 正 交 标准 基底 ， 它 产生 坐标 系 ( 弓 …… , 龙 ). 固定 
一 点 to = ( 寺 ,…: , 阁 ) e D, 取 一 组 充分 小 的 正 数 图 82 
hl,.… ,h*, 使 以 从 to 出 发 的 同 量 hre; € TDi(i = 

胃 为 棱 的 平行 多 面体 7 完全 位 于 区 域 D 内 . 

由 于 映射 D 一 S 将 平行 多 面体 工 映 成 曲面 5 上 的 图 形 Is, 因而 我 们 约定 把 Is 

叫做 曲线 平行 体 (参看 图 82, 这 是 大 = 2,n = 3 的 情况 ). 因为 


r(t0,* ,+h tt ,1 ,0)—r(to,*… ,t,t to ,: 看) = OT (10)hi + o(hi), 


ot’ 
中 见 第 18 章 $1.1.c. 的 注释 . 
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与 点 teED 从 to 移动 风雷 hie; 相应 , 在 了" 内 的 点 从 r(to) 所 作 的 这 个 移动 , 当 

pi 0 时 , 可 以 用 偏 微分 和 3 一 (to)hi 二 ;hi 代替 , 而 精确 到 o(hi). 因此 , 当 hi 很 小 时 ， 
i 二 1,.…… ,大 曲线 平行 体 Is 与 以 在 点 7(to) 切 于 曲面 5 的 同 量 由 富生 为 校 
的 平行 多 面体 相差 很 小 . 由 此 认为 曲线 平行 体 Is 的 体积 AV 应 该 接近 于 所 说 的 标 
准 平行 多 面体 的 体积 . 这 样 就 得 到 近似 公式 


AV ~ /det(gij)(to)Ati. ... .At*, z (4) 
这 里 gi; (to) 一 (Ti, Tj) (to), At 一 h*, 7 一 1,.… ,kk. 
如 果 将 参数 域 D 所 在 的 整个 空间 R* 用 标准 方式 分 成 直径 为 d 的 一 些小 平行 


体 , 并 取 其 中 包含 在 DD 中 的 那些 小 平行 体 按照 公式 (4) 计算 它们 的 像 的 维 体积 
的 近似 值 , 然后 相 加 , 得 到 量 


2 \/ detgij (ta)At 1? At*, 


可 以 把 它 看 做 为 所 考察 的 曲面 5 的 上 维 体积 或 维 面积 的 近似 值 , 并 且 随 着 d 一 0 
时 , 这 一 近似 值 变 得 更 加 精确 
于 是 , 我 们 采用 


定义 1 在 欧 氏 空间 R"* 内 , 用 参数 形式 D 3 t 一 +r(t) e S 给 定 的 上 维 光 滑 曲 
面 5S 的 面积 (或 k 维 体 积 ) 是 


Vi(S) := 人 V/det((rai (区 dt dt (5) 


我 们 来 看 一 下 , (5) 式 在 我 们 熟知 的 特殊 情况 下 有 怎样 的 形式 . 
当天 = 1 时 , 区 域 D c R! 是 以 直线 有 1 上 两 点 a,b(a < 5b) 为 端点 的 区 间 , 这 时 
S 是 R" 内 的 曲线 . 所 以 当 = 1 时 , 公式 (5) 变 为 计算 曲线 长 度 的 公式 


b b 
ni(s)= { tiat= f VED + dt 
车 有 = n, 则 5 微分 同 胚 于 R* 内 的 n 维 区 域 .D， 在 此 情况 下 , 映射 D 3 
(tt) = (z1… ,7X")(t) € 5 的 雅 可 比 算 阵 J = zx/(t) 是 方 阵 . 现在 ， 
利用 关系 式 (2) 及 重 积 分 中 的 变量 替换 公 \ 式 , 可 得 
Vi,(S) =/ VistGat = | |detz (t)ldt 
DD D 
一 | dz = V(S), 
SS 
亦 即 , 如 所 期 望 , 我 们 又 得 到 了 R" 内 的 区 域 5 的 体积 . 
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注意 , 当 上 k= 2,n = 3 时, 即 当 5 是 R? 内 的 二 维 曲面 时 , 经 常 把 刀 , 刀 写成 u,v 
并 记 o := V2(S), BE := gil = (F171),F := g912 = 921 = (71,72),G := g22 = (72,72). 这 
时 , 公式 (5) 有 形式 

rr 一 /| V EG — F2dudv. 
D 


特别 地 , 者 wu = zuv = y, 而 曲面 9 是 定义 在 区 域 D c R? 上 的 光滑 实 值 函 数 
z 二 f(z,y) 的 图 像 , 则 容易 得 到 


y= / | 1+ (f2)2 + (fo)2dzdy 
D 


现在 再 回 到 定义 1, 并 做 一 些 对 将 来 有 用 的 注释 : 


注 1 定义 1 只 在 公式 (5) 中 的 积分 存在 时 才 是 正确 的 . 例如 , 当 D 是 者 尔 当 
可 测 区 域 , 而 re CO)( 万 ,R") 时 , 它 是 显然 存在 的 . 


注 2 若 定义 1 中 的 曲面 9 能 分 成 有 限 多 个 具有 分 片 光 背 边界 的 曲面 51,:… ， 
Sm, 则 与 3 的 这 个 分 解 相对 应 , D 将 分 解 成 区 域 D1,… , Dm. 如 果 曲 面 5 在 等 式 
(5) 的 意义 下 有 面积 , 则 对 每 个 a = 1 …… ,m, 有 值 


Vi(Sa) = | Vadet(ra 3) (dt 
根据 积分 的 可 加 性 , 由 此 得 到 
Vx(S) = >》 Vi (Sa). 


于 是 , 我 们 确立 了 ,大 维 曲面 的 面积 与 普通 重 积分 一 样 , 也 是 可 加 的 . 


注 3 如 果 必 要 , 上 面 的 注 2 能 推广 到 区 域 D 的 竭尽 递增 列 , 也 就 是 说 , 可 把 公 
式 (5) 里 的 积分 理解 成 反 间 积分 . 


注 4 更 重要 的 是 , 面积 的 可 加 性 也 使 用 于 任意 的 (不 只 限于 用 一 张 图 给 出 的 曲 
面 ) 光 滑 , 甚至 分 片 光 滑 的 曲面 的 面积 . 


定义 2 设 5 是 R" 内 的 任意 分 片 光滑 k 维 曲面 . 若 从 5S 上 去 掉 有 限 个 或 可 列 
个 分 片 光 滑 的 维 数 不 超 过 一 1 的 曲面 后 , 它 被 分 割 成 有 限 个 或 可 列 个 能 光滑 参数 
化 的 曲面 51,… , Sm,…, 则 令 


Vi(S) := 》 _ Vi(So). 
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重 积分 的 可 加 性 , 保证 了 这 样 定义 的 量 六 (3) 与 把 曲面 5 分 解 成 9 ,Sm … 
的 分 法 无 关 , 其 中 每 个 S。 都 包含 在 曲面 S 的 某 个 局 部 图 的 有 效 域内 . 

还 要 注意 , 由 光滑 曲面 及 分 片 光 滑 曲面 的 定义 , 容易 推 知 , 在 定义 2 中 如 果 还 要 
求 把 5S 分 成 若干 块 参数 化 光滑 曲面 5S1,.… ,Sn 的 分 割 是 局 部 有 限 分 割 也 是 可 
以 的 . 最 后 这 一 点 的 意思 是 , 任何 紧 集 KK c 5, 只 能 与 曲面 51,… , 5m,:… 中 的 有 限 
多 个 有 公共 点 . 更 直观 地 说 就 是 , 曲面 5$ 上 的 任何 点 , 必 有 只 与 51,:… ,5 …… 中 的 
有 限 个 相交 的 邻 域 . 


注 5 在 公式 (5) 中 出 现 了 曲线 坐标 系 旭 ,… ,在 ， 所以， 自然 要 验证 用 公 却 
(5) 定义 的 量 VW(S) (也 就 是 定义 2 确定 的 量 Vi.(5))， 关于 变 成 在 相应 的 新 区 域 
万 < R* 内 变化 的 新 曲线 坐标 (二 … ,六 ) 的 微分 同 胚 D 3 (2,… ,让 ) = 一» 
t 二 (t1,.… ,tt) ED 是 不 变 的 . | 


4 为 了 验证 它 , 只 需 注意 在 区 域 D 与 D 的 对 应 点 , 矩阵 


Or Or ~ _ Or Dr 
G = (gi;) 一 (人 区) 与 G = (95 一 (人 二 )) 
满足 关系 G = J*GJ, 这 里 :J = ( 千 ) 是 变换 D 3 1 :> t+ e D 的 雅 可 比 矩 阵 , 而 
J* 是 ,的 转 置 矩阵 . 因此 , detG 人 = detG(t) : (detJ)?(t), 由 此 推出 


| /detGtdt = 上 detG(t 人 DT 
D DD 
= | VaetG Da.» 
D 


这 样 , 定义 2 所 叙述 的 上 维 分 片 光 滑 曲 面 的 上 维 体积 或 面积 是 与 坐标 系 选择 无 
关 的 . l 


注 6 在 作 这 个 注 之 前 先 给 出 


定义 3 设 集 已 位 于 上 大 维 分 片 光 滑 曲面 5 上 . 如 果 对 于 任意 e > 0, 能 用 有 限 个 
或 可 列 个 可 能 彼此 相交 的 曲面 51,… ,Sw,…(Su C 3) 覆盖 E, 使 得 于 伏 (Se) < 


就 说 已 是 维 零 测度 集 或 勒 贝 格 零 面积 集 


大 家 都 知道 , 这 不 过 是 逐 字 逐 句 地 重复 位 于 R* 内 的 零 测度 集 的 定义 . 

易 见 , 在 分 片 光滑 曲面 5 的 任意 局 部 图 p : D 一 S 的 参数 域 D 内 , 与 对 应 
的 是 大 维 零 测度 集 p-1(E) Cc D C R*. 其 至 还 能 证 明 , 这 是 零 面 积 集 的 特征 性 质 . 

在 实际 计算 面积 以 及 计算 下 面 引入 的 曲面 积分 时 , 最 好 记 住 , 如 果 分 片 光 靖 曲 
面 $ 是 由 分 片 光 滑 曲面 5 去 掉 一 个 零 面积 集 得 到 的 , 那么 , 曲面 5 与 曲面 3 面积 
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这 个 注 之 所 以 有 用 , 是 因为 常 能 从 分 片 光 滑 则 面 中 去 挥 一 个 零 面 积 集 , 使 所 得 
到 的 分 片 光滑 曲面 5 只 用 一 张 图 就 能 给 出 . 而 这 时 5 的 面积 , 亦 即 5 的 面积 , 能 直 
接 用 (5) 式 计 算 . 

看 几 个 例子 . 

例 1 映射 |l2x[3 t+ 一 (Rcost, Rsint) e R? 是 圆周 S(z2 十 yy = 及 2) 去 挥 一 个 
点 已 = (R,0) 所 得 到 的 圆 弧 的 图 . 因为 B 是 5$ 上 的 长 度 为 者 的 集 , 所 以 


Vi(S)=V (S) = 广 V R? sin” t+ R? cos? tdt = 27R. 
0 
例 2 在 81 例 4 中 , 给 出 了 R3 内 的 二 维 环 面 的 参数 表达 式 
r(p,) = ((b+acoswy) cosw, (b+ acosvy)sin gy,asiny). 


在 区 域 D = {(y,)|0 < p < 27,0 < yw < 2rl 中 , 映射 (20) 一 > Tr(p,) 是 微分 同 
胚 . 区 域 D 在 这 个 微分 同 胚 下 的 像 5 与 环 面 9 相差 一 个 由 坐标 线 = 2r 及 YW = 27 
组 成 的 集合 . 于 是 集 豆 由 一 条 经 线 和 一 条 纬 线 组 成 , 从 而 易 知 其 面积 为 零 . 因此 
可 在 定义 域 D 的 范围 内 , 根据 给 出 的 参数 表达 式 , 按 公式 (5) 求 环 面 的 面积 

Fo = (—(b+acosy)singy,(b+ acosw)cos 0, 0) 

Ty = (~asiny cosy, —asiny siny,acosy) 

911 = (Ty, Ty) = (b+ a cos Wp)”, 

012 = 9g21 = (Ty, Ty) = 0, 

g922 = (Ty, Ty) = Q 
gil 912 
921 922 


detG = 一 a?(b+acoswy). 


因此 ， 2 27 
V2(5) = 他 (5) = | oz | a(b + acosy)dy = 47 ab 
0 0 


最 后 提醒 , 现在 还 可 用 定义 2 指示 的 方法 计算 分 片 光滑 曲线 的 长 度 及 分 块 光滑 
曲面 的 面积 . 


练习 
1. a) 设 P 与 天 是 欧 氏 空间 R" 内 的 两 个 超 平面 , D 是 P 的 子 域 ,万 是 DD 在 超 平面 已 上 的 
正 交 投影 . 试 证 D 与 的 n 一 1 维 面 积 之 间 有 关系 : o(D) = o(D)cos a, 这 里 a 是 超 
平面 P 与 PP 之 间 的 夹 角 . 
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b) 据 a) 的 结 采 ,指出 三 维 欧 氏 空间 内 光 请 函数 z = f(z， 及 的 图 像 面积 元 公式 do = 
V1 十 ( 彤 ?2 十 ( 彤 )?dzrdy 的 几何 意义 . 

c) 设 S 是 欧 氏 空间 民 ” 内 的 曲面 , 它 用 光滑 向 量 函 数 > = r(w,v) 表示 ， 其 定义 域 为 
D C RRR“, 则 曲面 面积 公式 为 


0(S) = / / rs rh) dudv, 
D . 
or 


其 中 [ro my] 是 向 量 = 一 — ,一 — ~ 的 向 量 积 . 
d) 设 曲 面 S C 了 R* 由 方程 pe y,Z) 二 0 表示 , 而 曲面 9 的 定义 域 UV 双方 单 值 地 正 交 投 
影 于 平面 (x,y) 的 区 域 D 上 . 试 证 以 下 公式 成 立 


0)= | lgradF| dy. 
D 


Fz| 


2. 试 求 球面 5 C 了 ”上 由 两 条 经 线 和 两 条 纬 线 构成 的 球面 矩形 的 面积 . 


a) 设 (r, wp,hh) 为 RR? 内 的 柱 兴 标 . 将 位 于 平面 p = po 上 , 由 方程 > = r(s) 给 定 的 曲线 , 统 
h 轴 旋 转 , 这 里 s 是 自然 参数 . 试 证 , 相应 于 参 变量 s e [si, sz] 的 那 段 曲线 旋转 所 成 的 
曲面 的 面积 为 | 

I 一 2r / 7r(s)ds. 

b) 设 y = f(x) 是 定义 在 线段 [a,8] C 及 + 上 的 光滑 非 负 函数 . 将 其 图 形 绕 x 轴 及 绕 y 轴 
旋转 . 试用 在 [o, 中 上 的 积分 的 形式 表 出 这 两 种 旋转 曲面 的 面积 公式 

a) 设 半径 为 工 的 球 的 球 心 在 一 条 长 为 工 的 平面 闭 曲线 上 趟 滑 动 . 试 证 , 由 此 所 得 简 状 体 的 侧 
面积 为 2r :1:L. 

b) 将 半径 为 a 的 圆周 , 绕 着 圆周 所 在 平面 中 的 轴 施 转 , 此 轴 距 圆心 的 虐 离 为 5 > a, 试 根据 
a) 的 结果 求 旋转 所 得 二 维 环 面 的 面积 . 


.在 空间 Rs 内 , 按 销 卡 儿 举 标 给 出 螺旋 面 
y 一 rtg = 0,|z| < oh. 
试 作出 它 的 图 形 , 并 求 它 的 满足 r? < z? + yP < 到 的 那 一 部 分 的 面积 
a) 试 证 有 ”内 单位 球面 的 面积 2,-1 为 2(Vf)” 人 T (2) , 这 里 F(a) = be -zzo-ldz 
(特别 地 , 若 m 为 偶数 , 则 T() = (了 2 )5 车 ”为数 , 则 T (2) = 思 二 了 v) 


b) 验证 Re 中 半径 为 + 的 球 的 体积 Wi(r) 为 一 rm, 并 证 So = 0 
: T r (2) 2 2 ) dr 
c) 求 半球 面 {x € 了 下” | Iz| = 1 人 2z”> 0} 的 面积 与 其 在 平面 ”= 0 上 正 交 投影 面积 之 比 
当 一 十 oo 时 的 极限 . 
d) 试 证 , 当 n 一 co 时 ,n 维 球 的 体积 的 主要 部 分 集中 到 球面 的 任意 小 的 邻 域 中 , 而 球面 面 
积 集中 到 赤道 的 任意 小 的 邻 域 中 . 
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e) 试 证 , 从 d) 能 导出 的 以 下 优美 结果 : 
在 高 维 球面 上 的 连续 正则 函数 在 该 球面 上 几乎 取 常 值 . 
更 具体 地 , 例如 考察 满足 具 确 定常 数 的 李 普 希 北条 件 的 那些 函数 . 这 时 , 对 于 任何 
a>0 和 6 > 0, 存 在 NN 使 当 n > 时 , 任何 一 个 这 样 的 泵 数 f: S" 一 妥 都 有 一 个 具 
以 下 性 质 的 数 c : f 的 值 与 c 之 差 超过 < 的 那些 5" 的 点 作成 的 集合 的 面积 不 超过 整个 


球面 面积 滋 以 4. 
7. a) 设 z1,:… ,zk 为 欧 氏 空间 及 "内 的 一 组 向 量 (n > k). 试 证 这 组 癌 量 的 格拉 姆 行列 式 可 
表 为 
det((zi, £7;)) = 2D, Pan 
1 
这 里 ， 


pil ... wik 
Pi .i 一 det 
.ik 


b) 阐明 a) 中 的 量 忆 , .i， 的 几何 意义 , 并 将 问题 a) 的 结果 叙述 成 维 测度 的 毕 达 哥 拉 斯 
定理 , 其 中 1 <k&<n. 


t1 
Li 


c) 说 明 公 式 
Dz2 Or"! 
Ot 6tk 
"=| > det2| : | 
D |1gil<--#<ikgn Dpik Derik 


是 用 参数 式 rz = z(t1,:… , 丰 )(t €E D C R*) 表示 的 维 光滑 曲面 面积 的 公式 . 


8. a) 验证 , 定义 2 中 的 Vi(S) 与 将 9 分 解 为 光滑 块 51,.52,:… ,Sm,... 的 分 法 无 天 . 
b) 试 证 , 分 片 光滑 曲面 5, 能 够 像 定义 2 所 描述 的 那样 , 分 成 局 部 有 限 的 光滑 块 51,.… ， 
Sm, ，。-。 
c) 试 证 , 总 能 从 光滑 曲面 5 中 去 掉 某 个 零 面积 集 E, 使 得 余下 的 光滑 曲面 $ = S\ EE 能 用 
一 张 标准 局 部 图 来 刻画 . 
9g， 与 中 学 里 对 圆周 长 的 定义 类 似 , 也 时 常 把 曲线 之 长 定义 成 曲线 的 内 接 折线 长 , 当 折 线 的 最 大 
线段 长 趋 于 零 时 的 极限 三 ， 施 巨 效 (Schwarz) 的 下 述 简单 例子 说 明 , 即使 曲面 非常 光滑 , 用 
类 似 的 内 接 多 边 形 的 面积 取 极限 的 办 法 去 定义 它 的 面积 , 也 可 能 导致 导 廖 
在 半径 为 R, 高 为 昌 的 柱 中 , 用 下 面 的 方式 做 内 接 多 面 形 . 用 水 平平 面 将 柱 截 成 m 个 
高 为 生 的 相等 的 天 柱 . 把 m + 1 个 (包括 原 圆柱 面 的 上 、 下 底 在 内 ) 截 柱 面 的 园 周 各 分 成 
nn 等 分 使 得 每 个 圆周 上 的 分 点 , 位 于 上 面相 邻 圆周 的 弧 段 中 点 的 下 面 . 取 任意 一 个 截 贺 上 的 
一 对 相 邻 分 点 , 及 位 于 连结 这 对 点 的 缴 的 中 点 的 正 上 方 或 正 下 方 的 点 . 
作出 上 面 所 说 的 三 点 构成 的 三 角形 , 所 有 这 种 三 角形 之 全 体 , 构成 一 个 多 面 面 , 它 内 接 于 
原 柱 面 直 圆 柱 的 侧面 ) .这 个 多 面 面 的 形状 , 像 是 揉 皱 挤 压 成 小 手风琴 状 的 鞭子 简 . 所 以 人 
们 常 把 它 叫 做 施 瓦 兹 革 简 . 
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a) 试 证 , 当 m,n 趋 于 无 穷 , 但 n?/m 趋 于 零 时 , 所 做 的 多 面 面 的 面积 将 无 限 地 增 大 , 虽然 
它 的 每 个 面 (三 角形 ) 的 面积 同时 趋 于 零 . 
b) 如 果 m,n 趋 于 无 穷 , 但 比值 m/n? 趋 于 某 个 有 限 极限 p, 则 多 面 面 的 面积 趋 于 有 限 航 
限 , 它 与 量 p 有 关 , 既 可 大 于 , 也 可 小 于 或 ( 当 = 0 时 ) 等 于 原 柱 面 的 面积 . 
c) 将 这 里 描述 的 引入 光滑 曲面 面积 的 方法 与 $4 中 所 说 的 加 以 比较 , 说 明 为 什么 在 一 维 情 
况 下 二 者 一 致 , 而 在 二 维 情况 下 , 一 般 地 说 , 二 者 不 一 致 . 对 内 接 多 面 面 序列 加 上 什么 条 
件 , 才能 保证 两 种 结果 一 致 呢 ? 
*10. 等 周 不 等 式 
设 V(E) 表示 集合 E C R" 的 体积 , 而 A + B 是 集合 4, B C R" 的 (向 量 ) 和 ( 闵 可 
夫 斯 基 意 义 下 的 和 , 参看 第 11 章 82 的 习题 4). 
设 B 是 半径 为 h 的 球 . 这 时 ,A 十 B =: Ah 是 集合 4 的 /~- 邻 域 . 
称 量 : 
lim Ym) = 1 (84) 
为 集合 4 的 边界 84 在 闵可夫 斯 基 意 义 王 的 外 面积 
a) 试 证 , 如 果 84 是 光滑 或 充分 正则 的 曲面 , 则 /+ (84) 与 94 的 通常 的 面积 一 致 
b) 应 用 布 鲁 恩 一 闵可夫 斯 基 不 等 式 (参看 第 11 章 82 第 4 顾 ), 求 妇 ” 中 经 典 的 等 周 不 等 
式 
H4(84) > nsV a (A) =: 1(S4), 
这 里 , v 是 月” 中 单位 球 的 体积 , 而 (54) 是 与 集合 4 有 相同 体积 的 (n 一 1 维 ) 球 的 
球面 积 . 
等 周 不 等 式 说 的 是 : 体 4 C 展 ” 的 边界 面积 kW+(64) 不 小 于 同体 积 的 球 的 边界 面 
积 . 


85 ”微分 形式 初步 

现在 对 微分 形式 这 种 有 用 的 数学 工具 , 做 初步 的 介绍 , 这 里 主要 注意 它 的 算法 ， 
其 理论 结构 将 在 第 15 章 中 详细 阐述 . 

1. 微分 形式 , 定义 及 例子 


读者 在 代数 教科 书 中 已 经 掌握 了 线性 形式 的 概念 . 我 们 也 已 把 它 广泛 应 用 于 微 
分 学 的 建立 . 那里 遇 到 的 主要 是 对 称 形式 . 而 这 里 讲 的 将 是 斜 对 称 (反对 称 ) 形式 . 

我 们 记得 , 称 定义 在 线性 空间 X 的 向 量 序 组 &1,… ,上 上 并 在 线性 空间 Y 内 
取 值 的 次 形式 研 : X* 一 了 为 铬 对 称 形 式 (反对 称 形式 ), 如 果 将 它 任 二 变量 调换 
位 置 时 其 值 变 与 : 


了 (EL ,5 7 ) Ek) 一 一 卫 (E ,1 , €iy , &k), i 闫 7 
特别 是 , 当 &; = &(i 六 让 时 , 形式 的 值 恒 为 零 , 而 与 其 余 向 量 无 关 ， 
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例 1 空间 R? 内 向 量 的 癌 量 积 [&1,é€2] 是 在 线性 空间 下" 内 取信 的 双 线 性 斜 对 
称 形式 . 


例 2 对 于 由 空间 R* 内 以 问 量 上 ,6 为 校 的 平行 多 面体 ,用 84 之 公式 (1) 
确定 的 有 向 体积 V(&1,… ,&x) 是 RR* 内 的 实 值 斜 类 一 形式 . 


下 面 , 我 们 暂时 将 只 关心 实 值 形式 (Y = 到 的 情形 ), 虽然 以 下 全 部 叙述 对 更 一 
般 的 情况 , 例如 Y 是 复数 域 C 的 情况 也 使 用 . 

同 次 斜 对 称 形式 的 线性 组 合 仍然 是 斜 对 称 形式 , 亦 即 , 同 次 的 斜 对 称 形式 构成 
线性 空间 . 

此 外 , 在 代数 中 引进 了 斜 对 称 形式 的 外 积 运算 人, 它 使 这 种 形式 的 序 对 4?, B4( 分 
别 为 p 次 与 g 次 ), 对 应 于 p + 9 次 斜 对 称 形式 A? 人 B4. 这 个 运算 具有 / 

结合 性 :(A? A BI) 和 人 C7 = A? 人 (Br 人 人 C0”), 

分 配 性 :(A? 十 Br?) 和 C= A? 入 C9+B?ACY, 

反 可 换 性 :A? 和 Bs = (一 1)?% BY 人 A?. 

特别 当 4, B 都 是 1- 形式 时 , 则 有 反对 称 性 A 和 人 B= 一 BA 4, 这 与 例 1 中 的 加 
量 积 的 反对 称 性 类 似 . 形式 的 外 积 是 问 量 积 的 推广 . 

我 们 详细 讨论 外 积 的 一 般 定 义 , 暂时 把 注意 力 集 中 到 上 面 所 列 出 的 运算 性 质 , 并 
指出 1- 形式 万, ,Lk € £(R", 恨 ) 的 外 积 Li 入 … 人 入 Lk 是 一 个 一 形式 , 它 在 癌 
量 组 上 ,上 € 民 * 上 的 值 为 


Li1(é€1) ::. Lx(é1) 
Li 人 入:..ALx(é1,.:. ,€k) = : 


| Li(éx) (| 
= det(L;(éi)) (1) 


如 果 把 (1) 式 做 为 左边 式 子 的 定义 , 则 由 行列 式 的 性 质 容易 推 知 , 当 4, B,C 都 
是 1- 形式 时 ,有 A 和 B=-BAA,(A4+B)AC=AAC+BAC. 

我 们 来 讨论 几 个 以 后 要 用 到 的 例子 . 

例 3 设 Xi € £2(R",RR),i = 1,.… ,n 是 射影 算 子 ， 详 细 说 就 是 , 线性 函数 7 : 
RR* 及 在 任意 向 量 上 = (上 1 ,en) < Rn 上 的 值 ri(é) = &: 是 这 个 向 量 在 相应 从 
标 轴 上 的 射影 . 这 时 , 根据 公式 (1) 就 得 到 


% 1 
1 ， &1 


mA 人 AT 人) = 


Eu 的 
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例 4 众所周知 , 欧 氏 空间 R? 内 的 癌 量 &1 = (生生 人 ,ea = ( 导 , 生 全) 的 向 
量 积 的 第 卡 儿 坐标 , 由 等 式 


[El €2|] = | 
确定 . 


于 是 , 根据 例 3 之 结果 , 可 得 


6i 8 


2 2 


£1 站 


6 €3 


6 
62 &2 


3 | 


7 ([é1,é€2]) = rT A (é1,é€2), 
7 ([é1, é2)) 一 7 入 T (El， <2 )， 
a3([é1,€2]) = rl A rn?(é1, €2). 


例 5 设 f:D 一 民 是 在 某 区 域 Dc R" 上 定义 , 且 在 点 zo e D 处 可 微 的 函 
数 . 大 家 都 知道 , 函数 在 该 点 的 微分 df(zo) 是 线性 函数 . 它 定 义 在 以 此 点 为 起 点 的 
位 移 向 量 上 上 , 精确 地 说 , 它 是 定义 在 DD 在 此 点 的 切 空间 TD 上 的 线性 函数 设 
zl ,Zn 是 RR"* 内 点 的 坐标 , & = (£1,… ,t7) ED 则 


df (zo)(€) = FE (eo) 二 + 和 (cot = Def(z0) 
特别 地 , 有 dri(E) = 6 或 写 得 更 正规 些 就 是 
dz (x0)(é) = 二 


如 果 户 ,…… ,fr 是 定义 在 G 上 且 在 点 zo e G 可 微 的 实 值 函 数 , 则 在 点 zo, 根据 
公式 (1) 在 点 zo 在 空间 TG。 的 向 量 组 &1,… ,对 上 得 到 


Af1(81) *** dfp(é&1) 
dfi1 :Ndfr(é1,..* ,ék)=| : |- (3) 
dfi(éx) … dfr(ék) 


特别 地 , 有 四 
1 1 


dzi 入 .人 dzik(El EN) 一 | : : |. (4) 


1 ,,, £ik | 
k k 


于 是 , 由 定义 在 线性 空间 TD,, = TR ~ R*" 上 的 线性 形式 df1,… ,df 得 到 了 
定义 在 这 同一 个 空间 上 的 上 次 和 斜 对 称 形式 . 

例 6 若 fe CD(D,R),D 是 RR* 内 的 区 域 , 则 函数 f 在 每 上 ze D 处 的 微分 
df(z) 有 定义 . 由 上 面 已 知 , df (x) 是 线性 函数 : TD 一 TRr(s) ~ R, 这 里 TD; 是 DD 
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在 点 z 处 的 切 空间 . 当 x 由 D 内 某 后 变 到 男 一 扣 时 , 一 般 地 说 , 形式 df (x) = f(z) 
要 改变 . 因此 , 光 请 数值 函数 f : D 一 RR 在 区 域 D 的 每 点 都 产生 一 个 线性 形式 , 或 说 
在 口内 产生 了 一 个 线性 形式 场 , 其 中 每 点 的 线性 形式 定义 在 相应 的 切 空 间 TD, 上. 


定义 1 如 果 在 每 点 ZE 万 确定 了 一 个 冬 对 称 形式 w(x) : (TDj)? 一 展 , 就 说 在 
区 域 D CcC R” 内 给 出 了 一 个 实 值 的 微分 p 一 形式 w. 


通常 称 p 为 微分 p- 形式 w 的 次 数 或 阶 数 . 因此 , p 一 形式 w 常常 用 w? 表示 . 
这 样 , 例 6 中 讨论 的 光滑 函数 f 的 微分 场 df 是 区 域 DD 内 的 1 形式 , 而 w = 
dza 和信... 人 dzi? 是 p 次 微分 形式 的 最 简单 的 例子 . 


例 7 设 在 区 域 D Cc R” 内 给 定 一 个 向 量 场 , 即使 每 个 点 ze DD 联系 一 个 问 量 
F(X). 当 及” 具有 欧 氏 结构 时 , 这 个 向 量 场 就 产生 了 D 内 的 如 下 的 微分 1 一 形式 wE. 


若 & 是 位 于 点 zeED 处 的 问 量 ， 即 e e TD,, 则 令 
wp(2)(é) = (F(x), €). 


由 内 积 的 性 质 知道 , 在 每 点 x 处 , w$(7z) = (F(x),-) 实际 是 线性 形式 . 

我 们 常常 遇 到 这 种 微分 形式 . 例如 , 若 互 是 区 域 D 内 的 连续 力 场 , 而 上 是 从 所 
z ED 出 发 的 小 位 移 向 量 , 则 由 物理 学 知道 , 与 这 样 的 位 移 对 应 的 场 的 元 功 正 是 由 量 
(下 (x),é&) 确定 . 

这 样 , 在 欧 氏 空间 R" 的 区 域 D 内 , 力 场 下 自然 产生 D 内 的 1- 形式 wh, 在 
这 种 情况 下 , 是 然 把 它 叫 做 场 F 的 功 形式 

注意 , 在 欧 氏 空间 内 , 区 域 D C Rn" 内 的 光滑 函数 f : D 一 R 的 微分 df, 也 可 看 
成 是 由 向 量 场 产 生 的 1- 形式 , 这 时 的 向 量 场 F = gradf. 实际 上 , 由 gradf(z) 的 定 
义 , 对 于 每 个 向 量 £ e TD,, 等 式 df (x)(€) = (gradf (x),é) 成 并. 


例 8 在 欧 氏 空间 R" 中 的 区 域 D 内 给 定 的 向 量 场 V, 也 可 用 以 下 的 方式 产生 
n 一 1 次 微分 形式 wz . 若 在 每 点 ze D 处 ， 取 与 x 对 应 的 向 量 场 中 的 问 量 V(x) 
及 附 在 z 处 的 mn 一 1 个 向 量 &1,… ,é&%_1 €E TDz, 那么 以 V(x),&1,… ,én-1 为 校 构 
成 的 平行 多 面体 的 有 向 体积 , 由 于 它 等 于 由 这 ”个 向 量 的 坐标 构成 的 矩阵 的 行列 式 ， 
显然 是 变 元 &1,… ,én_1 的 (mn 一 1 一 形式 . 


当 n ==3 时 , 形式 wz 即 是 通常 的 同 量 混合 积 (V (zx), &1,é&2)， 当 给 定 了 其 中 的 问 
量 V(x) , 关于 其 余 二 变 元 , 得 到 斜 对 称 2 一 形式 wy = (V,… -). 

例如 , 设 在 区 域 D 内 有 液体 流动 , V(z) 是 在 xz 处 的 流速 向 量 , 则 量 (V(x),&1, é&2) 
是 在 单位 时 间 内 , 流 过 以 小 向 量 上 ,ez e 了 D。 为 边 的 平行 四 边 形 的 流体 体积 , 称 之 
为 液体 的 元 体积 . 选取 不 同 的 向 量 &1,é&2, 我 们 就 得 到 形状 和 空间 位 置 互 不 相同 , 而 
一 个 顶点 是 z 的 小 平行 四 边 形 . 对 于 每 个 这 样 的 小 平行 四 边 形 , 一 般 来 说 , 将 有 形 
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式 wy(z) 的 值 (V(xz),é&1,é&2). 上 面 已 指出 , 它 说 明 在 单位 时 间 内 有 和 多少 液体 流 经 给 
定 的 小 面 块 , 这 也 就 刻画 出 了 通过 所 选取 的 这 个 小 面 元 散发 了 或 流 过 了 多 少 液体 . 基 
于 这 种 原因 , 常 把 w 包 , 它 的 高 维 wy 也 一 样 称 为 区 域 D 内 向 量 场 Y 的 流 形式 . 


2. 微分 形式 的 坐标 记 法 

现在 讨论 斜 对 称 代数 形式 及 微分 形式 的 坐标 记 法 , 特别 地 , 还 将 证 明 , 任何 微分 
k 一 形式, 在 某 种 意义 下 , 是 形 如 (4) 的 一 些 标准 微分 形式 的 线性 组 合 . 

为 了 简化 记 法 , 我 们 将 ( 像 前 面 在 类 似 的 情况 下 做 过 的 那样 ) 用 上 、 下 重复 指标 
表示 关于 它们 在 所 容许 范围 内 求 和 ， 


设 工 是 及 "内 的 上 - 线性 形式 . 如 果 在 开 "” 内 固定 一 组 基 确 ei,… ,en, 则 在 这 
个 基 下 , 每 个 向 量 & € R" 都 有 坐标 表达 式 《 = &iei, 而 形式 工 的 坐标 记 法 为 


L(é1,.…: , Ek) 一 F(Eei ,Erk ©i, ) 
= L(ei,* , €in )&1 和 - (5) 


如 果 已 知 ai 一 工 (ei ,eix) 是 在 怎样 的 基底 下 得 到 的 , 那么 它们 就 完全 
刻画 出 了 形式 L. 这 些 数 关于 它们 的 指标 是 对 称 的 或 者 斜 对 称 的 , 显然 , 当 且 仅 当 形 
式 工 具有 同 种 对 称 性 . 

当 工 为 斜 对 称 形 式 时 , 坐标 表示 (5) 可 有 某 种 变通 . 为 了 使 得 这 种 变通 表现 的 
更 明显 更 自然 , 我 们 先 观 察 区 为 月 3 中 的 2- 形式 这 种 特殊 情况 下 的 (5) 式 . 这 时 ， 
对 于 向 量 6 = &j'ei,é2 = 2 eis, 其 中 力 ,i 一 1,2,3, 得 到 


L(é1,€2) = Llé1'ei,é2 ei) = Le ei)é1 é2 

= L(e1,e)éiti + L(ei, e2)éié2 + L(e1, e3)€1é2 
+L(e2,e1)éié2 + L(e2, e2)é€1€2 
+L(e2, ea)é£7é3 + Lles, e1)é1é2 
+L(esa, e2)é1é2 + L(es, e3)é162 

= L(e1,e2)(€1é€2 — £1€3) + L(e1, es)(é162 — €162) 
+L(e2, ea)(é£1é2 — €1€2) 

一 2》, L(ei,, ei,) 1 | 


1 
?1 22 
1&il<io&3 £2 52 


这 里 , 求 和 运算 按 指标 zi,i2 的 所 有 可 能 的 组 合 进行 , 但 指标 要 满足 求 和 符号 下 的 不 
等 式 . 
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类 似 地 . 在 一 般 情况 下 , 可 得 斜 对 称 形式 L 的 如 下 表示 式 : 


C1 [条 


1 可 时 时 1 | 

了 ET , Ek) = > Llei,,.… , ©iy ) : : |. (6) 
l&i < <ikn C1 ik 
2 


这 时 , 根据 公式 (2), 上 面 等 式 又 可 写成 
L(é€1,... ,&x) = >》 L(eiy:.: ,ei )T! A ANAr(é1,... ,Ek) 


1&i1 < <ik nN 
的 形式 . 
因此 , 任何 斜 对 称 形式 工 都 能 表 成 形 如 ra 入 … Are 的 一 形式 的 线性 组 合 


L= 9 TAA, (7) 
1 i < i Cn 

这 些 一 形式 zi 入... 人 入 7 都 是 由 了 "内 的 最 简单 的 1 一 形式 zn!,… ,ra 构成 的 外 

积 . 
今 设 在 某 区 域 D C Rn 上 给 出 了 微分 k 一 形式 w 及 某 个 曲线 坐标 系 x!)…… ,zx". 
在 每 个 点 zeE D 处 , 固定 空间 TD。s 的 一 个 基底 ei (x),… ,en(7x), 它们 是 单位 坐标 
方向 向 量 (例如 , 若 zl ,x” 是 了" 中 的 笛 卡 儿 坐 标 , 则 ei(x),:… ,en(z) 就 是 空间 
Rn” 的 标 架 从 坐标 原点 平行 移 到 x 处 得 到 的 ). 这 时 , 在 每 点 zx e D 处 , 根据 公式 (4) 

及 (6) 得 到 / 
w(T)(é1,... ,ék) = >》 w(eii (1),:* ,ei (T)) dT! A A dr™*(é1,... ,Ek) 
1&ii<<ik 人 Sn 

或 

wz 一 2》, ai (LT) dT 人 .人 GZ， (8) 


于 是 任何 微分 k 一 形式 是 简单 一 形式 dza 入 …Adze 的 线性 组 合 , 而 后 者 是 
由 坐标 的 微分 构成 的 . 其 实 , “微分 形式 ”的 称谓 正 是 由 此 得 到 的 . 
线性 组 合 (8) 的 系数 ai....i.(7z), 一 般 说 与 点 zx 有 关 , 亦 即 它们 是 一 些 消 数 , 这 些 
函数 的 定义 域 就 是 给 定形 式 wk 的 区 域 . 
特别 地 , 我 们 早已 知道 微分 分 解 式 
df {zx) = 5 三 (zjdzl 十 … 十 SF (vde", (9) 
而 由 等 式 


(F(z), é) 一 (FE (zjeii (7), €"? ei, (7)) 
= (ei (2), ei (TN F(T)E? = giio(T) PF" (TE 
= giriz(T) PF"! (7)dr"?(é), 
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看 到 , 分 解 式 
wF(Z) = (F(z),.) = (gii(T) PF" (zx))dr’ = ai(z)dr’ | 


也 成 立 , 它 在 笛 卡 儿 坐 标 系 内 显得 特别 简单 : 
wh (7) = (F(z),) = 2 F(z)de 
2 一 


再 者 , 在 R3 内 有 等 式 


VI(Z) V*(x) V (7Z) 
wo(r)(é1é2)=| dd 和 6 
引 总 区 
ef 6 8 ti éi 
=V +V? +V° , 
Vogl Wagl' "las 


由 此 推 知 ， | 
we (x) 一 Yli(z)dz A dr” + V2(z)dr3 Adzr! + V3(z)dz! Adz’ 


类 似 地 , 将 n 阶 行列 式 按 行 展 开 , 就 得 到 wy ”的 如 下 的 展开 去 


wo lr) = > (DVi(s)dr A Adr A Adr", 


这 里 , 微分 上 的 记号 一 , 表示 在 这 一 项 中 应 把 该 微分 舍 去 . 
3. 外 微分 形式 
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(11) 


(12) 


(13) 


到 现在 为 止 对 微分 形式 的 讨论 , 实质 上 还 只 是 在 它 的 定义 域 的 每 个 点 上 , 单个 
地 进行 的 , 从 而 有 纯 代 数 特征 . 微分 形式 在 分 析 里 特有 的 运算 , 是 它们 的 (外 ) 微分 


运算 . 


我 们 今后 将 约定 , 把 在 区 域 D c R" 内 定义 的 函数 f : D 一 民 看 做 是 D 内 的 堆 


次 微分 形式 . 


定义 2 设 f 是 可 微 函数 , 则 称 它 的 普通 微分 df 为 0- 形式 f 的 (外) 微分 . 


若 在 区 域 D Cc R" 内 给 出 的 微分 p- 形式 (p > 1) 
w(T) = Qi..iy (z)dzia 入 …: Adze 
的 系数 wii (z) 可 微 , 则 它 的 (外) 微分 形式 定义 作 


dw{(7¥) := daii..i, 人 dri! AN...Adz'r. 
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利用 函数 微分 的 分 解 式 (9) 借助 从 (1) 式 得 出 的 1- 形式 的 外 积 的 分 配 性 , 就 推 

得 
a 1 
— ?rz)dr 人 dz 入 .人 dz 


dutz) = 


_o ,6 zjdz Adz A...Adz'?, 


因此 , p 一 形式 (p > 0) 的 外 微分 是 p 二 1 次 形式 . 

我 们 将 发 现 , 现在 也 能 理解 上 面 给 出 的 区 域 D Cc R” 内 微分 p 一 形式 的 定义 1 
过 分 一 般 化 了 , 因为 对 应 区 域 D 的 各 点 的 形式 w(z), 彼此 一 点 关系 也 没有 . 实际 上 
在 分 析 中 用 到 的 形式 , 其 坐标 表达 式 中 的 系数 ai;.…i, (7x) 是 在 D 内 足够 正则 的 函数 
(特别 是 那些 所 有 系数 都 是 无 穷 次 可 微 的 ). 区 域 D c R" 内 形式 w 的 各 系数 的 最 低 
光滑 次 数 , 叫做 w 的 光滑 次 数 . 具有 C”(D, 民 ) 类 系数 的 p > 0 次 形式 全 体 组 成 的 
集 , 经 常用 记号 Vp(, 玉 ) 或 2 表示 . 

这 样 , 我 们 所 定义 的 形式 的 微分 运算 , 是 从 2? 到 02p+1 的 一 个 映射 4 : 822? 一 
122+1. 


现在 讨论 几 个 以 后 要 用 到 的 具体 例子 
例 9 设 0- 形式 w= flzyz) 是 定义 在 区 域 Dc RR 内 的 可 微 函 数 , 则 得 


例 10 设 
w(x,y) = P{(7, Ydr + Q(x, ydy 
是 具有 坐标 (zx,2y) 的 空间 R2 中 区 域内 的 微分 1- 形式 , P,Q 为 D 内 的 可 微 函 数 . 由 
定义 2 得 到 


dw(x,y) = dPAdzr+adYAdy 


OP oP DG DG 
=- ( 赤 d 十 Dy) A 人 az 十 对 az 十 By gy Ady 


-2 9 


一 (9 - 到) (Zz, Wor A oy. 


w= Pdz + @dy + Rdz 
是 区 域 D Cc Ra 上 的 1- 形式 , 则 


P 
dw = ( 倾 -名 jwrw+t( 竹 -性 )42^we+( 字 -~- 神 ) dx A dy. 
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例 12 计算 2 形式 
w= Pdy A dz + Qdz Adz+ Rdzr Ady 


的 微分 , 这 里 PQ, R 都 是 区 域 D c Ra 内 的 可 微 函数 . 得 到 


0 
dw = (E+ + dx A dy A dz. 
若 (zl,z2,z3) 是 哆 氏 空 间 了 3 内 的 第 卡 儿 坐 标 , 而 z 一 zz 一 F(X) = 
(Fl, FF?2, FS)(r),T VV = (Vi ,VV )(7) 是 区 域 D Cc R™ 内 的 光 背 数量 场 与 光 背 
向 量 场 , 在 讨论 它们 的 时 候 (特别 是 在 物理 问题 中 ) 常 要 相应 地 讨论 问 量 场 


_ {290f 20f of / 
gradf = (让 Ba 2) 数量 场 f 的 实 度 (14) 
oF» OOF? OOF! OFs OF* BF: 
rotP = (Fs ~ Ds Pes ~ Dr Dr ~ De ) (15) 
以 及 数量 场 
OV! BVv* DY 
dirV = BT 十 Br 十 一 一 二 B73 (16) 


关于 数量 场 的 梯度 , 前 面 已 经 讨论 过 和 
容 , 而 只 关心 场 论 里 的 这 些 经 典 算 子 与 微分 形式 的 运算 之 间 的 关系 
在 有 向 欧 氏 空间 Ra 内 , 向 量 场 与 1_ 形式 及 2_ 形式 间 存在 一 一 对 应 


Fe wp= (EF,),V on wy(V,.,.). 


还 应 注意 , 在 区 域 Dc 了 Rs 内 , 任意 的 3- 形式 都 有 pf(zl,z2,z3)dzl 人 dx? 人 dx’ 
的 形式 . 考虑 到 这 一 点 , 就 能 引进 gradf,rotF, divV 的 如 下 定义 : 


fo (=) do (= 4d) = ws m9 := gradf (14’) 
Fi wp dF =w 一 7 := rotF (15”) 
V 一 wy oo dwt = wo mp := divV (16 ) 


例 9,11,12 说 明 , 当时 , 在 笛 卡 儿 坐 标 下 我 们 就 得 到 了 上 面 所 列 的 gradj rotF,， 
divy 的 表示 式 (14),(15),(16). 因此 , 场 论 里 所 出 现 的 运算 能 看 成 是 外 形式 微分 运算 
的 具体 表现 , 而 对 任意 次 的 形式 这 种 运算 都 一 样 地 能 施行 . 有 关 梯 度 , 旋 度 及 散 度 的 
详情 , 将 在 第 14 章 里 说 明 . 
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4. 在 映射 下 , 问 量 的 转移 与 形式 的 转移 


我 们 看 一 看 , 在 区 域 的 映射 下 , 函数 ( 零 形式 ) 发 生 怎样 的 变化 . 
设 oo:U 一 V 是 区 域 Uc R™ 到 区 域 Y C R" 的 映射 . 在 映射 op 的 作用 下 , 每 
点 teEU 变 到 V 内 确定 的 一 点 xz = p(t). 
若 在 V 上 给 出 了 函数 f, 则 借助 区 域 UV 上 的 任何 映射 p : UV, 由 f 自然 产 
生出 一 个 由 等 式 : 
(po 1)(t) := fp(t)) 


确定 的 函数 p* 了 , 亦 即 , 为 要 求 出 gp*f 在 点 te UV 的 值 , 应 把 t 变 为 点 2 = p(t) EV， 
再 计算 函数 f 在 xz 的 值 . 

因此 , 如 果 上 映射 p :UV 一 V 把 区 域 Z 的 点 变 成 区 域 Y 的 点 , 那么 , 这 样 一 个 运 
算 (对 应 ) f 一 p* 了 ,就 把 在 V 上 定义 的 函数 的 集合 , 映 入 在 U 上 定义 的 钞 数 的 集 
合 (这 个 映射 涉及 U,V 的 方向 恰 与 p 相反). 

换 甸 话说, 我们 已 证 明了 ,对 于 映射 p : UV 一 V， 自 然 地 产生 了 映射 p* : 
02°(V) 一 2°(U0), 它 把 在 V 上 定义 的 零 形 式 , 变 成 在 U 上 定义 的 零 形 式 . 

现在 讨论 任意 次 形式 的 转移 的 一 般 情形 . 

设 w:U 一 V 是 区 域 Uc Rm 到 区 域 V Cc Ra 内 的 光滑 映射 ,yp'(t) : TU 一 
7 了 -oo 是 9 的 切 映射 , 又 设 w 是 区 域 了 上 的 一 个 p 一 形式 . 这 时 , 我 们 取 区 域 U 
上 的 p 一 形式 yp*w 与 形式 w 对 应 , 它 在 后 teU 处 在 同 量 组 到 ,…. ,Tp €E LU 上 的 
值 由 等 式 

Pw(t (TI ,Tp) := (PP) (Pp 由 ,p(t) Tp) (17) 


确定 . 
于 是 , 对 每 个 光滑 映射 po : U 一 了, 有 映射 p* : Qz(V) 一 8?(D) 与 之 对 应 , 它 把 
V 上 定义 的 形式 变 成 在 区 域 U 上 定义 的 形式 . 由 (17) 式 显 然 推 知 


p* (+) = p(w) + p(w), 8) 
p” (Mw) = Ap*w,AER. (19) 
注意 到 映射 p :U 一 VV 与:V 一 W 的 复合 映射 的 微分 的 规律 (yog)' = Woy 
从 (17) 式 又 能 推出 
(Wop) = po (20) 


(映射 + : 2?(W) 一 Qn(V), p* : 12(V) 一 2?(U) 按 相反 次 序 , 即 先 y* 后 yp* 的 
复合 ). 
现在 考察 怎样 具体 实现 形式 的 转移 . 
* 译 者 注 . 在 微分 几何 中 , 通常 称 p* 为 p 的 拉 回 (pull Back) 映射 
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例 13 在 区 域 V CR" 内 取 2- 形式 w = dri 人 A 人 dz?. 设 z= zi(tl)… ,tm),i= 
1,… ,n, 是 映射 yp 的 坐标 瑟 法 ,yp :1 一 V 是 映 区 域 UC Rm 到 Vc Rn 内 的 映射 


我 们 希望 求 出 UV 内 形式 w*w 的 坐标 表示 式 . 

取 点 teU 及 问 量 TI,T»> € TU. 它们 对 应 于 空间 了 YYz=o 人 gb 内 的 回 量 &1 一 
pre = 二 om66 的 坐标 ( 疆 年 ) (和 部) 用 ,7。 的 坐标 
《人 , TT), (7 2 ) 借助 于 雅 可 比 窍 阵 ， 由 公式 

. Br? Tt . 
#1 = 37 (OT ,6&2 = T(t 
表 出 =1,…,n (其 中 7 从 1 到 m 求 和 ). 
于 是 ， 


Pp” w(t) (Tn, T2) 一 w(p(t)) (é1, 2 ) 一 dx"! 人 dx”? (El &2) 
Or jj Or”? ja 
Bi '! 8 1 
Oz’ jy Oz”? j2 
Btir 2 5 "2 
Bri Or | 全 Ti 
Bf71 OtI2 721 72 
71;72 二 1 72 


~ Ox’ Or jo 
= 2 Fim d(T) 


j1;72 三 1 


?1 ?2 ?1 zt2 , 。 
__ > 《二 一 2 dt A dt”? (T1, 72) 


é1 &1 
é2 7 


OtIi Otj2 Bl72 Ot 
Or'! Ox”? 
= Vv OF (patn Ader(n, ms). 


人 2 
1<j1Zjr<m| OT'! Or 


1&7]i<j2m 


Otiz Oti2 
因此 , 我 们 证 明了 
# 7 让 i2\y O(T"!, 7"?) nn j2 
pr*(dza Adze)=  》， Br 1a) (dt A dt52. 


1gj1<jgm 
如 果 利用 形式 转移 运算 的 性 质 (18),(19)@, 并 将 上 例 使 用 的 推导 过 程 用 于 一 般 


@ 如 果 逐 点 利用 (19) 式 , 就 得 到 
Po (atz)jw) = a( pt) Pp w. 
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情形 , 就 得 到 下 面 的 等 式 


0 >》 Qi (zjdz2 入 .人 dz 
1&il< <ip&n 


DZ ,TP) ，， 
一 >», Qii..is (T(t)) ， Ot pr) dE 人 入 :... A 信人 dt?. (21) 
1&ii<<iy gn : ; 
l&ji< <IpEm 


注意 , 如 果 在 记号 p* 后 面 的 括号 里 , 形式 地 作 替 换 z = z(t), 将 微分 dzx1,.…， 
dx” 用 微分 dti,… ,dt™ 表 出 , 并 用 外 积 的 性 质 将 得 到 的 式 子 化 简 , 那么 , 正好 得 到 
(21) 式 的 右 端 
实际 上 , 对 于 每 组 固定 指标 加, …… ,i，， 


Ci (x)dr’! 人.…… 人 dx'? 


一 Qi (入 ai ) 人 .人 ( 玉 ai ) 

Dz2a Oz’'r 
= Qii..ip (T t)) srr “i 
一 >», Qi .i (2(O)) Ea A...A die. 


tI1 ... tip 
1<j1< jpgm ( br) 


db A... A dt’r 


对 所 有 序 组 1 < i < .… < 记 和 mu 将 这 些 等 式 求 和 , 就 得 到 (21) 式 的 右 端 
这 样 , 我 们 证 明了 以 下 的 在 计算 技巧 上 很 重要 的 关系 


命题 车 在 区 域 VC 慌 "” 内 给 定 了 微分 形式 w, 而 :If 一 了 是 区 域 DC Rnm 
到 VC 民 "* 内 的 光滑 映射 , 则 形式 p*w 的 坐标 表示 , 可 以 从 形式 w 的 坐标 表示 


> Qi ip (zjdzea 入 … :Adze 


l&i1 < <ipn 
直接 经 变量 替换 工 = p(t) (并 利用 外 积 的 性 质 ) 得 到 . 
例 14 特别 地 , 当 mm =n =p 时 , (21) 式 化 作 


p*(dr' A...Adr")= detp’(t)dt* 和 A...Adt". (22) 


这 表示 , 如 果 把 重 积分 号 下 的 ftz)jdzl….dzn 改 成 flz)dzl 入:…… 入 dz", 则 当 微 
分 同 胚 保定 向 ( 即 detyp'(t) > 0) 时 , 重 积 分 里 的 变量 替换 公式 


| f(z)dz = | f (p(t))detp (tdt 
V=p(U) U 
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能 用 形式 的 替换 z = y(t) 目 动 地 得 到 . 类 似 于 一 维 的 情况 , 可 赋予 它 下 面 的 形式 : 


ho, 和 he 3 


作为 结尾 , 我 们 指出 , 设 区 域 UCR"m,VcR*p:U VV 将 U 映 入 V 内 .车 
在 V 内 取得 形式 w 的 次 数 p 大 于 U 的 维 数 m, 那么 , 与 w 对 应 的 U 内 的 形式 wo*w 
显然 为 零 . 因此 ,一般 地 说 , 映射 p* : 2?(V) 一 2?(D0) 不 必 是 内 射 . 

男 一 方面 , 如 果 yp :7 一 V 有 光滑 道上 映射 pg-! :VV 一 U, 则 由 关系 式 (20) 与 等 
却 p7iop=erpoyp 1 二 ev 得 到 yp*o(p 1)*=eb,(p og*=eV; 义 因 ev 与 
ey 分 别 是 2?(U) 与 2?(V) 内 的 恒 等 映射 , 所 以 , 映射 p* : 8?(V) 一 2?(U), (p11)*: 
f2?7(U) 一 2?(V) 正 是 我 们 所 期 望 的 , 是 互 逆 上 映射. 即 此 时 yp* 是 双 射 . 

最 后 注意 , 除了 .上面 指 出 的 性 质 (18) 一 (20) 外 , 还 可 验证 , 将 形式 上 映 为 形式 的 映 
射 2*, 还 满足 关系 

P (dw) = dp w). (24) 


特别 地 , 这 个 具有 根本 意义 的 重要 等 式 说 明 , 我 们 用 坐标 形式 定义 的 微分 形式 的 微 
分 运算 , 实际 上 , 与 我 们 在 什么 坐标 系 中 写 出 微分 形式 w 是 无 关 的 . 第 15 章 还 将 详 
细 地 讨论 这 个 问题 


5， 曲面 上 的 形式 


定义 3 设 ScCR" 是 光滑 曲面 . 如 果 在 每 点 ze 5 处 , 在 曲面 9 的 切 疝 量 空 
间 TS, 上 定义 了 一 个 p 一 形式 w(z), 就 说 在 93 上 给 定 了 一 个 微分 p 一 形式 ww. 


例 15 如 果 光 滑 曲 面 9 位 于 区 域 D Cc Rn 内 , 在 D 内 定义 了 形式 w 那么 , 由 
于 在 每 点 x 处 ,TS C TD 成立, 所 以 能 够 讨论 w 在 T5,。 上 的 限制 . 于 是 在 S$ 上 产 
” 生 了 形式 wls, 自然 把 它 叫做 形式 w 在 曲面 5 上 的 限制 


我 们 知道 , 用 参数 形式 可 局 部 地 或 整体 地 给 定 曲 面 . 设 p:U 一 5=w(UV)cD 
是 区 域 D 内 的 参数 化 光滑 曲面 , 而 w 是 D 内 的 形式 . 这 时 , 可 把 形式 w 转移 到 参 
数 域 7 内 , 并 根据 上 面 建立 的 算法 将 p*w 写成 坐标 形式 : 显然 这 时 在 UV 内 得 到 的 
形式 po*w 与 形式 wo* (ws) 一 致 . 

注意 , 一 旦 yg'(t) : TU 一 了 TS。 在 每 点 te T 处 都 是 TI 到 TS, 上 的 同 构 , 就 能 
把 形式 从 5 转移 到 UU 上 , 又 能 从 U 转移 到 5S 上 , 所 以 , 正 像 曲 面 本 喘 通 沼 是 局 部 地 
或 整体 地 用 参量 表 出 , 曲面 上 的 形式 , 归根 结 底 是 在 局 部 图 的 参 变 域 上 给 出 的 . 


例 16 设 wa 是 例 8 内 讨论 的 流 形式 , 它 是 由 定向 欧 氏 空间 R3 的 区 域 D 内 
流速 向 量 场 V 产生 的 . 车 5 是 D 内 的 定向 光滑 曲面 , 则 能 讨论 形式 wz 在 S$ 上 的 
限制 . 这 时 , 所 得 的 形式 w2,|s 刻画 了 通过 5 的 每 个 曲面 元 素 的 流量 . 
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设 %:T 一 3 是 曲面 3 的 局 部 图 , 则 在 形式 wz 的 坐标 表示 式 (12) 中 做 变量 替 
换 z= p(t), 就 将 得 到 定义 在 正方 形 1 上 的 形式 pr 和 = p* (whls) 在 曲面 给 定 的 局 
部 坐标 内 的 坐标 表示 . 

例 17 设 wt 是 例 7 中 所 讨论 的 功 形式 , 它 是 由 作用 在 欧 氏 空间 的 区 域 D 内 
的 力 场 F 产生 的 . 设 :7 一 2(OD CDD 是 光滑 路 径 (y 不 必 是 同 胚 ). 这 时 , 根据 区 
间 I 上 形式 的 限制 与 转移 的 一 般 原 理 , 产生 了 线段 了 上 的 形式 or*wk, 它 的 坐标 表示 
a(t)dt, 可 从 形式 wi 的 坐标 表示 (11), 经 变量 替换 z = y(t) 得 到 . 


练 ” 习 
1. 计算 下 面 的 及 "内 的 微分 形式 w 在 给 定 的 向量 组 上 的 值 . 
a) w 二 x?dzl! 在 向 量 & = (12,3) € TRis2z1) 上 的 值 . 
bj) w = dzl 人 dx? +zldz2 A dx“ 在 向 量 序 对 &1,€2 € TR(i .00.0 上 的 值 . 其 中 £1 = 
(—1,0,1,1),é2 = (0,—1,0,1). 
cj w=df, 这 里 f= 二 x! 十 2 十 … 十 nz", 在 6=(1, 一 1,…,( 一 1)” ) ET 了 GD 的 
值 . 
2. a) 验证 : 如 果 指 标 订 1,… ,ix 不 是 各 不 相同 , 则 形式 dz 人 …… 入 dz 恒 等 于 零 . 
b) 说 明 为 什么 在 n 维 向 量 空间 上 , 没有 p > n 次 非 零 的 斜 对 称 形式 . 
c) 化 简 以 下 形式 . 


9dr! Adr3 A dr + 3dr* Ndzr! Adx? ~ dx? AdzA 和 dz 
d) 脱 括号 , 并 合并 同类 项 
(zldz2 + zdr') A (zsdr! 人 dz + 7x dr 人 dx? 二 zidz2 A\ dz ). 


e) 将 形式 df 人 dg 写成 dzia 人 dz”?,1 < < io。 < 3 的 组 合 , 其 中 f = ln(1 ++|z|),g = 
sin |zl,z = (z , x”, rT ). 


f) 验证 在 及 ”内 
ft Ad (os) = det (BS ) (zjdzl 和... 人 dzr” 
加 Oxi ! 


g) 进行 全 部 计算 以 证 明 当 1 < kg<n 时 


of .of 
OTil Oz'k 
df A...A\df* = : [dz :A 人...Adzr™*. 
l&t1 < of* ofr 
Bril ONMik 


3.， a) 证 明 偶 次 形式 a 与 任何 次 形式 可 交换 , 即 a 和信 B = 6Aa 
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b) 设 w=》 dpi 人 dg 且 w? 二 w 人 … 信 w (n 次 ). 验证 
t= 二 1 


w= nildp Ad A:..A 人 dpn NA\dg" 
= (~—1) ~ sn A :人 dp Adqg 入 .和 人 人 do， 
并 求 w 的 微分 . 
b) 验证 , 对 于 任何 函数 fe C”(D, 民 ), 必 有 d*f 了 三 0, 其 中 qd? = dod, 而 ad 为 外 微分 算 子 . 
c) 证 明 , 若 形式 w = ai (zjdz2a 人 入.… 人 dx”* 的 系数 ui 属于 C*(D, 有 R), 则 在 区 域 
万 内 dv 三 0. 


d) 在 形式 UY 的 定义 域内 , 求 它 的 外 微分 ， 


. 如果 把 重 积分 号 下 的 乘积 dzl .… dzn 理解 为 形式 dzi 入 .… A dzn, 则 根据 例 14 之 结果 , 可 
以 形式 地 得 出 在 重 积分 内 做 变量 替换 后 的 积分 号 下 的 表达 式 . 试 据 此 介绍 的 方法 , 做 从 笛 卡 
儿 坐 标 到 以 下 各 种 坐标 的 变换 : 
a) 到” 内 的 极 坐 标 ; 
b) 民 ” 内 的 柱 坐 标 ; 
c) 及 ”内 的 球 坐 标 . 
. 求 以 下 各 形式 的 限制 : 
a) dz: 在 超 平面 x* = 1 上 的 限制 . 
b) dz A dy 在 曲线 z = z( 昌 ,yy = y(t),a <t<b 上 的 限制 . 
c) dz 人 dy 在 由 x 二 c 定义 的 RR” 的 平面 上 的 限制 . 
dj dy 人 dz 十 dz 人 dz 十 dz 和信 dy 在 RR” 的 标准 单位 方 体 的 边界 上 的 限制 . 
e) wi 二 dz! 人 .dri-!1 人 dzi 和信 dzit! 人... 人 dz” 在 下" 的 标准 单位 方 体 的 界面 上 的 限 
制 , 这 里 位 于 微分 dz* 上 的 记号 一 , 表示 从 记 写 的 乘积 中 删 去 dr 
. 在 R3 的 球面 坐标 下 , 表 出 以 下 各 形式 在 以 原点 为 中 心 、 己 为 半径 的 球面 上 的 限制 : 
a) dz. 
b) dy. 
cj) dy A dz. 
.有 贞 射 6 : RR? 一 RR? 由 (uv 一 > (wv,1) = (x,y) 给 出 . 试 求 : 
a) Pp’ (dx). 
b) 2 (dy). 
Cc) p(ydz). 
， 验 证: 外 微分 d:; 2?(D) 一 fp+i(D) 具有 以 下 性 质 : 
a) d{(wi + w2) = di + diw2. 
bj d(wi 人 wz2) 二 dui 和 ua 十 (-Toegeluwul 和 人 da 其 中 degwi 是 形式 的 次 数 . 
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cj) Vw € 12?,d(dw) = 0. 


d) vf € f°,df = > 4 


试 证 , 具有 性 质 a),b),c),d) 的 映射 4 : 27(D) 一 2?T (D) 是 唯一 的 . 
10. 验证 , 与 映射 p : U 一 V 对 应 的 映射 p* : PP(V) 一 2?(U), 具有 以 下 性 质 : 
aj ~(wl 十 wo2) 三 PP wl 十 9 w2. 


dr'. 


bj vwiAw2) = Vw 人 mw wz2. 
cj do ww = 9 dw. 
d) 若 又 有 映射 罗 :Y 一 W, 则 (Wow)* = 9* ow. 
11. 试 证 , 光滑 的 维 曲面 可 定向 , 当 且 仅 当 在 它 上 边 存 在 无 处 退化 的 一 形式 . 


第 十 三 草 ”曲线 积分 与 曲面 积分 


§1 微分 形式 的 积 


1. 原始 问题 , 局 发 性 想法 , 例子 
a, 场 做 的 功 


设 G 为 欧 氏 空间 R* 中 的 区 域 . F(z) 是 在 G 内 作用 的 力 的 连续 向 量 场 . 场 内 
试验 质点 的 位 移 与 所 做 的 功 有 关 . 我 们 来 计算 , 当 单 位 试验 质点 沿 着 已 知 的 轨道 , 准 
确 地 说 , 沿 痢 光滑 路 径 Y :了 一 Y(1) Cc G 移动 时 , 场所 做 的 功 . 

我 们 曾 在 讨论 定 积分 的 应 用 时 , 涉及 过 这 一 问题 , 所 以 在 这 里 我 们 只 是 回想 一 
下 问题 的 解法 , 指出 某 些 典型 的 和 在 后 面 有 用 的 构成 要 素 . 

我 们 知道 , 在 定常 场 玉 中 移动 一 个 向 量 & 所 
做 的 功 为 (Fé). 

设 tr 一 z(t) 是 定义 在 财 区 间 了 = {t € Rla < 
t < b} 上 的 光 消 映射 y :了 一 G. 

取 闭 区 间 [a,4] 的 足够 细 的 分 法 . 这 时 , 在 该 分 
法 的 每 个 小 区 间 I = {te Ilti_1 区 tt} 上 , 以 更 
高 阶 无 穷 小 精度 成 立 等 式 


z(t) 一 T(ti) > Tt;)(t 一 ti). 


从 所 到 区 1 的 平移 同 量 到 = ti 一刀 (图 83) 对 图 83 
应 着 空间 R" 中 从 点 x(ti) 出 发 的 平移 向 量 Ax; = 
zi+1 一 2i) 不 计 指 出 的 误差 , 可 认为 此 同 量 与 轨道 在 点 x(ti) 处 的 切 问 量 &; = z(t;)At; 


- 192 ， 第 十 三 章 曲线 积分 与 曲面 积分 


一 致 . 由 场 F(x) 的 连续 性 , 可 以 认为 它 是 局 部 和 常 癌 量 , 因此 与 (时 间 的 ) 间隔 I 相 
对 应 的 功 A4; 能 够 按 下 式 
A4i ~ (F(z;), €i) 


或 
AAi ~ (F(z(&i)), (ti)Ati) 


计算 , 而 相对 误差 很 小 -* 
这 就 是 说 
A= SAAS SAF), z(t) At 
由 此 , 令 线段 了 的 分 法 无 限 地 加 细 而 取 极限 , 就 得 到 
4= { (F(a(0),2(0)dt : (1) 


如 果 把 式 子 (F(x(t)),(t))dt 改写 成 (F(z), dz) 的 形式 , 则 当 R" 内 的 坐标 是 包 
卡 儿 坐标 时 , 这 式 子 就 能 写成 


Fdz 十 十 天 "dz 
的 形式 ; 此 后 , 公式 (1) 就 能 与 成 
A= | Fidrt + .+ "de" : (2) 
或 写成 : 
A= / WwW. : (27) 
公式 (1) 给 出 了 (2) 和 (2) 中 功 的 1- 形式 沿路 径 7 的 积分 的 确切 含义 . 


例 1 考察 力 场 FF = ( ) 它 的 定义 域 是 除 坐 标 原点 之 外 的 
整个 平面 R2. 给 定 曲线 


好 L 
Z2 十 V2 7Z2 十 ?1? 


yy:r=cost,y= sint,0 «+t < 27, 
及 
yo :T=2+cost,y= sint,0 < +t < 27. 


计算 此 场 沿 曲线 Y1 及 “2 所 做 的 功 . 
* 译 者 注 . 该 近似 等 式 的 误差 应 是 比 t+1 一 去 | 高 阶 的 无 穷 小 量 . 
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根据 公式 (1),(2),(2), 得 


/ =/ - det 
Wr 二 
“Y1 了 1 -+ Z< 十 2 


27 
t: t t. t 
=/ (- sint.: {— sint) cost. cos ) t=2r 
0 


cos2t 十 sin2t cos2t+ sin<t 


2 
所 sint(— sint)+ (2+ cost) cost 
0 (2 + cost)2 十 sin2 


广 1 十 2cost 
0 rAdcostdt 


= 1 十 2cost + 1 十 2cos(2r 一 了 1) 


at 


/全 =- / —ydz + xdy 
~ ~ 7 


| 


Bidcost® 5 二 4cos(27— 4) 
1 十 2cost 1 二 2cosU ， 
-人 FH 4cot dt 人 B+ dcou 
例 2 设 7 为 点 (7,y,z) € RR 的 径 向 量 , 而 7 = |r|, 设 在 及 3 除 坐 标 原 扣 外 , 处 处 


给 出 形 如 下 = f(r)r 的 力 场 . 这 是 所 谓 的 中 心 场 . 今 求 场 下 沿路 径 y:|0,1] 一 有 NO 
所 做 的 功 . 利用 (2) 式 得 


/7 (zdz + ydy + zdz) = ;3 | fd +y 十 2 <) 
-了 ye) dr @ =3 /Vi Yautd 


=3/, VE) = tron) 


我 们 看 到 , 这 里 记 xz2(t) 二 (十 22) =72(8),72() = u(t), ro = 7(0),71 = 7(1). 
这 样 , 在 任何 中 心 场 内 , 沿路 径 7 所 做 的 功 , 只 与 从 场 的 中 心 O 到 路 径 的 始 反 


及 终点 的 距离 ro,rl 有 大. 
特别 地 , 对 于 位 于 坐标 原点 的 单位 质点 所 产生 的 重力 场 与 得 到 


1 /1 1 1 
sm) =35], Ld 


b. 通过 曲面 的 流量 
设 在 定向 欧 氏 空间 R3 内 的 区 域 G 中 有 稳定 液 (或 气 ) 流 , 而 z 一 Y(z) 是 该 
流动 在 区 域 G 中 的 速度 场 . 此 外 , 在 G 中 取 光 滑 定向 曲面 S. 为 确定 起 见 , 我 们 认 
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为 5S 的 定向 由 法 回 量 场 给 出 . 要 求 确定 通过 曲面 S 的 液体 (体积 ) 流量 , 更 准确 地 
说 , 就 是 要 求 在 单位 时 间 内 , 有 多 大 体积 的 液体 通过 曲面 9 流 疝 曲面 的 法 问 量 场 指 
回 的 一 方 . 
为 了 解决 这 一 问题 , 注意 , 如 果 流 速 场 是 常 场 且 等 于 V, 则 在 单位 时 间 内 , 通过 
由 一 对 问 量 &] ,ts 张 成 的 平行 四 边 形 元 的 流量 , 等 于 由 向量 V,&1,é&s 构成 的 平行 六 
面体 的 体积 . 若 7 是 的 法 向 晤 , 而 液体 通过 流向 7 指 同 的 方 同 , 则 当 7 与 标 
架 上 ,ea 给 出 与 了 同样 的 定向 时 ( 即 当 w,&1,&2 是 R3 中 的 定向 标 架 时 ), 此 体积 等 
于 混合 积 (V', &1,€2). 而 如 果 此 标 架 上 ,ta 在 了 上 的 定向 与 法 向 量 9 反问 时 , 则 按 
法 同 量 ” 指 网 的 流量 等 于 -(V,éi,&2). 
现在 回 到 最 初 提 的 问题 . 为 简单 起 
见 , 假定 整个 曲面 5 能 够 光 请 地 参数 
化 :gp :一 S$ CG, 这 里 了 是 平面 RR? 
的 二 维 区 间 . 将 了 工分 成 许多 小 区 间 五 ， 
它们 由 沿 坐 标 轴 方 同 的 位 移 问 量 7 , 7 
张 成 (图 84)， 每 个 这 样 的 小 区 间 的 像 
p( 五 ) 可 用 & = (me = 9'(t2)72 
张 成 的 平行 四 边 形 近似 . 假定 V(x) 在 
曲面 片 yp(1;) 的 范围 内 变动 很 小 , 从 而 
可 用 这 个 平行 四 边 形 代替 yp(1;), 可 以 
认为 通过 曲面 片 py(I;) 的 流量 AFi 与 
以 常 速 通过 由 风 量 &1,&2 张 成 的 平行 
四 边 形 的 流量 是 一 样 的 ; 这 样 做 时 , 二 84 
者 的 相对 误差 是 很 小 的 . 如 果 在 5 上 
给 出 的 标 架 &1,é2 的 定向 与 9 同方 向 , 得 


AF:; ~ (V (zi), &€1, €2). 
将 这 些 元 流量 求 和 , 就 得 到 
F = 2_AF ~ 2_ Vv (zi) (1,€2), 


这 里 w2,(z) = (V(z),….) ( 见 第 12 章 45 例 8) 是 流量 2- 形式 . 如 果 ( 取 区 间 工 的 越 
来 越 细 的 分 法 P) 取 极 限 , 那么 , 自然 认为 


A 人 (3) 
最 后 这 个 记号 是 2_ 形式 w2, 沿 定向 曲面 5 的 积分 
“参看 前 一 个 译 者 注 . 
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利用 形式 wy 在 香 卡 儿 坐 标 中 的 坐标 表示 (参看 第 12 章 85 公式 (12)), 我 们 能 把 
下 写成 


F = | Vidz2 入 dz + Vdr 和 Adz + Vidzr! Adx’. (4) 
S 


我 们 只 是 讨论 了 解决 所 提问 题 一 般 原理 . 实在 说 , 我 们 只 是 给 出 了 流量 下 的 精 
确定 义 (3), 并 引入 了 一 些 表示 式 (3),(4), 但 暂时 还 没 得 到 类 似 于 功 的 公式 (1) 那样 
的 有 效 计 算 公 式 . 

注意 , 公式 (1) 是 把 表达 式 (2) 中 的 z1,… ,zx", 换 成 给 定 路 径 7 的 函数 (x1,:…， 
z7)(t) = z(t) 而 得 来 的 . 我 们 记得 (参看 第 12 章 85), 这 种 替换 解释 为 把 在 G 内 给 
出 的 形式 wb 变 成 线段 工 = [a,9| 上 的 形式 . 

完全 类 似 , 计算 流量 的 公式 也 可 用 在 (4) 式 中 直接 代入 曲面 的 参数 方程 的 方法 
得 到 . 

实际 上 ， 


wy (zi)(é1,€2) = wv (Plt) (ti)n, Pp (ti)T2) 
= (Pp*wyv) (ti) (Tn, 72) 


人 而 
2_ V(ri)(€1, 2) = >》 (Pwv) (ti) (nr). 


形式 p*w2, 定义 在 二 维 区 间 TC R? 上 . 在 了 中 , 任何 2 形式 具 有 f(t)dt* dt? 
的 形式 , 这 里 f 是 7 上 依赖 于 形式 的 函数 , 所 以 


pr*wtz (ti)(T1, T2) = f(ti)dt! A dt*(T1, 7T2). 
但 dt! A dt*(T1, T2) 一 Ti ， TZ 是 正 交 同 量 1 ,72 所 张 成 的 矩形 1; 的 面积 . 因此 ， 
S f(ti)dtt Adt? (n,m) = > Ft). 


当 越 分 越 细 , 取 极 限 , 得 到 
| f(t)dt! Adt” = | f(t)dt'at”, (5) 
i 1 


由 (3) 式 知 , (5) 式 左 边 是 2 一 形式 w? = f(t)dt! 人 dt? 沿 最 简 定 向 曲面 了 的 积分 , 而 
右 端 是 函数 f 在 矩形 1 上 的 积分 . 

还 要 记 住 , 由 形式 wz. 的 坐标 式 直接 做 变量 替换 z = y(t), 就 得 到 形式 w*wy 的 
坐标 表示 fbdtl 人 dt?, 这 里 的 w: 工 一 G 是 曲面 的 图 . 
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从 (4) 式 出 发 , 施行 这 个 替换 , 就 得 到 


Bn? Or? baa gz 
Dll 8 Dll Ot 
= V "(p(t)) ,|+Vi(plt 
| ga 05: | “|8m oo 
Ot? Ot? Ot2 Ot2 
Ox! Dr 
Otl Oti 
+V* (w(t) dt! A dt 
(pt) Or! Oxr* | | 


Ot? Ot2 
最 后 这 个 积分 , 正 像 等 式 (5) 所 指出 的 那样 , 是 在 矩形 1 上 的 普通 黎 曼 积分 . 
于 是 , 我 们 求 出 


Vi(p(t)) V (g(t)) V* (p(t)) 


Op! Op Op’ ， 
p=- /| Gt) rt) Br jdtae, 四 
ap Op op 


的 FH) Fl 


这 里 z = g(t) = (yp1, p2,p3)( 纪 , 友 ) 是 曲面 5 的 图 , 给 它 的 定向 就 是 5 的 法 癌 量 场 指 
示 的 定向 . 如 果 图 yp :I 一 5 在 5 上 给 出 了 相反 的 定向 , 则 等 式 (6) 一 般 不 成 立 , 但 
从 本 段 开头 的 讨论 即 可 知道 , 那 时 , 左 、 右 两 端 只 不 过 相差 一 个 符号 . 

显然 , 公式 (6) 是 我 们 所 熟知 的 , 用 坐标 刀 , 万 表 出 的 流量 元 素 AF 3 (V(xi),&&1， 
&2) 的 和 式 极限 的 简单 准确 写法 . 

我 们 已 讨论 了 由 一 张 图 给 出 的 曲面 的 情况 , 在 一 般 情况 下 , 曲面 3 可 以 分 成 实 
质 上 不 相交 的 一 些 光滑 曲面 片 5;, 并 把 通过 5 的 流量 作为 通过 各 片 的 流量 之 和 去 求 
解 . 

例 3 设 介质 以 常 速 V = (1,0,0) 做 平移 运动 . 若 在 流体 所 在 空间 区 域内 任 取 
闭 曲面 , 则 因 介质 密度 不 变 , 所 取 闭 曲面 包围 的 体积 内 的 物质 的 量 应 当 不 变 . 这 吏 征 
说 , 介质 流 经 曲面 的 总 量 应 为 零 . 

现在 , 我 们 取 球 面 z2 十 只 +22 = R? 做 为 5, 来 检验 公式 (6). 

在 球面 $ 上 有 一 个 零 面积 的 集 , 从 而 在 我 们 讨论 的 问题 中 可 把 它 忽 略 , 并 用 参 
数 式 


T= Rcosysing,. 
y= Reoswysin oy, 
z= Rsiny 
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表示 这 个 球面 , 这 里 0 < wp < 2r, -T/2 <v < /2. 
将 这 些 式 子 和 Y = (1,0,0) 代入 (6) 后 , 得 到 


Oy 0z 
Op Owp 2 
r= | A dvay = | COS” vay | cos .Co = 0. 
[| 0Y 0z -可 0 
Ov Ov 


由 于 积分 为 零 , 所 以 无 需 考虑 沿 什么 方向 ( 即 流入 还 是 流出 ) 进行 流量 的 计算 . 

例 4 设 在 空间 Ra 内 有 运动 着 的 介质 . 它 的 速度 场 用 笛 卡 儿 坐标 表示 是 。 
V(z,y,2) = (Vi, V2, V3)(z,y, 2) = (7,y, 2). 

在 这 种 情况 下 , 试 求 通 过 球面 z? + y+ 2 = R? 而 进入 球 内 的 介质 量 

取 上 例 中 所 用 的 球面 参数 式 , 并 在 (6) 式 右 端 做 蔡 换 , 得 到 


27 7/2 
| “| 
0 一 开 / 2 
27 /2 
一 | dw / Rs cos vdy = 47R". 
0 —T/2 


现在 , 我 们 来 检查 一 下 , 用 曲线 坐标 (y,) 给 出 的 球面 的 定向 , 是 否 与 用 内 法 线 
给 出 的 定向 一 致 . 容易 断定 二 者 不 一 致 . 因此 所 求 的 流量 FF = -47nR*. 

在 这 种 情况 所 得 的 这 个 结果 容易 予以 验证 : 因为 在 球面 的 每 一 点 处 , 流速 向 量 
V 的 大 小 是 R, 而 方向 垂直 于 球面 且 向 外 , 所 以 从 内 向 外 的 流量 等 于 球面 面积 4r 鼠 : 
乘 以 R, 因而 所 要 的 沿 反 方向 的 流量 就 等 于 -4nR. 

2. 形式 沿 定向 曲面 积分 的 定义 

第 1 段 讨 论 的 问题 的 解决 , 导致 上- 形式 沿 定向 大 维 曲 面 的 积分 的 定义 . 

首先 我 们 假定 5S 是 R"* 内 的 用 一 个 标准 图 :了 一 5 给 出 的 上 & 维 曲 面 . 议 w 是 


定义 在 5S 上 的 一 个 一 形式 . 形式 w 沿 参 数 化 曲面 p :了 一 5 的 积分 用 以 下 方式 建 
YY. 


Reosyvsinp Reosysing fsiny 
—Reoswsinp Reoswy eosy 0 dy 
RsinvVcosp —Rsinysinp Rcosvy 


取 上 维 标准 区 间 TC R* 的 分 法 P, 它 由 7 在 各 个 坐标 轴 上 的 射影 (线段 ) 的 
分 法 导出 . 在 分 法 P 的 每 个 区 间 五 中 取 顶 点 二 它 的 坐标 值 最 小 , 以 及 个 向 量 
T1,… ,Tp, 它们 从 右 出 发 , 沿 坐 标 轴 指 向 五 的 与 去 相 邻 的 诸 顶点 ( 见 图 84). 我 们 
求 切 空 间 THz,=y(ti) 的 问 量 El 一 (ti)T,.. ,&k = p(ti)Tx, 计算 

w(Ti)(é€1,: ,Ek) =: (pw) ti) TL, ,Tk), 
做 出 积分 和 汇 w(zi)(&1,… ,é&k) 并 令 分 法 P 的 参数 X(P) 趋 于 零 求 极限 ， 
因此 , 我 们 采用 
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定义 1 (k- 形式 由 沿用 图 :15 给 定 的 上 维 光滑 曲面 的 积分 ). 


人 = 一 MI 2 人 ,Ek) 
lim 2 Ww) (ti) (Ti ,Tk). (7) 


A(P)—0 


车 将 此 定义 应 用 于 .TT 上 的 一 形式 f(t)dti 入 .… 人 入 dt*( 这 时 yp 是 恒 等 映射 ), 显 
然 得 到 
/ f(t)dti A...Adt* = / f(t)dti... ,dt*. (8) 


这 样 , 由 (7) 式 推出 


人 =- ro, (9) 

而 如 从 (8) 式 可 见 , 最 后 这 个 积分 , 可 化 为 与 形式 pg*w 对 应 的 , 区 间 T 上 的 函数 了 的 
普通 重 积 分 . 

我 们 从 定义 1 导出 了 重要 公式 (8) 和 (9), 但 它们 本 身 也 能 取 做 原始 定义 . 特别 

当 DD 是 R* 内 的 任意 区 域 (不 一 定 是 区 间 ) 时 , 为 了 不 再 去 重复 求 和 的 手续 , 我 们 直 

接 就 令 
| f(t)dt! A:..A dt := | bd dt (8’) 
D 万 


而 对 于 用 p : D 一 3 给 出 的 光滑 曲面 及 其 上 的 -形式 w, 令 


| / = | Pp*w. (9") 
S=p(D) D 


设 5 是 任意 的 分 片 光滑 维 曲面 ,w 是 定义 在 5 的 光滑 小 块 上 的 一 形式 , 那 
么 , 我 们 把 S 表 为 一 些 光 滑 参 数 化 曲面 的 并 集 US:, 各 5: 只 可 能 有 低 维 的 交集 , 令 


[=Eh° (10) 


如 果 没 有 具体 物理 意义 或 其 他 能 用 关系 式 (10) 式 解决 的 问题 , 这 样 的 定义 就 会 
提出 所 得 的 积分 值 与 分 解 式 U 5; 及 各 片上 选用 的 参数 表示 是 否 无 关 的 问题 . 

我 们 来 验证 所 下 定义 的 合理 性 . 

< 首先 讨论 5 是 R* 中 的 区 域 D,, 而 p : D; 一 Ds 是 域 Di C R* 到 域 D。 上 
的 微分 同 胚 这 种 最 简单 的 情况 . 在 D。 = 5 内 , k-- 形 式 w 具有 f(x)dz! 和信 … 信 dx”* 的 
形状 . 这 时 , 一 方面 由 (8) 式 有 


[sean ar dee = f Ti 
D, Ds: 
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另 一 方面 , 由 (9%), (8') 二 式 , 成 立 


/ wW -| pw -|/ f(p(t))dety’(t)dti dt 
Dr D+ DD 
但 若 在 D, 内 detw'(t) > 0, 则 据 重 积分 的 变量 替换 的 定理 , 有 等 式 


/ f(z)dr!:...dr" = / f (p(t))detp’ (tjdt! ... dt". 
Ds=p(D:) D， 


这 就 是 说 , 我 们 已 经 证 明了 , 若 在 5 = D。 上 有 同类 定向 的 坐标 zx!,… ,zx* 与 曲 
线 坐 标 刀 ,…… , 纪 , 则 积分 [,w 的 值 与 用 哪 一 组 坐标 计算 无 关 . 

我 们 注意 , 假如 曲线 坐标 世 ,… , 丰 在 5S 上 给 出 另 一 类 定向 , 即 当 detyp'(t) <0 
时 , 显然 , 最 后 这 个 等 式 的 左右 两 端 异 号 . 因此 , 只 有 在 积分 曲面 是 定向 曲面 时 , 才能 
讨论 积分 定义 的 正确 性 问题 . 

今 设 pj : Ds 一 S, pt :Di 一 9 是 同一 个 大 维 光 滑 曲 面 S$ 的 两 种 参数 表示 , 而 
w 是 5S 上 的 一 形式 . 我 们 来 比较 积分 


| vo 5 | vi (11) 
门 - Dt: 
因为 yi = pz o (psz10 pi) = pz oYy, 这 里 


p=ps oP:D = D: 


是 D, 到 D, 上 的 微分 同 胚 , 所 以 ptw = or*(oxw)( 见 第 12 章 85 等 式 (20)). 因此 , 凯 ， 
内 的 形式 p*w 能 从 形式 p*w 用 替换 z = yp(t) 得 到 . 然而 我 们 刚刚 验证 了 , 在 这 种 
情况 下 , 当 detp'(t) > 0 时 ,(11) 中 的 两 个 积分 一 样 , 而 当 detyp'(t) < 0 时 , 二 者 开 号 . 

因此 , 我 们 证 明了 , 车 pi : De 一 5, px : Dz 一 5 是 曲面 5 的 同一 定向 类 的 参数 
表示 , 则 (11) 式 内 的 两 个 积分 相等 . 这 样 , 积分 与 曲面 S$ 上 的 和 谐 曲线 坐标 选取 的 
无 关 性 得 证 . 

沿 定向 分 片 光 滑 曲 面 5S 的 积分 与 将 5S 分 解 为 U5; 时 的 分 法 的 无 关 性 , 可 由 通 
常 的 重 积分 的 可 加 性 得 到 (只 要 根据 两 种 分 法 做 出 更 细致 的 分 法 , 并 验证 在 此 分 法 
下 , 积分 的 值 与 原 有 的 每 种 分 法 下 的 积分 值 都 一 样 就行 了 ). > 

在 上 述 讨论 的 基础 上 , 现在 , 理所当然 地 形成 了 如 下 一 串 形式 化 的 定义 , 它们 对 
应 于 在 定义 1 中 所 讲 的 微分 形式 的 积分 的 结构 . 


定义 1 (形式 沿 定 向 曲面 9 C RR” 的 积分 ). 
a) 车 在 区 域 D c R* 内 给 出 了 形式 Flzjdzl 入 … A dzr*, 则 


| fder A A da = | f(s)de' .det 
D : D 
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b) 车 5cR" 是 定向 上 维 光滑 曲面 ,w : D 一 5S 是 它 的 参数 表示 , 而 由 是 9 上 


的 大 - 形式 , 则 


人 +/ “ww 
JS D 


而 且 , 当 y 的 参数 表示 与 3 的 给 定 方 同和 谐 时 取 + 号 , 否则 取 - 号 . 


c) 车 5S 是 R" 内 的 分 片 光 滑 上 维 定向 曲面 ,w 是 S 上 的 -形式 (在 9 有 切 平 


面 的 那些 点 上 有 定义 ), 则 


J 


这 里 581,… , 5m,.… 是 5 分 解 为 光滑 参数 表示 时 的 维 光滑 面 片 , 片 与 片 之 交 充 其 
量 只 能 是 较 低 维 的 分 片 光滑 曲面 


练 


1. 


特别 地 , 我 们 看 到 , 改变 曲面 的 定 问 将 导致 积分 变 号 . 


> 
a) 设 z,y 是 平面 R* 上 的 笛 卡 儿 坐 标 . 试 说 明 , 形式 


是 怎样 的 向 量 场 的 功 形式 . 

b) 试 求 a) 中 的 形式 w 沿 下 列 路 径 Yi 的 积分 :[0,7] 3 + Py (cost,sint) € R?;[0,7] 3 
t 2 (cost, 一 sint) € 及 2; 路 径 y3 由 诸 点 (1,0), (1,1), (一 1,1), (一 1,0) 依次 用 线段 连 
接 而 成 ; 路 径 y4 由 诸 点 (1,0), (1, 一 1), (一 1, 一 1), (一 1,0) 依次 用 线段 连接 而 成 


. 设 f 是 在 区 域 D C Rn” 内 定义 的 光滑 函数 ,> 为 DD 内 以 po E DD 为 始点 , pt € D 为 终点 的 


光滑 路 径 . 试 求 形式 w = df 沿路 径 7 的 积分 . 

a) 求 形式 w= dy 人 dz 十 dz 入 dx 沿 腿 ? 内 标准 单位 方 体 的 边界 的 积分 , 边界 用 外 法 向 定 问 . 

b) 指出 一 个 速度 场 , 使 得 a) 中 的 形式 w 是 它 的 流量 形式 . 

a) 设 x,y,z 是 R3 内 的 笛 卡 儿 坐标 . 试 求 速度 场 , 使 形式 
_ zdy dz+ydzMdz+zdrA dy 
(x2 十 2 十 z2)3/2 
是 它 的 流量 形式 . 

b) 求 a) 中 的 形式 沿 球面 zz 十 好 十 22 = R2 的 积分 , 球面 按 外 法 问 定 同 . 

人) 试 证 , 场 二 575 通过 球面 (z - 2 + 妨 + 好 二 1 的 流量 为 零 

d) 验证 : c) 中 的 场 , 通过 环 面 ( 它 的 参数 方程 见 第 12 章 81 例 4) 的 流量 也 等 于 零 . 
已 知 一 定量 的 物质 的 压力 P、 体 积 V 及 温度 下 之 间 , 存在 着 大 系 f(P, VT) = 0, 在 热力 学 中 
叫做 状态 方程 . 例如 , 一 克 分 子 (摩尔 ) 的 理想 气体 , 其 状态 方程 用 克拉 玉龙 公式 -R=0 
表示 , 其 中 R 是 普 适 气体 常数 . 
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因为 这 些 量 P,V,T 由 状态 方程 联系 着 , 所 以 知道 了 其 中 两 个 量 , 原则 上 就 能 知道 第 三 
个 . 即 是 说 , 任何 一 个 系统 的 状态 都 能 用 , 譬如 , V, 已 坐标 平面 有 上 的 点 (V, P) 刻画 ; 这 时 ， 
系统 状态 的 演化 过 程 , 作为 时 间 t 的 函数 , 对 应 着 此 平面 上 的 一 条 路 径 . 
设 汽 饶 内装 有 气体 , 可 无 摩擦 地 平移 运动 . 改变 活塞 位 置 , 靠 消耗 机 械 功 , 可 以 改变 包含 
于 活塞 与 红 壁 间 的 气体 的 状态 . 反之 , 改变 气体 的 状态 (例如 , 给 它 加 热 ), 就 能 迫使 气体 完成 
机 械 功 (例如 , 靠 气 体彩 胀 举 起 重 物 ). 在 本 题 以 及 下 面 的 第 6、7、8 题 中 , 我 们 将 认为 所 有 
过 程 进行 的 是 如 此 缓慢 , 以 致 在 每 个 具体 的 时 刻 , 压力 与 温度 的 变化 总 是 施 于 全 部 物质 上 . 
此 在 每 个 时 刻 , 系统 都 满足 状态 方程 . 这 就 是 所 谓 拟 静态 过 程 . 
a) 设 Y 是 VP 平面 上 的 一 条 路 径 , 它 对 应 于 缸 壁 与 活塞 间 的 气体 从 状态 Wo, Po 到 Vi, 记 
之 拟 静 态 过 程 . 试 证 , 在 此 路 径 上 , 气体 所 做 的 机 械 功 4 由 曲线 积分 4 = ,Pav 确定 . 
b) 试 求 -… 克 分 子 理想 气体 由 状态 6, Po 沿 以 下 诸 路 径 变 到 状态 厂 , 互 (图 85) 时 所 做 的 
机 械 功 ,路径 yorr : 先是 等 压 线 OL(P = 户 ), 然后 是 等 容 线 LI(V = Vi);Yori : 先 
是 等 容 线 OK(V = Ww), 再 是 等 压 线 KI(P = 已 );7or : 等 温 线 了 = 常数 (在 这 假定 
下, PoVo = PVi). 
c) 试 证 , a) 中 所 得 之 活塞 与 饶 壁 间 的 气体 所 作 的 机 械 功 的 公式 , 事实 上 这 是 一 个 普遍 公式 ， 
亦 即 , 这 个 公式 对 于 任何 由 变形 薄膜 包 带 的 气体 所 做 的 机 械 功 都 有 效 . 


图 85 


6. 系统 因 其 状态 的 变化 所 获得 的 热量 , 像 其 所 做 的 机 械 功 那样 , 不 仅 与 系统 的 初始 及 终结 状态 
有 关 , 而 且 与 转变 的 路 径 有 关 ， 热 容量 是 物质 获得 的 热量 与 其 温度 变化 之 比 , 它 是 物质 及 其 
热力 学 过 程 的 重要 特征 . 热 容量 的 精确 定义 可 如 下 给 出 . 设 z 是 状态 平面 FF 上 的 点 (坐标 为 
VP 或 VT 或 PT), 而 ee 人 TF 是 指示 从 z 出 发 的 位 移 方向 的 向 量 . 设 t 为 小 参数 . 今 
考察 由 状态 z 沿 平面 上 的 线段 到 状态 x + te 的 位 移 . 设 AQ(z,te) 是 在 此 过 程 中 物质 所 
获得 的 热量 , AT(z ,te) 为 物质 温度 的 改变 . 

称 量 C(z,e) = Jim 人 他 [5 为 物质 (或 系统 ) 对 应 于 状态 z 及 从 这 个 状态 出 发 的 位 
移 方 向 e 的 热 容 量 . 

特别 地 , 如 果 系 统 是 绝热 的 , 亦 即 它 与 外 面 的 介质 没有 热 交 换 , 这 就 是 绝热 过 程 . 在 状态 
平面 太 上 , 与 这 种 过 程 对 应 的 曲线 , 叫绝 热 曲线 

当 状 态 沿 着 等 温 线 (T = 常数 ) 变动 时 , 其 对 应 的 热 容量 为 无 限 大 . 

特别 常用 的 是 , 沿 着 等 容 线 (V = 常数 ) 及 等 压 线 (已 = 常数 ) 变动 时 的 热 容量 Cy = 
C(z,ev),Cp = C(z,ep). 实验 表明 , 对 给 定 质量 的 一 种 物质 , 在 其 状态 变化 得 相当 大 的 范围 
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内 , 可 以 认为 Crv 与 Cp 实际 上 不 变 . 一 克 分 子 给 定 物质 的 热 容量 , 叫做 克 分 子 热 容量 , 并 用 
大 写字 母 表 示 (不 用 小 写 , 以 便 与 其 他 的 热 容 量 区 别 ). 我 们 假定 下 边 讨论 的 总 是 一 克 分 子 的 
物质 . 

据 能 量 守恒 定律 , 在 一 定 的 过 程 中 , 物质 所 得 的 热能 AQ, 内 能 的 改变 AT 及 它 所 做 的 
机 械 功 A4 之 间 , 成 立 着 关系 AQ = AU +A4. 因此 , 从 状态 ze FF 出 发 的 小 的 变化 te 
下 , 物质 所 获 热 能 , 应 该 是 在 点 z 处 的 形式 69 = dU + Pdy 在 向 量 te eE TF 的 值 (参看 
问题 5c) 中 的 功 的 公式 PdV). 这 就 是 说 , 如 果 把 全 和 Y 看 成 是 状态 的 坐标 , 而 取 了 作为 
变化 的 参数 ( 沿 非 等 温 方向 变动 ), 那么 可 得 


AQ OU OU OV dV 
i 7 7 


导数 2 确定 了 以 TV 为 坐标 的 状态 平面 上 的 点 x 所 作 的 位移 的 方向 特别 地 ， 当 
</ _ | 则 变动 沿 等 帘 线 V = 常数 的 方向 进行 .于 是 得 到 Cv = S55. 如果 PP = 常数 
则 oY (7), (在 一 般 情况 下 , V = V(P,T) 是 状态 方程 pp VT)=0 关 于 V 


解 出 的 形式 ). 上 因此 
的 (的 (的 )， 


这 里 右 端 的 下 标 已 岂 也 指出 了 当 求 各 偏 导数 时 , 固定 那个 状态 参数 , 把 得 到 的 Cy 的 式 子 


代入 Cp, 即 见 
OU ay 
CC (元 ) +P) (于 ) 


气体 实验 (Joule 吕 -Thomson 试验 ) 说 明 , 内 能 只 与 温度 了 有 关 , 亦 即 (元 ) 一 0. 尔 


后 在 理想 气体 模型 中 , 把 此 取 作 假定 . 这 样 一 来 , 对 于 理想 气体 , Cp = Cv (¥) , 考 虚 


到 对 于 一 克 分 子 的 理想 气体 有 PV = RT, 由 此 得 到 关系 式 Cp 一 Cy = RR, 称 之 为 到 耶 咏 热 
力学 方程 . 
由 于 一 克 分 子 的 气体 的 内 能 只 与 温度 有 关 , 故 可 将 形式 6Q 写成 
6O = dT + PdV = CydT + PdV. 
为 了 计算 一 克 分 子 气 体 在 状态 沿路 径 7 变化 时 所 获得 的 热量 , 就 需求 形式 CvdzT + PdV 党 
> 的 积分 ， 有 时 使 用 变量 V、P 对 此 形式 更 方便 . 各 果 利 用 状态 方程 PV = RT 及 关系 式 
Cp 一 Cv = 二 RR, 则 得 


P V 
一 CP 一 一 CQ 
0 CP 页 中 tovad 


@ 焦 耳 (Joule) (1818 一 1889) 英国 物理 学 家 , 他 发 现 了 电流 的 热效应 定律 , 并 与 迈 耶 各 自 独 立地 
确定 了 热 功 当量 . 

@ 迈 耶 (R. Mayer) (1814 一 1878) 德国 学 者 , 就 教育 背景 而 言 是 位 医生 , 他 提出 了 能 量 守 恒 和 转化 
定律 . 发 现 了 热 功 当量 . 
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a) 试 求 当 气 体 沿 其 状态 平面 已 上 的 路 径 7 改变 其 状态 时 , 一 克 分 子 气体 所 获 热量 的 公式 . 
b) 把 Cp, Cv 看 做 常数 , 试 求 沿 问题 5 之 b) 指出 的 每 条 路 径 Yorr,7orr?7or 所 对 应 的 
Q@ 值 . 
cj 试 (遵循 泊 松 的 思路 ) 求 出 在 坐标 为 V,P 的 状态 平面 RF 上 , 通过 点 (Po, Vo) 的 绝热 方 
程 ，( 泊 松 求 出 了 , 在 绝热 情况 ，PVCP/Cv = 常数 . 称 Cp /Cv 为 给 定 气体 的 绝热 常 
数 . 空气 的 绝热 常数 Cp /Cv 守 1.4). 然后 计算 使 一 克 分 子 与 外 面 的 介质 绝热 旦 处 于 状 
态 (Wo, 中) 的 气体 的 体积 变 成 
1 
Wi 一 二 Yo， 
2 
需 做 多 少 功 . 


7. 我 们 知道 , 热机 工 质 (例如 , 汽缸 中 在 活塞 作用 下 的 气体 ) 状态 变化 的 卡 诺 中 循环 是 如 下 热力 
学 过 程 (图 86). 现 有 两 个 能 量 容量 很 大 的 物体 , 加 热 物 与 冷却 物 (例如 蒸汽 铅 与 大 气 ) , 它 
们 分 别处 于 常温 荆 , (Ti > 5) 下 . 被 考察 的 热机 的 工 质 (气体 ), 具有 温度 Ti, 且 处 于 状 
态 1. 在 与 加 热 物 接触 ， 由 于 沿 等 温 线 外 压力 减 小 , 气体 就 拟 静 力学 地 膨胀 变 为 状态 2. 同时 
机 器 从 加 热 物 吸收 了 热量 Q1, 并 反抗 外 力 做 了 功 A12. 在 状态 2 下 , 气体 绝热 拟 静 态 膨 胀 到 
状态 3, 它 的 温度 暂时 还 没 达到 冷却 物 的 温度 到 . 这 时 机 器 也 反抗 外 力作 功 A23. 在 状态 3 
下 , 气体 接触 冷却 物 , 用 增加 压力 的 方法 等 温 地 压缩 到 状态 4. 这 时 对 气体 做 了 功 A34, 而 气 
体 对 冷却 物 放 出 了 热量 Q。. 状态 4 是 这 样 选取 的 , 使 从 它 能 沿 绝热 线 拟 稳 压 缩 回 到 原来 的 
状态 . 这 样 , 气体 由 状态 4 回 到 了 状态 1. 这 时 , 对 气体 做 了 功 441. 经 过 这 样 一 个 循环 ( 卡 
诺 循环 ), 气体 ( 即 机 器 的 工 质 ) 的 内 能 显然 不 变 (因为 我 们 已 经 恢复 到 初始 状态 ), 所 以 , 机 器 
净 作 功 A = Aiz + A2z3 一 A34 一 A41 = Q1 一 @2. 


图 86 


所 加 的 热量 Qi 只 有 一 部 分 变 成 了 所 作 的 功 4. 自然 地 把 7 = 于 = 2 岂 做 热 
机 效率 . 
a) 利用 问题 6 之 a) 与 c) 所 得 的 结果 , 证 明 对 于 卡 诺 循环 来 说 , 等 式 
Qi _ 2 
TT 了 
成 立 . 


@ 卡 诺 (S. Carnot) (1796 一 1832) 法 国 工程 师 , 热力 学 创始 人 之 一 . 
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b) 试 证 卡 诺 第 一 定理 ( 卡 诺 的 两 个 著名 定理 之 一 ). 依 卡 诺 循 环 工作 的 热机 效率 ， 只 与 加 热 
温度 Ti 及 冷却 温度 T2 有 类 (与 机 器 的 构造 及 工 质 的 形式 无 关 ). 


8. 设 有 某 个 热机 , 它 的 工 质 的 状态 平面 为 F (参看 问题 7), y 是 已 上 的 闭路 径 , 它 与 热机 的 一 
个 下 作 膨 期 相对 应 . 工 质 与 外 部 介质 交换 的 热量 及 其 交换 时 的 温度 满足 克 劳 修 凑 了 不 等 支 
几 过 < 0. 这 里 5Q 是 在 问题 6 中 已 谈 及 的 热 交换 形式 
a) 证 明 , 对 卡 诺 循 环 来 说 , (参看 第 7 题 ) 克 劳 修 斯 不 等 式 变 成 等 式 
b) 试 证 : 如 果 热 机 工作 周期 7 可 按 反方 向 进行 , 那么 克 劳 修 斯 不 等 式 将 成 为 等 式 . 
c) 设 路 径 Y 分 成 mi 与 yz 两 段 , 在 为 上 热机 的 工 质 从 外 部 获得 热量 , 而 在 yz 上 向 周转 
介质 散发 热量 ， 又 设 是 热机 的 工 质 在 ?+ 上 的 最 高 温度 , Ty 是 它 在 加 上 的 最 低温 


度 . 最 后 , 设 @i 是 在 y: 上 获得 的 热量 , Q2 是 在 Y。 上 放出 的 热量 . 试 根据 克 劳 修 斯 不 
、 Ca .7 
等 式 证 明 : 一 < 汪 . 
Q1 1 

d) 试 证 ， 对 任何 热机 的 热机 效率 成 立 估计 式 7 < 二 如 22 ( 见 问题 7). 这 是 卡 诺 第 二 定理 . 
(顺便 估计 燕 汽机 的 热 将 率 ， 已 知 蒸汽 的 最 高 温度 不 超过 150 'C, 即 元 = 423K, 而 冷却 
器 一 环境 介质 一 20'C, 即 T2 = 293K). 

e) 比较 问题 7,b) 与 8, d) 中 的 结果 , 并 验证 , 当 给 定 五 , 玖 的 值 时 , 按 卡 话 循 环 工作 的 执 
机 具有 | 


9. 微分 方程 到 = -3 叫做 可 分 离 变量 的 方程. 通常 把 它 写成 形 如 


g(Wdy = f(z)dz7 


的 “变量 分 离 ” 形 式 , 然后 使 它们 的 原 函 数 相等 


f sway = | f(a)ar, 


以 “ 解 ” 它 . 试用 微分 形式 语言 给 这 一 算法 一 个 具有 更 广泛 意义 的 数学 论证 . 
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1. 物质 曲面 的 质量 


设 S 是 欧 氏 空间 R3 内 物质 曲面 ， 假 定 已 知 曲面 9 上 质量 分 布 的 ( 面 ) 密度 
o(z), 要 求 确定 整个 曲面 的 质量 . 

为 了 解决 这 个 问题 , 首先 应 当 注 意 , 在 反 Ze 3 Ar 当 是 点 z 的 邻 域 里 的 曲 
面部 分 的 质量 Am 与 这 部 分 曲面 的 面积 Ac 之 比 下- , 当 此 邻 域 收缩 趋 于 所 z 时 
的 极限 . 


克 劳 修 斯 (Clausius) (1822 1888) 是 德国 物理 学 家 , 他 黄 定 了 热 理 论 的 力学 基础 . 在 热力 学 中 ， 
内 能 及 焙 的 概念 属于 他 , 在 气体 动力 学 理论 中 , 分 子 昌 由 程 的 基本 概念 也 属于 他 . 
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将 曲面 分 成 许多 小 块 , 并 假定 p 是 3 上 的 连续 函数 , 从而, 可 以 忽略 在 每 小 块 
上 po 的 改变 , 用 关系 式 
Arni ~ p(Ti) Aos 


求 出 5; 的 质量 , 其 中 Ao; 是 曲面 5; 的 面积 , 而 zi e 5;. 
将 这 些 近似 等 式 求 和 , 并 将 分 法 无 限 加 细 求 极限 , 就 得 到 


m 一 人 mu (1) 
显然 对 这 里 的 沿 曲 面积 分 的 记号 需要 加 以 说 明 , 应 能 导出 上 基体 计算 公式 . 
我 们 注意 , 根据 问题 提 法 本 身 , 等 式 (1) 的 左边 与 曲面 8 的 定向 无 关 , 因此 , 在 
等 式 右 边 的 积分 也 应 这 样 . 一 眼 就 看 出 , 这 与 我 们 在 $1 里 详细 讨论 的 曲面 积分 不 一 
样 . 这 个 问题 的 答案 在 于 面积 元 素 do 的 定义 . 下 面 就 来 分 析 这 个 问题 


2. 作为 形式 的 积分 的 曲面 面积 


将 81 中 形式 的 积分 定义 1 与 引导 我 们 作出 面积 定义 的 一 整套 论述 (第 12 齐 ,84) 
加 以 比较 , 就 看 到 , 在 欧 氏 空间 R" 内 , 用 参数 式 p : D 一 5 给 出 的 大 维 曲面 3 的 
面积 是 某 个 形式 8 的 积分 . 我 们 暂时 约定 称 这 个 形式 为 曲面 5 上 的 体形 式 或 体 元 
素 . 由 第 12 章 84 的 (5) 式 , 在 曲线 坐标 p : D -5S 下 ( 即 当 转 到 参数 域 D 时 ), 形式 
人 (严格 说 是 g* 2) 应 有 以 下 表达 式 : 


w = \/det(gi;)(t)dt! A...Adt”, (2) 
其 中 gij(t) 一 (Be 5) (£),1,7 一 1， ~ ,. 
在 这 个 曲面 的 另 一 参数 式 5 :D 一 5 下 , 它 用 于 沿 区 域 D 计算 5 的 面积 , 相应 
地 , 则 所 要 的 对 形式 
BS = \/det(Gij) (Ddt A 和... Adt®, (3) 
、 4 一 7 OF OP \ nn ，， 
进行 积分 其 中 和 = (项 ,让 (人 ;77 三 1 , 天， 


用 泌 表 微分 同 胚 pz-!1o5:D 一 D, 这 是 从 曲面 5 的 坐标 上 到 坐标 上 的 变换 . 过 
去 , 我 们 已 算出 (参看 第 12 章 84 注 5) 


V det($i;)(t) = det(gi;) (P(t)) : |detw (| (4) 
同时 显然 有 
w= det(gi;)(w (i))dety (Dd 入 和 A 人 (5) 


比较 等 式 (2) 一 (5), 即 可 看 到 , 若 dety 介 > 0, 则 yo = 6%; 若 dety'(t) < 0, 则 
yw*w = -已 . 如果 w 与 外 是 由 5 上 的 同一 形式 8 分 别 用 转移 p*, 9* 得 来 的 , 则 等 式 
Ww*(p*0) = 00, 或 同样 的 , yw = Oo 成 并 . 
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于 是 我 们 得 到 以 下 结论 : 定义 在 参数 化 曲面 9 上 、 为 求 这 个 曲面 的 面积 需要 对 
其 积分 的 那些 形式 , 当 曲 面 的 参数 表示 在 9 上 给 出 不 同 的 定向 时 , 彼此 相差 一 个 符 
号 . 对 于 属于 5 的 同一 定 癌 类 的 参数 表示 来 说 , 这 些 形式 是 一 样 的 . 

这 样 , 5S 上 的 体形 式 2, 不 仅 由 位 于 欧 氏 空间 及 "中 的 曲面 9 本 身 确定 , 还 与 5 
的 定 癌 有关. 

这 可 能 显得 很 离奇 : 按照 我 们 的 观念 , 曲面 面积 不 应 与 曲面 的 定 间 有关! 

但 是 , 要 知道 , 我 们 已 得 到 了 某 个 形式 的 积分 给 出 的 参数 化 曲面 面积 定义 . 因此 ， 
如 果 计 算 结 果 不 应 与 曲面 的 定向 有 关 , 那么 , 由 积分 的 性 质 , 对 于 曲面 的 不 同 定 问 ， 
我 们 就 应 该 对 不 同 的 形式 做 积分 . 


我 们 来 把 以 上 考虑 表述 成 确切 的 定义 . 
3. 体积 形式 
定义 1 设 R* 为 具有 内 积 ( ，，) 的 定向 欧 氏 空间 , 而 8 是 斜 对 称 Rk 一 形式 . 


那么 , 称 8 是 Rt 上 与 给 定 的 定向 和 内 积 相应 的 体形 式 , 如 果 它 在 及 * 的 给 定 定 门类 
的 标准 正 交 标 架 上 的 值 为 1. 
显然 , k 一 形式 在 标 架 e1,.… ,ek 上 的 值 , 完全 确定 了 这 个 形式 . 
还 应 注意 , 形式 2 不 是 由 个 别 的 标准 正 交 标 架 确定 , 而 是 由 它 的 定向 类 来 确定 . 
4 实际 上 , 如 果 e1,… ,ek 及 61,… ,Ex 是 同一 定向 类 中 的 两 个 标 架 , 则 从 第 二 
组 基底 变 到 第 一 组 基底 的 变换 O 是 正 交 和 矩阵 , 且 detO = 1. 因此 ， 
f(e1,... ,ek) 一 detO . 10(61)ek) 一 81(el ER) 一 1 Pp 


。 如果 在 R* 中 国定 一 个 正 交 标准 基 e1,… ,ek, 而 fa,…… ,nt 是 R* 中 向 相应 从 
标 轴 的 射影 , 则 显然 有 


flLA. AT (el ,er)=1 


县 


因此 ， 


Q(é1,... ,ék) = |: : |. 
了 
这 是 由 有 序 的 诸 向 量 上 …… ,6 所 张 成 的 平行 多 面体 的 体积 . 
定义 2 设 5 为 位 于 欧 氏 空间 R”* 中 的 光滑 人- 维 定向 曲面 , 则 在 5 的 每 个 切 
平面 TS,。 上, 存在 着 与 5 的 定向 和 谐 的 定向 , 以 及 由 Rn" 中 的 数量 积 诱导 出 的 数量 
积 , 而 这 表明 , 也 存在 体形 式 (x). 这 时 在 5 上 产生 的 微分 一 形式 8 叫做 5S 上 由 
S 到 R" 中 的 峰 入 诱导 出 的 体形 式 (或 体 元 素 ). 


82 ”体积 形式 , 第 一 型 积分 与 第 二 型 积分 ,207 . 


定义 3 定向 光滑 曲面 的 面积 是 与 曲面 上 选 定 的 定向 相应 的 体形 式 沿 此 曲面 的 
积分 


当然 , 这 个 用 形式 言语 叙述 的 、 直 至 每 个 细节 都 很 确切 的 面积 定义 , 与 第 12 章 
84 定义 1 是 一 致 的 . 那个 定义 是 在 讨论 用 参数 式 给 出 的 一 维 光滑 曲面 5 C R" 时 
做 出 的 . | 

4 实际 上 , 曲面 的 参数 表示 确定 了 曲面 的 定向 和 曲面 的 一 切 平面 了 TS。 的 定 同 . 
如 果 上 ,&k 是 TS, 的 标 架 , 且 属 TS 内 固定 的 定 问 类 , 那么 , 由 体形 式 8 的 定 
义 2 与 定义 3, 得 

: P(zj(e Er) >0. 

但 这 时 (参看 第 12 章 84, 等 式 (2)) 有 


f(T)(é1,:.- ,Ek) = /det((éi,€7)). (6) 


注意 , 形式 L(xz) 本 身 在 TS。 的 任 一 组 向 量 &1,… ,& 上 有 定义 , 但 等 式 (6) 只 
在 了 5。 的 定 同 类 中 的 标 架 有 效 . 

还 要 注意 , 体形 式 只 对 定向 曲面 有 定义 , 所 以 , 例如 对 R3 中 的 默 比 马 斯 带 谈 体 
形式 就 没有 意义 , 虽然 能 在 此 曲面 的 每 个 有 向 小 块 内 讨论 这 种 形式 . 


定义 4 设 S 为 到" 中 的 大 - 维 分 片 光滑 ( 定 疝 或 不 定 同 ) 曲面 , 91 ,Sy,…: 
是 9 的 有 限 个 或 可 数 个 光滑 参数 化 的 小 曲面 ， 任 二 者 如 果 相 交 , 只 能 是 不 高 于 大 一 1 
维 的 曲面 , 且 S = UU 5;. 称 所 有 曲面 5; 的 面积 之 和 为 曲面 9 的 面积 (或 k 一 维 体 积 ). 


在 这 种 意义 下 , 我 们 能 够 谈 R3 中 默 比 乌 斯 带 的 面积 , 或 同样 地 也 可 求 其 质量 ， 
假定 这 个 物质 曲面 具有 单位 面 密度 的 话 . 

定义 4 的 正确 性 ( 即 所 得 面积 值 与 9 分 为 51,… , Sm,… 的 分 法 的 无 关 性 ) 可 
用 传统 的 论证 方法 去 验证 

4. 在 笛 卡 儿 坐 标 下 体积 形式 的 表示 

设 5 为 定向 欧 氏 空间 R" 中 的 光滑 超 曲面 (n 一 1 维 ). 以 它 的 连续 单位 法 回 量 场 
nm(zjtz € 5S) 做 为 5 的 定向 . 设 V 是 R" 中 的 (n 一 维 ) 体形 式 ,Rn 是 5 上 的 ((n 一 1) 
维 ) 体形 式 ， 

如 果 在 切 空间 TS。 中 从 由 TS。 的 单位 法 向 量 n(x) 给 定 的 定 癌 类 中 取 标 架 
1， ,En-1, 则 显然 可 得 下 面 等 式 : 


V(r)(n,é€1,.. ,én-1) = Q(T)(é1,: ,En-1). (7) 


< 因为 , 在 所 设 条 件 下 , 两边 都 非 负 , 而 它们 在 数量 上 相等 的 原因 在 于 ， 由 回 
量 7, &1,°: ”" , En_1 张 成 的 平行 体 的 体积 等 于 底面 积 f(r)(é1, “0 , En-1) 滋 以 高 In| 一 


] ， > 
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但 是 ， 
nl ， JP 
Ei 人 
V (7)(n, ec ,En—1) 一 。 。 
1 0 Sn_1 


3 ) (dz 入， Ad 和 AAAdzn(E ,én 1). 
这 里 x1,.… ,zx”? 是 z 关于 定 问 标准 正 交 基 ei,… ,en 的 笛 卡 儿 坐 标 , 而 微分 dz 上 
方 的 弧 表 示 在 这 一 项 中 不 出 现 dxi. 
这 样 , 定向 超 曲 面 5 C R" 的 体形 式 有 以 下 坐标 表示 式 : 
DB= (Dir)drt A Adri A A dre" (él 6 (8) 


从 几何 方面 考虑 得 知 , 对 于 固定 的 ie {1,… ,n} 有 


(n(x), ed DN(é1,:.: ,én 1) = V(r) (en €1)..: ,én_1). (9) 
最 后 的 这 个 等 式 说 明 ， 
yi(z) QE) = (Ti-idzA .AdziA .Adan(t 6 (10) 


对 于 RR3 中 的 二 维 曲 面 5, 常用 do 或 dS 表示 它 的 体 元 素 . 不 应 把 它 理解 为 茶 
个 形式 o 或 5 的 微分 , 这 只 是 一 个 记号 . 如 果 zx,y,z 是 R3 中 的 笛 卡 儿 举 标 , 则 用 这 
些 记 号 ,(8) 与 (10) 式 可 写成 : 
da = cosaldy A dz + cos a2dz 人 dz 十 cos Qosdz A dy, 
cos G1do = dy A dz, : 
cos Q2do = dz A dz, (在 坐标 面 上 的 射影 的 面积 ). 
cos Qado = dz A dy 
这 里 (cos Qi,cos az,cos qa)(x) 是 5 在 ze5 处 单位 法 向 量 的 方向 余弦 (坐标 ). 
在 这 些 等 式 中 , 其 实 , 在 等 式 (8) 和 (9) 中 也 一 样 , 为 了 避免 误解 , 当然 , 更 好 是 在 右 
方 置 以 记号 |s, 表明 相应 的 形式 在 曲面 5 上 的 限制 , 但 是 为 了 不 使 公式 过 于 繁 来 , 我 
们 还 是 省 掉 了 这 些 记号 . 
5.， 第 一 型 与 第 二 型 积分 


在 一 系列 问题 中 都 会 出 现 第 (D 型 积分 , 上 面 所 讨论 的 已 知 面 密 度 求 曲 面 质 量 
的 问题 是 它们 的 典型 代表 . 常 把 它们 证 做 函数 沿 曲面 的 积分 或 第 一 型 积分 . 
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定义 5 称 微分 型 式 p8 的 积分 


he (11) 


为 也 数 p 洛 定 向 曲面 9 的 积分 , 其 中 及 是 3S 上 (与 计算 积分 时 所 选 的 5S 的 定 同 相 
应 ) 的 体形 式 . 

显然 , 这 样 定义 的 积分 (11) 与 5 的 定向 无 关 , 因为 S 的 定 同 的 改变 已 反映 在 相 
应 的 体形 式 的 替换 中 了 . 

我 们 要 强调 , 实质 上 这 里 说 的 不 是 函数 的 积分 , 而 是 一 种 特殊 的 形式 沿 大 定义 
了 体形 式 的 曲面 S 的 积分 . 


定义 6 设 5 是 分 片 光滑 的 (定向 或 无 定向 ) 曲面 ,p 是 S 上 的 函数 . 将 5 做 定 
义 4 中 所 描述 的 分 解 : 5 = U 5;. 则 称 函数 p 沿 各 个 5; 积分 之 和 > fs, Pp? 为 函数 
p 沿 曲面 5 的 积分 (11). 


通常 , 称 积分 (11) 为 第 一 型 曲面 积分 | 
例如 , 用 物质 沿 曲 面 分 布 的 面 密度 p 来 表示 曲面 质量 的 积分 (1), 就 是 这 样 的 曲 
面积 分 . : 

为 了 把 第 一 型 积分 具有 与 曲面 定向 无 关 的 特点 标识 出 来 , 常 称 形 式 沿 定向 曲面 
的 积分 为 第 二 型 曲面 积分 . 

注意 , 因为 在 线性 空间 上 , 次 数 等 于 空间 的 维 数 的 诸 斜 对 称 形式 都 成 比例 , 所 以 
在 上 维 定向 曲面 $ 上 给 定 的 任何 k- 形式 w 与 5 上 的 体形 式 8 满足 关系 w = pf， 
其 中 p 是 S 上 与 w 有 关 的 函数 . 因此 ， 


所 -ja 
S S 


亦 即 任何 第 二 型 积分 都 能 写成 相应 的 第 一 型 积分 的 形式 


例 1 81 中 , 积分 (2') 表示 的 是 场 下 在 路 径 y : [ao 中- 了" 上 的 功 , 它 可 以 写 
成 第 一 型 积分 
[Ra e)ds, (12) 


这 里 s 是 7 上 的 自然 参数 , ds 是 长 度 元 素 (1- 形式 ), 而 e 是 单位 速度 向 量 , 其 本 
身 并 没有 * 定向 的 任何 信息 . 从 用 积分 (12) 研究 的 问题 的 物理 意义 的 角度 看 , 与 $1 
的 积分 (1) 一 样 , 它 也 有 很 强 的 表现 力 . 

例 2 设 SC Rs 是 用 单位 法 向 量 n(z) 定向 的 曲面 .81 内 速度 场 V 通过 5 的 
流量 (3), 能 写成 第 一 型 曲面 积分 


人 v n)do, (13) 
S 
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这 里 5S 定向 的 信息 包含 在 法 向 场 n 的 方向 之 中 . 

(13) 式 中 积分 号 下 的 表达 式 的 几何 和 物理 含义 , 如 同 81 纯粹 的 计算 公式 (6) 中 
积分 号 下 的 表达 式 的 相应 意义 一 样 , 是 明晰 可 见 的 . 

我 们 提醒 读者 注意 ， 经 常 过 到 ds := eds, do := ndo 这 两 种 记号 ， 这 里 引入 了 长 
度 向 量 元 素 与 面积 向 量 元 素 . 用 这 种 表示 法 , 积分 (12) 与 (13) 就 可 写成 


/ (F,ds) 与 人 (dc 


从 物理 的 角度 来 说 , 这 是 最 合适 的 写法 . 为 了 简单 , 向 量 4, B 的 内 积 (4, B), 经 常 
写作 4 .5B. 


例 3 法 拉 第 名 定律 断言 , 变化 着 的 磁场 B 中 的 闭 导 线 三 内 产生 的 电动 力 , 与 
通过 闭路 所 围 曲面 5 的 磁 通 量 的 变化 速度 成 正比 . 设 吾 是 电场 强度 向 量 . 考虑 
到 问题 中 物理 量 的 定向 关系 以 及 上 边 采用 的 记号 , 法 拉 第 定律 可 以 表示 成 如 下 的 等 
式 


沿 着 一 积分 的 积分 号 上 的 那个 圆圈, 是 为 了 强调 积分 是 沿 团 回路 作 的 , 场 沿 闭 
回路 做 的 功 , 常 被 称 为 场 洛 此 闭路 的 环流 量 . 因此 , 按 法 拉 第 定律 , 由 变动 的 磁场 所 
产生 的 电场 强度 问 量 的 环流 量 , 等 于 通过 闭 曲 线 工 包 图 的 同 甸 5 的 磁 通 量 的 变化 
速度 的 相 及 数 . 


例 4 安培 急 定 律 


$B-d= a/i do, 
(其 中 B 是 磁感应 癌 量 , 7 是 电流 密度 问 量 , so,c 都 是 量 纲 常数 ) 断言 , 由 电流 产生 的 
磁场 沿 回 路 六 的 磁感应 环 量 与 流 过 回路 所 围 曲面 5 的 电流 强度 成 比例 . 
我 们 已 经 讨论 了 第 一 型 积分 与 第 二 型 积分 . 读者 会 注意 到 , 这 两 个 术语 的 差别 
非常 有 限 . 实际 上 ， 如 果 积 分 确 与 用 以 计算 它 的 坐标 系 的 选择 无 关 的 话 , 我 们 能 积分 
而 且 只 积分 微分 形式 . 此 外 并 没有 什么 其 他 东西 的 积分 . 


练 习 
i1. 对 等 式 (7) 与 等 式 (9) 给 以 正式 的 证 明 . 
2. 设 7 是 光滑 曲线 , ds 是 y 上 的 长 度 元 素 . 


”@ 法 拉 第 (M. Faraday) (1791_1867) 杰出 的 英国 物理 学 家 , 电磁 场 学 说 的 创始 人 . 
@ 安 培 (A. M. Ampere) (1775 一 1836). 法 国 物理 学 家 与 数学 家 . 现代 电动 力学 莫 基 人 之 一 . 
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a) 试 证 | 人 f(s)ds < /|f(s)lds, 这 里 f 是 定义 在 Y 上 并 且 使 不 等 式 两 端 都 有 意义 的 函 
数 . 
b) 设 在 yY 上 |f(s)| < M, 而 是 曲线 y 的 长 . 试 证 fls)Jds| < ML 
c) 关于 沿 着 一 维 光滑 曲面 的 第 一 型 积分 , 叙述 并 证 明 类 似 于 问题 a),b) 的 一 般 性 命题 . 
3. a) 设 分 布 在 曲线 y 上 的 质量 的 线 密度 为 p(z). 试 证 , 其 质量 中 心 的 坐标 (z3,z3, 8) 由 下 一 
面 关 系 式 确定 : 


zh | ole)as = | sip(s)asi = 1, 2, 3. 
Y 7 


b) 写 出 R? 中 螺旋 线 的 方程 , 并 求 出 一 段 螺旋 线 的 质量 中 心 的 坐标 . 在 这 里 , 我 们 认为 曲线 
上 质量 分 布 的 线 密度 是 等 于 1 的 常数 

c) 设 曲面 5 的 面 密度 为 p, 试 求 9 的 质量 中 心 公式 , 并 计算 沿 半球 面 均匀 分 布 的 质量 中 心 . 

d) 设 曲面 5 上 以 面 密度 p 分 布 着 质量 . 试 求 其 惯性 矩 公式 . 

e) 车 轮 外 胎 的 质量 为 30 kg, 形 如 环 面 , 外 径 1 m, 内 径 0.5 m. 在 保持 轮子 平衡 的 条 件 下 
把 它 安装 在 平衡 架 上 , 拨 转 它 到 速度 大 致 相当 100 km/h 时 , 然后 用 闸 瓦 将 它 制 动 ; 这 
些 闸 瓦 散 靠 在 一 个 直径 为 40 cm 而 宽 为 2 cm 的 钢 盘 上 . 假定 将 轮子 制 动 停止 时 , 转动 
轮胎 的 全 部 动能 都 变 成 了 钢 盘 的 热 . 试 估计 这 个 钢 盘 温度 升 高 多 少 . 钢 的 比 热 假 定 等 于 
c= 420 J/(kg . K) 

4. a) 设 在 点 (zo, yo, z0) 处 有 质量 为 mo 的 质点 , 又 有 物质 曲线 7, 其 线 密度 为 p. 试 证 7 作 
用 于 mo 的 力 F 的 公式 为 
F = Gmo / Hrd 

其 中 G 是 引力 常数 , r 是 以 (z 一 xo,y 一 Yo;z 一 20) 为 坐标 的 同 量 . 

b) 对 质量 分 布 于 曲面 $ 上 的 情况 , 求 相应 的 公式 . 

c) 求 均匀 物质 直线 的 引力 场 . 

d) 求 均匀 物质 球面 的 引力 场 (包括 球面 所 界 球体 之 外 场 和 内 场 ). 

e) 求 均匀 物质 球 在 空间 产生 的 引力 场 (包括 球 内 场 和 球 外 场 ). 

f) 把 地 球 看 作 是 液态 球 . 点 距 球 心 之 距离 记 作 7, 试用 > 表 出 在 任 一 点 处 的 压力 (地 球 半 
径 为 6 400 km, 平均 密度 为 6g/cm"). 


5. 设 > 与 和 是 两 条 闭 导 线 , 沿 1,Y2 分 别 有 电 流 万, J2. 设 ds1,dsz 是 这 些 导线 的 长 度 向 量 
元 素 , 其 方向 与 电流 方向 一 致 , R12 是 从 dsl 到 ds2 的 方向 向 量 , 而 R21 = 一 Riz. 
据 毕 奥 - 萨 伐 尔 @ 定 律 , 由 第 一 个 向 量 元 素 对 第 二 个 向 量 元 素 的 感应 力 等 于 


Jid2 
CE 12 一 [Rl [dsi, R12]), 
其 中 方 括号 表示 向 量 的 向 量 积 , 而 co 为 量 纲 常数 . 


a) 证 明 ,局限 在 人 为 构造 的 毕 奥 一 萨 伐 尔 微分 公式 的 水 平 上 , 可 能 发 生 dFi2 关 dF21 的 
情形 , 即 “ 作 用 不 等 于 反作用 ”. 


@ 毕 奥 (Biot) (1774 1862), 萨 伐 尔 (Savart) (1791 一 1841) 都 是 法 国 物 理学 家 . 
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b) 试 对 于 导线 和 yi 与 加 间 的 全 部 的 相互 作用 力 Fiz 与 Fz1, 写 出 (积分 ) 公式 来 , 并 确认 
Fi2 一 一 下 21. 


6. 余 面 积 公式 ( 柯 劳 恩 洛 德 一 费 德 罗 公 式 ,) 
设 MT 和 Na 分 别 是 高 维 欧 氏 空间 中 的 m 和 n 维 光 滑 曲 面 (M™, N” 也 可 以 是 抽象 
黎 曼 流 形 . 但 现在 这 并 不 重要 ). 假设 mm 之 n. 
设 f : Am 一 Nn 是 光滑 映射 . 当 mm > n 时 , 映射 df (x) :人 MT 一 Ty(z)N” 有 非 空 
核 kerdf(z). 用 记号 TH MT 表示 kerdf (x) 的 正 交 补 , 而 用 J(f, z) 表示 映射 df (x)|TJ Mm : 
TH+M™ 一 Ty(zyN” 的 雅 可 比 . 如 果 mm = n, 则 J(f,zx) 就 与 通常 的 雅 可 比 一 致 . 


设 dvn(p) 表示 k 一 维 曲 面 在 点 p 处 的 体积 形式 . 
a)- 试 利用 (如 果 需 要 ) 富 比 尼 定 理 和 秩 定理 (光滑 曲面 的 局 部 标准 形式 ) 证 明 以 下 柯 劳 恩 洛 
德 一 费 德 罗 公式 : 


,Indom ls) = fomn lf (wdonly) 
b) 试 证 , 如 果 4 是 M 的 可 测 子 集 , 则 
/ J (Ff, x) dom(7) = / vm_n(ANFf™ (ydvn(y). 
和 入 也 


这 是 一 般 的 柯 劳 恩 洛 德 一 费 德 罗 公式 
c) 试 证 以 下 加 强 的 萨 德 定理 (在 萨 德 定理 最 简单 的 变形 中 断言 光滑 映射 的 临界 点 集合 的 像 
的 测度 为 零 )，( 参 看 第 11 章 85 练习 8). 

如 前 , 设 f : M” 一 N” 是 光滑 映射 , 而 K 是 M” 中 的 紧 集 , 且 对 一 切 z Ee K 有 
rangdf(z) < n. 那么 ,fy vm_n(K nf-!(y))dvn(y) = 0. 试 由 此 再 一 次 推出 上 述 的 萨 
德 定理 的 最 简单 的 变形 . 

d) 验证 , 如 果 了 :DD 一 展 和 w:D 一 民 是 定义 在 正则 区 域 DC R” 中 的 两 个 光滑 函数 ， 
而 且 %% 在 D 中 没有 临界 所, 则 


hm= 人。 :| ,1 后 可 


e) 设 V(t) 是 集合 {z e DIf(z) > 的 (体积 ) 测度 且 函 数 f 在 区 域 D 中 非 负 、 有 蚤 . 
试 证 ， f» fdv = 一 夏 tadVirlt = /5 Vr (td 
f) 设 peCO(R,R+) 且 (0)=0 而 je CWD,R) 且 Viji(t) 是 集合 {z € D | |f(z) 
>t} 的 测度 . 试 证 : 
/ pofdv =- / 4 
D 0 
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83 分析 的 基本 积分 公式 


我 们 知道 , 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 是 分 析 学 的 最 重要 的 公式 . 本 节 将 得 到 格林 公 
式 , 高 斯 一 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公 式 以 及 斯 托 克 斯 公式 . 这 些 公式 , 一 方面 是 牛顿 
一 药 布 尼 欧 公式 的 推广 , 为 一 方面 , 它们 合 在 一 起 构成 积分 学 中 最 有 用 的 部 分 . 

在 本 节 前 三 段 中 , 不 追求 叙述 的 普遍 性 , 而 是 就 一 些 直 观 材 料 得 到 分 析 中 的 三 
个 古典 积分 公式 . 在 第 四 段 中 , 我 们 将 把 它们 归纳 成 一 个 普 裔 的 斯 托 克 斯 公式 , 从 形 
式 上 , 可 以 认为 它 独立 于 前 三 个 公式 . 


1. 格林 公式 包 
格林 公式 如 下 : 


命题 1 设 了 R? 是 建立 了 z,y 坐标 系 的 平面 ,万 是 这 平面 内 的 紧 区 域 , 它 的 边界 
是 一 条 光滑 曲线 ; 又 设 P,Q 是 闭 区 域 万 上 的 光滑 函数 . 这 时 , 成 立 以 下 关系 


/| (¥ Dy dzdy = 三 Pdz + Qady, (1) 
D 


其 中 右 端 是 沿 区 域 万 的 边界 8D 的 积分 , 89D 的 方向 与 区 域 D 本 身 的 方 网 和 谐 . 
首先 考察 D 是 正方 形 


I={(z,y) eR Sr<1,0gYy<1), 


而 在 工 内 O = 0 的 情况 . 这 时 格林 公式 呈 以 下 形式 : 


OP 
现在 我 们 来 证 明 它 . 


< 把 重 积 分 变 为 累 次 积分 , 并 应 用 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 , 就 得 到 
OP ' ' BP : 
| ww dr | By 
1 : pl 1 
-|/ (P{(z,1) — P(x,0))dz = -|/ Pla,0)dz+ 上 Pl(z, 1)azx. 
证 明 到 这 里 就 完成 了 , 剩 下 的 就 是 定义 与 解释 所 得 到 的 公式 了 . 问题 在 于 最 后 
两 个 积分 的 差 , 恰好 就 是 等 式 (2) 右 端 的 积分 . 


G@ 格 林 (D Green) (1793 一 1841) 英国 数学 家 和 数学 物理 学 家 . 在 威 斯 敏 斯 特 的 牛顿 墓 被 五 个 小 
幕 碑 环抱 着 , 上 边 写 着 五 个 光辉 的 名 字 : 法 拉 第 , 汤姆 森 ( 凯 尔 文 助 历 ), 格林 , 麦克 斯 书 , 狄 拉克 . 
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实际 上 , 分 段 光滑 的 曲线 97 分 成 了 四 段 (图 87), 可 以 把 
它们 看 做 是 以 下 用 参数 表示 的 曲线 
Yi :10,1] 一 及 2 其 中 zz (z;0)， 
Ta : [0 一 下 2， 其 中 y 一 > (1,y)， 
Ys : [0,1] 一 R”, 其 中 z 一 > (zx,1)， 
Ya ;10,1 一 R3, 其 中 yy 一 (0,y). | 图 87 


根据 1- 形式 w = Pdz 沿 曲 线 积分 的 定义 , 有 


/ 人 P{(z,y)dz := 人 ?7 UPLz,y)adz) := [ Pl(z,0)dz, 
/ P(7x,y)dz := |, Ya (P(x,y) dz) := [ 0dy = 0, 
/ P(xz, y)dz := 人 , Y3(P{(z,y)dr) := [ P(z, l)}dz, 


] . 
[ Pl(z,y)dz = | Yi(P(z, ydr) = |/ 0dy = 0. 
?4 [0,1] : 0 


此 外 , 根据 命题 1 中 指出 的 对 区 域 边界 定向 的 取 法 , 以 及 曲线 me ya,y4 所 标 出 的 


定 同 , 显然 有 
be=/ otf ot of » 
-+ 


其 中 -YY 是 曲线 3, 但 其 定 同 与 由 映射 他 给 定 的 定 同 相反 . 


因此 等 式 (2) 成 立 > 
类 似 地 可 验证 5 | 
I (32) = hw (3) 
将 (2),(3) 两 式 相 减 , 就 得 到 关于 正方 形 了 的 格林 公式 
/| (RF D drdy = 人 Pdz +@Wdy. (1) 
’ | 


注意 , P,Q 在 格林 公式 (1) 及 等 式 (2),(3) 中 都 不 是 对 称 的 . 这 种 非 对 称 性 与 x,y 
的 非 对 称 性 有 关 , 因为 z,y 是 有 顺序 的 , 这 种 顺序 确定 了 R? 上 的 以 及 I 上 的 定 问 . 
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证 得 的 关系 式 (1), 如 果 用 微分 形式 语言 表达 , 就 可 写成 


f= (0) 


这 里 的 w 是 1 上 任意 的 光滑 1- 形式 . 上 式 右 端 是 形式 w 在 了 的 边界 97 上 的 限制 
的 积分 . : 
显然 可 以 把 (2) 式 的 证 明 推 广 : 如 果 D, 不 是 正方 形 , 而 是 “曲线 四 边 形 ”, 它 的 
两 个 侧 边 是 两 条 竖 直 的 线段 (也 有 可 能 暗 化 为 点 ) , 而 其 他 两 边 是 x 轴 的 线段 [ab 
上 的 分 片 光滑 函数 yp1(z) < pa(z) 的 图 像 , 那么 


J/m — drdy = -b> Pdz. | (2 ) 


与 此 类 似 , 如 果 有 关于 Oy 轴 的 这 样 的 一 个 “四 边 形 * D, 即 有 两 水 平 边 的 曲 边 
四 边 形 , 那么 对 它 就 成 立 等 式 


[/ w= | Qay (3/) 
Dz 


今 假定 区 域 D 能 分 为 有 限 个 D, 型 区 域 (图 88). 这 
时 , 对 于 这 个 区 域 公 式 (2 ) 也 成 立 . 

< 实际 上 , 根据 重 积 分 的 可 加 性 , 沿 区 域 D 的 重 积 分 
等 于 沿 万 分 解 成 的 一 切 D, 型 小 区 域 上 的 积分 的 和 . 对 
于 每 个 小 区 域 来 说 (2') 成 立 , 即 沿 着 它 的 重 积 分 等 于 形 
式 Pdz 沿 着 它 的 定 问 边界 的 积分 . 但 是 在 相 邻 两 块 小 区 
域 的 公共 边界 部 分 上 诱导 的 定向 彼此 相反 , 所 以 在 把 沿 着 
所 有 区 域 的 边界 的 积分 相 加 的 结果 中 , 它们 彼此 抵消 , 显 
然 留 下 来 的 只 有 沿 区 域 克 的 边界 6D 本 身 的 积分 . e 88 

类 似 地 , 如 果 区 域 D 能 分 解 成 Dz 型 区 域 , 那么 对 D 
来 说 ,(3') 型 的 等 式 就 成 立 . 

我 们 约定 把 既 能 分 解 成 D; 型 小 区 域 , 又 能 分 解 成 D, 型 小 区 域 的 区 域 , 暂时 叫 
做 简单 区 域 .实际 上 , 对 于 一 切实 用 目的 , 这 已 是 足够 丰富 的 一 类 区 域 了 . 

对 于 简单 区 域 , 把 两 个 关系 式 (2), (37) 都 号 出 来 , 相 加 之 后 即 得 (1) 式 

于 是 对 于 简单 区 域 格林 公式 得 证 . 

在 这 里 我 们 不 打算 对 它 进行 更 加 细致 的 讨论 (关于 这 一 点 , 请 参看 后 面 的 习题 
2), 而 来 展示 另 一 条 和 更 好 的 非常 有 成 效 的 途径 . 建立 等 式 (1) 与 (1”) 以 后 , 即 可 沿 
这 条 途径 进行 研究 . 

设 C 是 用 正方 形 1 上 的 光滑 映射 p : I 一 C 得 到 的 区 域 . 如 果 w 是 C 上 的 光 
滑 1- 形式 ， 就 有 


人 = J Joe ro fo (4) 
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其 中 尺 叹 号 是 表示 我 们 已 证 明 过 这 个 等 式 (参看 (1”)).(4) 中 两 头 的 两 个 等 式 是 定义 
或 定义 的 直接 推论 ; 余下 的 就 是 左边 第 二 个 等 式 涉及 外 微分 关于 坐标 系 的 无 关 性 . 
这 是 说 , 格林 公式 对 区 域 C 也 成 立 . 
最 后 , 如 果 定 问 区 域 D 能 分 成 有 限 多 个 C 型 域 , 那么 ， 根据 上 面 已 知 沿 着 区 域 
Ci 的 边界 上 的 积分 中 , 包含 在 D 内 的 部 分 上 的 积分 必 互 相抵 消 , 就 得 到 


he -Eh Eh" ho ' 


亦 即 , 对 于 区 域 D, 格林 公式 也 成 立 . 

能 够 证 明 , 任何 具 分 片 光 靖 边 寞 的 区 域 必 属 于 上 述 这 类 区 域 , 但 我 们 不 去 证 它 ， 
因为 稍 后 (第 15 章 ) 将 叙述 一 种 行 之 有 效 的 技巧 , 避免 之 天 似 的 几何 上 的 困难 而 
代 之 以 解 较 简单 的 分 析 问 题 . 

我 们 给 出 几 个 使 用 格林 公式 的 例子 . 


例 1 设 在 (1) 中 P= 一 y,Q@ = Zz. 则 得 
| —ydz 十 rdy = | 2dzrdy = 20(D), 
8D D 


其 中 o(D) 表示 区 域 D 的 面积 . 于 是 , 利用 格林 公式 即 可 得 到 我 们 曾经 遇 到 过 的 用 
沿 着 区 域 的 定 癌 边界 的 线 积分 来 表示 该 区 域 面积 的 公式 


了 . 
o(D)= 3 /vat rdy = — /yar= /vay 


特别 地 , 将 它 用 于 热机 作 功 问题 时 , 即 可 推 知 当 热 机 的 工 质 状态 沿 着 闭 回 路 7 
改变 时 , 热机 所 做 的 功 4 = [ PdV 等 于 在 PV 状态 平面 上 的 曲线 7 所 包围 的 区 域 
的 面积 ( 见 81, 习题 5)， 


例 2 设 互 = {(z,y) e R?|z? + 如 <1} 是 平面 上 的 闭 圆 盘 . 试 证 , 闭 圆 盘 到 自 
身 的 任何 光滑 映射 : 巨 豆 , 至 少 有 一 个 不 动 点 (即使 得 f(p) = p 的 点 pe 5) 


< 假如 映射 没有 不 动 点 ， 则 对 于 任何 p e 互 恰好 存在 一 条 以 f(p) 为 顶点 
并 且 过 bp 的 射线 , 此 射线 与 圆 盘 互 的 边界 交 于 点 elp) e 9B. 因此 , 得 到 一 个 映射 
5 :万 ,8 万 容易 看 出 , 它 在 圆 的 边界 05 上 是 个 恒 等 映 射 , 而 在 整个 圆 得 上 , 它 与 
映射 f 有 一 样 的 光滑 性 . 现在 我 们 来 证 明 这 样 的 映射 p 不 可 能 存在 . 

在 区 域 R?\ O (去 掉 原 点 的 平面 ) 中 , 我 们 来 研究 一 下 在 $1 例 1 中 已 经 见 到 的 那 
个 形式 w = 二 ce 十 zcy 直接 验证 即 知 dw = 0. 因为 5B c R? \ O, 所 以 当 存 在 映 


T2 


射 p:B 一 88 时, 委 能 得 到 互 上 的 形式 ori 并 且 有 dwp*w = o*dw = 2*0 = 0. 因 
此 据 格 林 公式 就 有 
| wo 一 上 ao 一 0. 
0B B 
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但 是 , p 在 6 上 的 限制 是 恒 等 映 射 , 所 以 


局 i bs: 
但 据 81 例 1, 最 后 这 个 积分 不 是 零 . 所 得 的 矛盾 说 明 上 边 陈述 的 命题 成 立 . > 
当然 , 这 个 命题 对 于 任意 维 数 的 球 B 都 正确 ( 见 例 5)， 此 外 , 它 不 只 是 对 光滑 
映射 正确 , 对 任何 连续 映射 f : 上 -; B 也 正确 .在 这 种 普遍 情况 下 , 它 叫做 布 劳 感 
尔 马 不 动 点 定理 . 


2. 高 斯 - 奥 斯 特 罗 格 拉 德 斯 基 公 式 


格林 公式 把 沿 平面 区 域 边 界 的 积分 与 沿 该 区 域 的 积分 联系 了 起 来 .与 此 类 似 
下 面 我 们 引进 高 斯 - 奥 斯 特 罗 格 拉 德 斯 基 公式 , 它 把 治 着 空间 区 域 边 办 的 积分 与 泊 
者 该 区 域 的 积分 联系 起 来 . 


命题 2 设 尺 3 是 具 坐 标 系 z,yz 的 空间 ; D 是 民 ” 内 的 紧 区 域 , 它 的 边界 是 分 


， 片 光滑 的 曲面 ; P,Q@, RR 是 闭 域 D 上 的 光滑 函数 . 


那么 , 成 立 下 面 关系 
Wl ( 苇 + 字 Ce | + drzdydz 


一 1 Pdy A dz + Qdz Ndr + Rdz A dy 
aD 

高 - 奥 公 式 (6) 的 推 证 , 可 逐步 地 重复 格林 公式 的 推导 ， 当然 要 做 一 些 明 显 的 
改变 . 为 了 使 这 种 重复 不 是 那么 完全 逐 字 逐 句 的 , 我 们 立即 考察 的 不 是 及 中 的 小 立 
方 体 , 而 是 图 89 中 画 的 区 域 D;, 它 是 由 母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 , 以 及 定义 在 同一 个 
区 域 G c R20o, 上 的 分 片 光 滑 函 数 Pb yz 的 图 像 做 成 的 两 个 帼 形 曲 面包 围 而 成 的 区 
域 . 我 们 验证 以 下 的 公式 对 区 域 D, 成 立 


/| ee | RdrAdy. (7) 
P2(T,Y) 
十 /| awe Jf on] oR 
P1(T,Y) Oz 


- 1 | (R(z,Y, p2(2,0)) — RCs, y, p19))) dvdy 
Gr 


—— -// R(x, y, pi1(7, wdrdy+ | R(x,y, Pp2(x,Yy) drdy. 
” : G 


@ 布 劳 威 尔 (L. E. Brouwer) (1881 一 1966), 著名 的 荷兰 数学 家 . 他 的 名 字 与 拓扑 学 的 一 系列 基本 
定理 , 以 及 导致 所 请 直觉 主义 数学 哲学 概念 的 数学 基础 的 分 析 联 系 在 一 起 . 
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图 89 


曲面 $1, Ss 分 别 有 以 下 参数 表示 式 


S15 (BY) > (2 P12,Y)), 
Sa (my) = (my par) 


Si 上 的 曲线 坐标 (z,y) 给 出 的 定向 与 区 域 万 : 诱导 出 的 定 同 是 相反 的 , 而 S$。 上 
的 定向 与 万 , 诱导 出 的 定向 相同 . 因此 , 如 果 把 51 与 5 看 做 是 区 域 万 。 的 用 命题 2 
所 说 的 方式 予以 定向 的 边界 的 部 分 , 那么 , 最 后 那 两 个 积分 (连同 它们 的 符号 ), 可 以 
分 别 理解 为 形式 Rdz 人 dy 沿 S1 及 沿 5 的 积分 . 

柱 面 9S 有 参数 表示 (t,z) 一 > (z(t),y(t),z), 所 以 , 形式 Rdz 人 dy 在 S 上 的 限制 
是 零 , 因此 , 形式 沿 S 上 的 积分 为 零 . 

这 样 , 对 区 域 D,, 关系 式 (7) 成 并 . > 

如 果 定 问 区 域 D 能 分 解 为 有 限 多 个 D, 型 区 域 ， 则 因 在 两 个 这 种 区 域 的 邻接 面 
上 诱导 出 的 定向 相反 , 所 以 , 将 沿 这 些 界 面 的 积分 在 相 加 时 就 抵消 了 , 结果 只 剩 下 了 
沿 原 区 域 万 的 定向 界面 9D 的 积分 . 

因此 , 公式 (7) 对 于 能 分 成 D; 型 区 域 的 区 域 也 正确 . 

类 似 地 , 可 以 引入 区 域 D, 与 Dj, 它们 的 柱 形 界面 的 母线 分 别 平行 于 Oy 轴 与 
Oz 轴 , 并 可 证 明 : 如 果 区 域 D 能 分 解 成 D, 型 或 D; 型 的 区 域 , 则 对 于 D 成 立 以 下 


两 个 关系 式 : 
/// Ddrdyds 和 /| Qdz 人 dz， (8) 
D aD 


/// .三 [| Pay naz z (9) 
GR. 
D aD 


于 是 , 如 果 万 是 简单 区 域 , 即 能 作 D。 型 ,D, 型 ,D, 型 的 每 一 种 分 解 , 那么 , 将 
(7),(8),(9) 三 式 相 加 , 即 得 对 -局 成 立 的 等 式 (6). z 
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根据 在 推导 格林 公式 时 已 经 指出 的 原因 , 我 们 现在 也 不 去 研究 区 域 成 为 简单 区 
域 的 条 件 , 也 不 再 把 已 证 明 的 结果 进一步 的 精确 化 (对 此 可 参看 习题 8 或 第 17 章 85 
的 例 12). 

然而 请 注意 , 用 非 坐 标的 微分 形式 语言 , 可 将 奥 _ 高 公式 表示 成 如 下 形式 : 


he hs” | (6) 
其 中 w 是 区 域 D 上 的 光滑 2- 形式 : 
因为 对 于 立方 体 T= 13 = {(zx,y,z) Ee R30<xzsg1,0<gyg1,0<gz<g1}), 我 们 
已 经 证 明了 公式 (6 小, 所 以 , 它 往 更 一 般 的 区 域 类 的 推广 , 当然 可 借助 公式 (4) 和 (5) 
的 标准 计算 进行 . / 
例 3 阿 基 米 德 定律 . 今 计算 均匀 液体 对 浸入 其 中 的 物体 D 的 压力 所 产生 的 合 
力 . : : 


在 R 中 选取 笛 卡 儿 坐标 使 z,y 平面 与 液体 的 表面 一 致 , 而 z 轴 指 网 液体 的 外 
面 . 设 物体 的 表面 S 的 面积 元 素 为 do, do 的 深度 坐标 为 z, 则 作用 于 do 的 压力 
为 pgzmdo, 其 中 p 为 液体 密度 , 9 是 重力 加 速度 , n 是 曲面 5 在 曲面 元 素 do 处 的 单 
位 外 法 向 量 . 于 是 要 求 的 合力 可 用 积分 


F = / | pgzndo 
< 


表示 . 


设 n= ezcos az + eycosay+ ez cos az， 则 
ndo = eydy A dz + eydz A\ dz + ezdr Mdy 


( 见 82 第 4 段 ) 这 样 , 利用 高 - 奥 公 式 (6) 就 得 到 


F =espg {|[ say rdz + evrg jz 和 t+ezpg [| zdz no 
: S S Ss 
= ezpDg / / | Qdzdydz 十 eypg / / | OQdzdydz + ezDg / | / drdydz 
D z z 


三 五 
= pgV ez, 


这 里 V 是 D 的 体积 , 而 这 表示 P = pgV 是 物体 所 排 开 的 液体 的 重量 . 我 们 得 到 了 
阿 基 米 德 定律 : F = Pe:. 


例 4 利用 高 ~- 奥 公 式 (6), 可 得 以 曲面 9D 为 边界 的 物体 D 的 体积 V(D) 的 


. 220 . 第 十 三 章 曲线 积分 与 曲面 积分 


V(D) -3)/ tnd tade At 


EE 


3.R3 中 的 斯 托 克 斯 公式 


命题 3 设 5 是 位 于 区 域 G CR 内 以 65 为 边界 的 定向 分 片 光滑 紧 二 维 曲 面 ， 
在 G 内 给 定 了 1 一 形式 

: w= Pdz + Wdy + Rdz. 
这 时 , 成 立 下 面 的 关系 式 


上 Purr Qt Ree= || (于 - 妥 ) 


8P DR 0@ BP 
(号 - 戈 )uzAdz ， (2 ) a 


其 中 边界 95 的 定向 取得 与 曲面 9 的 定向 和 谐 . 
(10) 式 的 另 一 种 写法 是 


(10) 


dow= | w (10”) 
SS Os 


4 如 果 C 是 R3 内 由 映射 p : 工 一 C 得 到 的 标准 参数 化 曲面 , 这 里 了 工 是 R? 的 
正方 形 , 那么 , 关于 C 的 关系 式 (10), 从 (4) 的 几 个 等 式 , 并 考虑 到 其 中 对 正方 形 已 
经 被 证 明 且 在 这 些 等 式 中 被 利用 的 格林 公式 , 即 可 推出 . 

如 果 定 向 曲面 S 能 分 解 成 上 述 形式 的 简单 曲面 , 则 可 在 等 式 (5) 中 用 5 代 蔡 
万 推出 , (10) 式 对 于 这 样 的 曲面 也 成 记 . > 

像 前 面 一 样 , 我 们 在 这 里 也 不 去 证 明 , 分 片 光 滑 曲 面 能 做 上 面 所 说 的 分 解 , 等 等 . 

现在 来 看 , 当 用 坐标 记 法 时 , 公式 (10) 的 证 明 是 怎样 的 . 为 了 避 开 实在 是 繁杂 得 
很 的 式 子 , 我 们 只 把 它 的 三 部 分 中 的 第 一 部 分 , 也 是 基本 的 一 部 分 详细 地 加 以 分 析 ， 
而 且 还 作 一 些 简 化 . 这 就 是 , 我 们 用 zl, z2, z3 表示 点 ze R3 的 坐标 , 而 只 验证 


OP OP 
1 2 1 
Pa = | dz A dz + 地- sd Ad ， 
S 


因为 (10) 式 左 端的 其 余 两 项 都 可 类 似 地 讨论 . 为 了 简单 , 我 们 认为 S 是 由 定义 在 D 
中 的 光滑 映射 z = z(t) 得 到 的 , 其 中 D 是 变 元 刀 , 肆 的 平面 R? 中 的 区 域 , 它 的 边 
界 y = 9D 是 一 条 借助 映射 t+ = t(7)(a < r < 6B) 参数 化 的 光滑 曲线 (图 90) 这 时 
曲面 5 的 边界 = 85 可 以 写成 zx = z(t(7)), 其 中 r 在 线段 [a, 8] 上 变动 . 利用 沿 
曲线 积分 的 定义 , 平面 区 域 D 的 格林 公式 以 及 沿 参 数 化 曲面 积分 的 定义 , 依次 得 到 
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/ Orldti Br! dt 
P(r}dr! := i 
/ (sar / 人 (及 dr Be ) oT 
=/ (P(e(O) Br ) d+ P(e) dt? 
Ot2 
0 Or! |] 、,,2 
:J 项 (ze 5 ) - pr (PRr)|e A 
加 OPOr OP or! | 2 
- 1 CE A 
万 
万 。 > 
Pbarapr OP Or' Or! 1 
一 -一 一 一 一 _ 图 90 
//> (2 Oti Ot Ox Ot* Otl ) dAdt 
DD 二 


_ (总归 2] 呈 
Dz2 Ot Bzx3 Ot Jy Ot2 
D 

{9P aa , OP Or) Oe 
Or Ot? Ox3 O12 oti 

Or* Oz? Ox» Or 

D1l Ar2 Nl D2 
-| 丈 Ot Ot -020f Oot! Ot Jl A dt2 

Dz2 Or! Or! Oz* | Br! Or! / 
Bi Ot2 Ott Ot?2 


= (a A dr! + sd A dr! ). 


这 里 的 两 个 点 表示 根据 定义 相等 , 而 惊叹 号 表示 利用 已 证 的 格 
林 公 式 所 作 的 推导 . 其 余 的 都 是 根据 恒 等 变换 . 

这 样 一 来 , 利用 (10') 式 证 明 的 基本 思想 , 我 们 就 能 直接 验证 (不 是 援引 yp*a = 
dp*, 而 是 在 现在 的 情形 下 实际 地 去 证 明 它 ), 公式 (10) 对 于 简单 参数 曲面 确实 成 立 . 
表面 上 我 们 只 对 Pdz 这 一 项 做 了 验证 , 但 显然 对 于 (10) 式 左边 积分 号 下 的 其 余 两 
项 1 一 形式 , 也 可 完全 一 样 地 去 验证 . 


Br dti A dt? 


4. 一 般 的 斯 托 克 斯 公式 


公式 (1),(6),(10) 的 外 表 是 不 同 的 , 可 是 它们 的 非 坐 标记 法 41) (5), (6 (107) 却 
完全 一 样 . 这 使 我 们 有 理由 设想 , 我 们 所 过 到 的 是 某 个 普遍 规律 的 特殊 表现 . 现在 ， 
我 们 很 容易 猜 到 它 . 


命题 4 设 S 是 连同 其 边界 85 都 包含 在 区 域 G C Rn 内 的 定向 分 片 光滑 大 维 
紧 曲 面 , 在 G 内 给 定 了 光滑 (上 一 1) 一 形式 ww 


222 . 第 十 三 章 曲线 积分 与 曲面 积分 
这 时 关系 式 
dw = z 
上 人 he : (11) 
成 立 , 其 中 边界 05 的 定向 , 取得 与 曲面 9 的 定向 和 谐 . 
4 显然 , 一 旦 对 于 维 区 间 / 
天 一 {fz=(z ,2")E RIO<zr <1,1=1,...,k} 


(11) 式 成 立 , 就 能 像 借 助 (4),(5) 的 普通 推理 证 明 斯 托 克 斯 公式 (10') 那样 , 去 证 明 公 
式 (11). 我 们 就 来 验证 , 对 I* 公式 (11) 确实 成 立 . 
因为 在 六 上 ,(k 一 1) 一 形式 w 有 如 下 形式 : 


w= 》 ai(zjdzA Ad 和 AAAdz 
i 


(对 于 i = 1,.… ,大 求 和 , 第 i 项 舍 去 了 微分 dxi). 所 以 只 要 对 每 一 项 单独 地 证 明 (11) 
式 就 行 了 . 设 / / 


/ w=a(r)drl A\...Adri NA...Adr™. 
这 时 ,dw = (Da AAA 人 dzA…Adxzk. 现在 进行 计算 : 
| dw = (DELCQ daa 入 .Adze 
Ik Tk DZ? 


一 、 
一 (人 Da 5 (z)adz 


az1 ,Tl 0, Ttl,... GO A...A dr 人... Adze 


= CD / a(tl,: til, 1, t,t lt)dtt... ,dt*™! 
+(—1)’ | Q(t ,... ,£7 ,0, te ,te 1)dtl...dt*. 
如 同 R* 中 的 1*, 在 这 里 I*-! 是 慨 *-! 内 的 上 一 1 维 方 体 ; 此 外 , 这 里 做 了 变量 替换 
rl =tl,... ,vil= fil pitl ~ 1i,... ,TK 一 [天 一 1 
映射 


I*-!3t= (ti,... , t* 1) ~ (Z , ,TI 1 2 22 一) 三 I*, 


TK 一 1 St 二 = (tl,... ,t* 1) > (ZL 1 0 2 ,2 一 € TE 
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分 别 是 方 体 I* 的 上 界面 局 下 界面 Tio 的 参数 化 表示 , 它们 都 与 Oz* 轴 正 交 . 
这 两 个 面 上 的 坐标 确定 的 定 问 标 架 都 是 el … ,ei_1, eit1,… ,ek, 它 较 民 * 的 标 架 
el ,ek 馈 了 一 个 ei. 界面 il 上 的 器 量 e; 是 天 的 外 法 问 量 ， To 上 的 一 e， 也 是 
I* 的 外 法 问 量 . 把 标 染 ei, e1,… ,ei-1, eit1,"… ,ek 中 的 ei, 逐次 问 后 调换 , 经 ;-1 
次 , 就 变 成 了 R* 中 的 标 架 el,… ,exk. 这 说 明 这 些 标 架 的 定 问 是 否 一 样 , 就 完全 看 
(1)'-! 是 正 还 是 负 . 因此 , 上 面 的 参数 表示 , 给 了 六: 那样 一 种 定 问 , 如 果 给 它 添加 
一 个 矫正 系数 (一 1)i~! 就 与 * 的 定向 和 谐 了 ( 即 当 i 为 奇数 时 , 定 同 不 变 ; 当 i 为 
偶数 时 , 定 问 改变 ). 

用 类 似 的 讨论 就 得 到 , 对 于 界面 To, 取 矫 正 系数 (一 1)', 得 Po 的 参数 表示 给 出 
的 定 问 . 

因此 , 最 后 这 两 项 积分 (连同 它 前 面 的 系数 ) 可 分 别 解释 为 形式 w 沿 着 方 体 I* 
的 面 Ti 及 Tio 的 积分 , 而 To, Ti 取 天 在 其 上 诱导 的 定 同 . 

现在 注意 , 在 区 间 I* 的 其 余 的 每 个 界面 上 , 坐标 x1… ,ZL z+1,.… ,zw* 中 有 
一 个 为 常数 . 因此 , 在 这 个 界面 上 相应 的 微分 恒 等 于 零 . 这 样 一 来 , 在 Tio 和 I! 以 
外 的 所 有 界面 上 , 形式 dw 等 于 零 , 它 沿 这 些 界 面 的 积分 也 等 于 零 . 

这 就 是 说 , 上 边 得 到 的 沿 界面 Po 和 Ti 的 积分 之 和 , 可 理解 为 形式 w 沿 方 体 
I* 的 边界 81* 的 积分 , 6 天 的 定向 与 方 体 产 的 定 问 和 谐 . 


因此 , 公式 
人 dw 一 |, CW 
得 证 , 同时 (11) 式 也 得 证 > 


我 们 看 到 , 公式 (11) 是 牛顿 - 药 布 尼 茨 公式 , 重 积 分 化 为 累 次 积分 的 定理 以 及 
曲面 , 曲面 的 边界 , 定向 , 微分 形式 , 微分 形式 的 微分 和 转移 这 样 的 一 整套 定义 的 续 
果 . 

格林 , 高 - 奥 , 斯 托 克 斯 公式 (1),(6),(10), 是 一 般 公 式 (11) 的 特殊 情况 . 此外， 
如果 把 线段 [a,9] Cc R 上 的 函数 f 解释 成 0 一 形式 w, 而 0- 形式 在 一 定 问 点 处 的 积 
分 解释 为 是 函数 在 这 一 点 上 的 值 , 那么 , 牛顿 - 莱 布 尼 欧 公式 就 能 看 成 是 公式 (11) 
的 最 简单 (但 不 是 推 证 出 来 的 ) 的 形态 . 因此 , 基本 关系 式 (11) 对 一 切 维 数 > 1 都 
成 立 . 

通常 把 公式 (11) 叫做 一 般 的 斯 托 克 斯 公式 . 我 们 在 这 里 摘 引 M. 斯 皮 瓦 殉 的 书 
( 见 文献 目录 ) 中 序言 里 的 一 段 话 , 作为 历史 资料 备 碍 . 

“这 个 定理 的 表述 , 首先 出 现在 威廉 . 汤姆 森 梧 士 (William Thomson; 即 后 来 
的 凯 尔 文 勋 必 Lord Kirven) 1850 年 7 月 2 日 给 斯 托 克 斯 的 信和 末 附 笔 中 .作为 斯 
密斯 奖学金 考试 的 第 八 题 , 它 公 开 出 现 于 1854 年 . 这 个 竞赛 考试 , 每 年 由 剑桥 大 
学 最 好 的 数学 系 学 生 参 加 ,从 1849 年 到 1882 年 斯 托 克 斯 教授 主持 了 它 ; 到 他 去 世 


中 指 的 是 经 典 的 斯 托 克 斯 公式 (10). 
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之 时 , 这 个 结果 就 以 斯 托 克 斯 定理 之 名 而 普遍 地 为 人 所 知 了 . 他 的 同时 代 人 至 少 给 
出 过 三 个 证 明 : 汤姆 森 发 表 了 第 一 个 , 另 一 个 见于 汤姆 森 和 泰 特 所 车 《卓然 哲 学 》 
(Thomson and Tait，Treatise on Natural Philosophy), 麦克 斯 韦 (Maxwel 在 《 电 与 
磁 》 中 又 给 出 了 一 个 证 明 . 此 后 , 有 更 加 广泛 得 多 的 结果 都 用 斯 托 死 斯 的 名 字 命 名 ， 
这 些 结果 在 一 些 数 学 分 枝 的 发 展 中 起 过 突出 作用 . 斯 托 克 斯 定理 对 深入 思考 、 综 
合 、 推 广 的 价值 提供 了 例证 ”. 

我 们 指出 , 形式 的 现代 语言 起 源 于 E. J 嘉 当 吕 , 而 对 于 R" 中 的 曲面 的 形 如 (11) 
的 一 般 的 斯 托 克 斯 公式 , 看 来 首先 是 由 庞 加 莱 提 出 的 . 对 n 维 空间 R"* 中 的 区 域 的 公 
式 , 奥 斯 特 罗 格拉 德 斯 基 已 经 知道 , 而 革 布 尼 茨 写 出 了 第 一 批 微分 形式 . 

因此 , 当时 把 一 般 的 斯 托 克 斯 公式 (11) 叫做 牛顿 一 莱 布 尼 医 一 格林 一 高 斯 一 
奥 斯 特 罗 格 拉 德 斯 基 一 斯 托 克 斯 一 庞 加 羔 公 式 并 个 是 信 然 的 由 上 面 所 说 的 可 以 
知道 , 即便 这 样 写 也 远 没 有 把 它 的 名 称 写 完全 

现在 我 们 利用 这 一 公式 推广 例 2 中 得 到 的 结果 . 

例 5 试 证 闭 球 互 c Rm 到 自身 的 任何 光滑 映射 矿 : B 一 B, 至 少 有 一 个 个 动 


< 假如 映射 f 没有 不 动 点 , 于 是 像 例 2 中 那样 ， 可 以 作 一 个 光滑 映 册 pp:B— 
8B.， 它 在 球面 6 上 是 恒 等 映射 在 区 域 R*\ 0 中 考察 向 量 场 一 一 Frm i (这 里 ”> 是 上 扣 
Zz = (zl ,zm) € 有 Rm\0 的 向 径 ), 以 及 与 这 个 场 对 应 的 流量 形式 


(1)'-liridr A. ‘AdriA. Adr™ 
“2 


+ 二 1 


(参看 82 公式 (8)). 记 球 瑟 = {xz e Rm||z| < 1}, 6B 表示 它 的 边界 . 于 是 这 个 场 w 
通过 球面 沿 外 法 线 方向 的 流量 显然 等 于 球面 698B 的 面积 , 这 说 明 f65w 取 0. 但 是 ,用 
直接 计算 很 容易 验证 , 在 Rm\O 内 dw = 0. 由 此 , 就 像 例 2 那样 , 利用 一 般 的 斯 托 
克 斯 公式 推 知 


| =/ ovo= | dpro= | v= f v0=0 
8B aB B B B 


这 导致 了 矛盾 , 从 而 完成 了 定理 的 证 明 . > 


练习 


1. a) 如 果 将 坐标 系 z,y 变 为 坐标 系 y, z, 问 格林 公式 (1) 是 否 会 改变 ? 
b) 这 时 公式 (1”) 是 否 改变 ? 


中 嘉 当 (Cartan，E. J.) (1869--1951) 杰出 的 法 国 儿 何 学 家 . 
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2. a) 试 证 , 当 函 数 P,Q 在 闭 正方 形 上 连续 , 其 偏 导 数 “一 ,<G 在 正方 形 内 部 连续 , 且 公 式 
1) 中 的 二 重 积分 (即使 作为 反常 积分 ) 是 存在 的 , 刚 公 式 (1) 仍 成 立 
b) 设 万 是 紧 区 域 , 它 的 边界 为 分 片 光滑 曲线 . 试 证 , 对 于 与 a) 类 似 的 假设 下 , 公式 (1) 仍 
有 效 
3. a) 详细 证 明 公式 (2”) 
b) 试 证 , 如 果 紧 区 域 DC BR? 的 边界 由 有 限 多 条 只 有 有 限 多 个 拐点 的 光滑 曲线 组 成 , 则 对 
于 任 一 对 坐标 轴 来 说 , D 都 是 简单 区 域 
c) 车 平面 区 域 的 边界 由 光滑 曲线 构成 , 试问 , 能 否 在 有 2 中 选 出 坐标 轴 , 使 得 这 个 区 域 关于 
它们 是 简单 区 域 
4， a) 试 证 , 如 果 格林 公式 中 的 函数 PQ 满足 se - 页 ~ = 1, 则 区 域 D 的 面积 o(D), 可 用 
公式 o(D) = fs Pdz 十 Qdy 求 得 . 
b) 设 z,y 是 平面 上 的 笛 卡 儿 坐 标 , + 是 平面 上 一 条 曲线 (可 能 不 闭 ). 说 明 积分 /ydz 的 
几何 意义 . 由 此 出 发 , 重新 解释 公式 


o(D)= 人 ydzx 


c) 利用 这 个 公式 求 区 域 D = fc y) ER? | 态 + 上 < | 的 面积 , 以 验证 b) 中 的 公式 


5.。 a) 设 z = z(t) 是 从 区 域 D, C R? 到 区 域 D。cC R2 上 的 微分 同 征 . 利用 问题 4 的 结果 ， 
以 及 曲线 积分 关于 路 径 的 容许 参数 变换 之 无 关 性 , 试 证 : 


/ dz= f [x (t)|at, 
Dz Dt 


其 中 dz = dzx'dz’, dt = dt'dt’,|zx’(t)| = detx’(t). 
b) 由 a) 导出 二 重 积 分 中 的 变量 替换 公式 


/ /oar= | f(z(t))|detz’ (t)|dt. 
Dy D, 


2 
6. 设 f(z,y,t) 是 在 定义 域内 满足 条 件 (2 of af) + (2 ) < 0 的 光滑 函数 ， 这 时 ， 对 于 参 
数 t 的 每 个 固定 值 , 方程 ffz,y = 0 确定 平面 R? 内 的 一 条 曲线 yx. 于 是 在 平面 上 产生 
出 了 一 个 依赖 于 参数 t 的 曲线 族 {y}, 称 用 参数 方程 x = z(t),y = y(t) 给 出 的 光滑 曲线 
六 C 区 ?是 曲线 族 {Yt} 的 包 络 , 如 果 对 于 {Ye} 与 函数 z(t),y(t) 的 公共 定义 域 中 的 任何 值 
to, 点 z(to), y(to) 位 于 对 应 曲线 y.。 上 , 且 曲 线 三 与 4%。 相 切 于 此 扣 . : 
a) 设 x,y 是 平面 上 的 币 卡 儿 坐 标 , 试 证 , 上 面 给 出 的 包 络 函数 z(t),y(t) 应 满足 方程 组 


| gf =0 
到 二 0， 


从 几何 观点 看 , 包 络 本 身 就 是 空间 及 ?3。, ,， 中 的 曲面 f(z,y,t) = 0 在 平面 R2.) 上 的 
射影 的 边界 . 
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b) 设 在 以 zx,y 为 笛 卡 儿 坐 标的 对 面 中 ， 给 定 了 直线 族 
zcosa+ysina — p(a) =0. 
这 里 的 参数 是 极 角 a. 试 指出 参量 p(a) 的 几何 意义 , 并 求 出 当 
p(a) =c+acosatbsina 


时 , 此 曲线 族 的 包 络 , 其 中 a, b,c 是 常数 
c) 高 射 炮 射 出 炮弹 时 , 与 水 平面 所 成 的 角度 p e [0, 7/2], 试 求 其 射程 所 及 的 区 域 
d) 试 证 , 如 果 b) 中 的 函数 p(a) 是 以 2r 为 周期 的 函数 , 则 相应 的 包 络 一 是 一 条 闭 曲线 . 
ej 利用 习题 4, 证 明 d) 中 所 得 的 闭 曲 线 荆 的 长 度 为 


L= f° pl(ajda 


(假定 p(o) € C 
f) 再 证 d) 中 所 得 闭 曲线 三 所 包围 的 区 域 的 面积 o 可 按 以 下 公式 计算 : 


=3/ 要 -的 (ad 
其 中 pa) = 至 (a， 


7. 讨论 积分 凡 Sos(rmm) ds, 其 中 7 为 R2 中 的 光滑 曲线 ,r 为 点 (z,y) < 7 的 向 径 , 7 = In| = 
Vz7T,n 为 y 在 点 (z, 攻 处 的 单位 法 向 量 且 沿 Y 连续 变动 , ds 为 曲线 的 长 度 元 素 . 这 
个 积分 叫做 高 斯 积分 
a) 将 高 斯 积分 写成 平面 向 量 场 V 通过 曲线 > 的 流量 J,(V, nds. 
b) 试 证 , 在 笛 卡 儿 坐 标 z,y 下 , 高 斯 积分 可 据 81 例 1 写成 熟知 的 形式 士 人 
这 里 符号 由 法 向 量 场 n 的 选取 而 定 . 
c) 对 闭 曲 线 y 是 绕 原点 一 次 及 它 所 围 区 域 不 含 原点 两 种 情况 , 分 别 计算 高 斯 积分 . 
d) 试 证 : Cos a, _ dw, 这 里 p 是 向 径 r 的 极 角 ; 并 指出 当 ?+ 为 R? 中 的 闭 曲 线 及 为 
任意 曲线 时 , 高 斯 积分 值 的 几何 意义 . 


8， 当 推导 高 一 奥 公 式 时 , 我 们 曾 认为 万 是 简单 区 域 , 而 函数 P, 8, R 属于 C (万 ， a) 类 . 试 


—ydz 十 zday 
Z2 十 2 
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六 法办 证 明 , 当 万 为 具有 分 片 光滑 边界 的 紧 区 域 , 并 且 P,Q, R € C(D, R), 5 1 
2 中 c C(D,R), 而 三 重 积分 (即便 是 作为 反常 积分 ) 存在 , 则 公式 (6) 全 成 立 
9. | 设 (6) 式 中 的 函数 已 @, RR 还 满足 条 件 + + = = 1 则 可 按 下 述 公 式 计算 区 


域 D 的 体积 V(D): 


V(D) = / Pdy A\ dz + Qdz A dz + Rdzx A dy. 
8D 
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“”b) 设 f(x,t) 为 变量 ze Ds C R?,t E DC 了? 的 光滑 函数 , 且 
of _ {20f .. 0f 
天 = (让 证 )zo 
用 条 件 f(x,t) = 0,t € De (参看 练习 6) 给 出 曲面 族 {5:}, 其 包 络 为 了 zs 中 的 n 一 1 维 
曲面 . 试 写 出 此 包 络 面 所 应 满足 的 方程 组 . 
c) 把 单位 球 上 的 点 取 作 参数 t; 试 在 形 ” 中 找 出 以 上 为 参数 的 平面 族 , 使 它 的 包 络 为 椭 球 面 


d) 试 证 , 如 果 闭 曲面 S$ 是 平面 族 
cos ca (tjZz + cosa2(t)y + cosas(t)z — p(t)=0 


的 包 络 , 其 中 aa, az, as 是 平面 的 法 线 与 坐标 轴 之 间 的 夹 角 , 参数 上 是 单位 球面 S2 C 及 3 
上 的 变 点 , 则 曲面 8 的 面积 o 可 用 公式 o = /2 p(t)do 求 出 ， 
e) 试 证 d) 中 的 曲面 5 所 包围 的 体积 , 可 以 用 公式 


V = 人 p(t)do 


求 出 . 

f) 用 e) 中 的 公式 , 求 出 椭 球 每 十 妇 十 所 < 1 的 体积 , 以 检验 这 一 公式 . 
g) 与 dj,e) 中 的 公式 在 n 维 空间 中 的 类 似 的 公式 是 怎样 的 ? 

10. a) 利用 高 - 奥 公 式 验证 场 已 通过 曲面 5S 的 流量 等 于 它 通过 球面 jz| = e 的 流量 , 这 里 
r 是 点 x € 及 3 的 向 径 , 7 = |r|, 8 为 与 球 同 胚 且 包含 坐标 原点 的 光滑 曲面 , s > 0 为 充 
分 小 的 数 . 

b) 证 明 a) 中 所 说 的 流量 等 于 47. 

c) 将 高 斯 积分 [s cat mds 解释 为 场 所 通过 曲面 9 的 流量 

d) 分 别 对 原点 含 于 紧 区 域 D C R3 内 及 在 区 域 之 外 两 种 情况 , 计算 沿 紧 区 域 D 的 边界 的 
高 斯 积分 . 

e) 比较 习题 7 和 10a)-d), 指出 ” 维 高 斯 积分 和 相应 的 向 量 场 是 怎样 的 ? 给 出 问题 a) 一 d) 
的 相应 的 n 维 提 法 , 并 予以 验证 . 

11. a) 试 证 , 当 作 用 在 闭 刚性 曲面 5 C R3 上 的 压力 分 布 均匀 时 , 曲面 保持 平衡 (根据 静 力 学 
原理 , 问题 归结 为 验证 等 式 


[fo rm 


这 里 n 为 单位 法 向 量 , 7 为 向 径 , [r,m] 为 7 与 7 的 同 量 积 ). 

b) 体积 为 Y 的 固体 , 完全 沉没 在 比重 为 1 的 液体 中 . 试 证 , 液体 在 物体 上 的 压力 的 全 部 静 
力学 效应 可 归结 为 一 个 大 小 等 于 V 的 力 下 , 其 方向 竖 直 向 上 , 并 作用 在 物体 所 占 区 域 的 
质心 上 . 
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12. 设 T: * 一 DC R" 是 区 间 产 C R* 到 空间 R" 的 区 域 D 中 的 光滑 映射 (但 不 一 定 同 胚 )， 
D 中 定义 了 一 形式 w. 与 一 维 情形 类 似 , 称 映射 为 一 道路 , 并 按 定义 令 [w= 三 Puw. 
考察 一 般 斯 托 克 斯 公式 的 证 明 , 并 确认 它 不 仅 对 上 维 曲 面 正 确 , 对 于 有- 道路 也 正确 . 

13. 利用 一 般 的 斯 托 克 斯 公式 , 用 归纳 法 证 明 重 积分 中 的 变量 替换 公式 (证 明 的 原则 , 已 在 练习 
5, a) 中 指出 了 ). 

14. 重 积 分 中 的 分 部 积分 法 . 

设 D 是 民 ”中 的 具 正 则 (光滑 或 分 片 光滑 ) 边界 面 的 有 界 区 域 , 边界 面 由 外 单位 法 向 量 
nn 二 (nn ,… ,mn") 定 同 . 
设 f,g 是 D 中 的 光滑 函数 . 
a) 试 证 


ffa= fn do. 
b) 试 证 以 下 分 部 积分 公式 : 


/enom= 上 fon'do — 人 (aojd 
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81 向 量 分 析 的 微分 运算 


1. 数量 场 与 问 量 场 

在 场 论 中 研究 那样 一 些 函数 z 一 T(z), 它们 使 对 区 域 中 的 每 个 固定 扣 x, 有 一 
个 特定 的 叫做 张 量 的 对 象 T(x) 与 之 对 应 . 如 果 在 区 域 D 上 给 定 了 这 样 的 函数 , 就 
说 在 D 上 给 出 了 一 个 张 量 场 . 我 们 在 这 里 不 打算 给 张 量 下 定义 一 一 在 代数 及 微分 
几何 中 将 研究 它们 . 我 们 仅 指 出 , 数值 函数 D 3 zx 上 f(x) e 及 ， 以 及 癌 量 咒 数 


R"*OD3rPE Vr) ETRI OTR 
都 是 特殊 的 张 量 场 , 并 分 别 叫做 数量 场 与 向 量 场 (这 些 术语 我 们 早 束 用 过 ) 
D 中 的 微分 p- 形式 w 是 函数 / 
R* DO D3 wr) EL((R")?,R) 
可 以 称 之 为 区 域 D 中 的 p 一 次 形式 场 . 这 也 是 特殊 的 张 量 场 . 


在 这 里 , 我 们 最 为 关心 的 是 定向 欧 氏 空间 R" 中 的 数量 场 与 向 量 场 . 这些 场 在 
许多 应 用 分 析 数 学 的 自然 科学 中 起 着 重要 作用 . 


2. R3 中 的 向 量 场 与 形式 


我 们 知道 , 在 具有 数量 积 ( ， ，) 的 欧 氏 向 量 空间 R3 内 , 在 线性 函数 A : R” 一 民 
与 向 量 A ec R3 之 间 , 有 一 个 对 应 关系 , 它 使 每 个 这 样 的 函数 具有 4(6) = (4,é&) 的 
形式 , 这 里 4 是 到 3 中 完全 确定 的 向量 . 
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如 果 空 间 还 是 定向 的 , 那么 , 每 个 双 线 性 函数 B : R3 x R3 一 及 , 就 可 唯一 地 与 成 
B(&1,&2) = (B,&1,&2) 的 形式 , 这 里 B 是 R3 中 某 个 完全 确定 的 向 量 , 而 (B, &1,é&2) 
照常 是 表示 向 量 B,&1,&2 的 混合 积 , 或 者 说 它 是 这 些 同 量 的 体积 形式 的 值 . 

因此 , 在 定向 欧 氏 空间 R? 内 , 对 于 其 每 个 向 量 , 能 用 上 面 所 说 的 方法 联系 上 一 
个 线性 形式 或 双 线 性 形式 , 而 给 定 线性 形式 或 双 线 性 形式 , 就 等 价 于 在 R3 中 给 出 相 
应 的 同 量 . 

如 果 在 R3 内 有 数量 积 , 则 在 任 一 切 空间 TR3 中 , 也 以 目 然 的 方式 产生 出 内 积 . 
我 们 记得 , TR3 由 附 于 点 ze R3 处 的 向 量 组 成 , 而 R 的 定 问 确定 了 每 个 空间 TR 
的 定 问 . 

因此 , 如 果 在 TR3 内 给 出 1- 形式 wi(z) 或 2- 形式 w2(z), 则 在 上 面 的 条 件 下 ， 
这 就 等 价 于 在 TR3 内 给 出 了 与 形式 wl(z) 对 应 的 向 量 4(z) < TR3, 或 给 出 了 与 形 
式 w2(z) 对 应 的 同 量 B(x) € TRS. 

于 是 , 在 定向 欧 氏 空间 R3 的 区 域 D 内 给 出 1 一 形式 wi 或 2- 形式 w2, 等 价 于 
在 DD 中 给 出 与 这 些 形式 对 应 的 问 量 场 4 或 B. 

这 个 对 应 可 由 下 面 的 式 子 明确 地 表示 出 来 


wa(Z)(E) = (A(7), é) (1) 
wh (7T)(é1, €2) 一 (B(x), &1, €2) z / (2) 


其 中 A(z), B(7), &， &1, &2 和 TD:. 
我 们 已 见 过 为 我 们 所 熟悉 的 向 量 场 4 的 功 形式 w! = wu, 及 向 量 场 B 的 流量 


形式 w? = ws 
数量 场 f : D 一 及 可 用 下 述 方法 使 万 内 的 0- 形式 或 3- 形式 与 之 对 应 : 
wf =f, (3) 
wr = fdV, (4) 


其 中 dy 是 定向 欧 氏 空间 Ra 内 的 体积 元 素 (体积 形式 ) 
根据 对 应 关系 (1) (4), 形式 的 运算 有 确定 的 向 量 场 或 数量 场 的 运算 与 之 对 应 . 
不 久 就 会 清楚 , 这 种 看 法 在 技术 上 非常 有 用 


命题 1 同 次 形式 的 线性 组 合 , 与 这 些 形 式 所 对 应 的 场 的 线性 组 合 相对 应 . 
< 命题 1 成 立 是 明显 的 事 . 然而 , 我 们 还 是 以 1- 形式 为 例 , 写 出 完整 的 证 明 : 
QI1WA) 十 Q2W A, 一 Ql (Al, -) 十 Q2 (A, ) 
一 (Qi1 Al 十 Q242>， ) 一 wa A ta Az: > 


由 证 明 可 见 , 可 以 把 aa 及 as 看 成 是 定义 在 给 定 的 形式 或 场 的 定义 域 D 内 的 
函数 (不 必 是 第 数 ) 


81 和 问 量 分 析 的 微分 运算 . 231 ， 


为 了 写 起 来 简单 , 我 们 用 A .B 及 A x B 表示 R3 内 的 向 量 4,B 的 数量 积 与 
回 量 积 ; 以 前 它们 是 用 ( ，) 及 [| ，|] 表示 的 . 


命题 2 设 A,B,Al, As 是 欧 氏 定向 空间 及 3 内 的 向 量 场 , 则 有 


1 1 __,,l 
Ai 人 WwW A, WA XA2) (5) 


WA MWB = WA.B: (6) 


换 句 话说 , 对 由 场 41, 4 产生 的 1- 形式 的 外 积 有 这 些 场 的 同 量 积 4A; x 4> 与 
之 对 应 , 因为 正 是 这 个 向 量 积 产生 所 得 的 2 一 形式 . 

同样 , 对 由 向量 4, B 分 别 产 生 的 1- 形式 wa 与 2- 形式 w2 的 外 积 , 有 这 些 场 
的 数量 积 4. B 与 之 对 应 . 

4 在 了 3 内 固定 一 个 正 交 标准 基底 及 与 之 相应 的 笛 卡 儿 坐 标 zl, z2,z3. 

在 第 卡 儿 坐标 下 


wafzj(E) = A(z)- -> A'(z)é’ -> A' (zr)dz’( 


即 
wh = A'dzx' + A?dz” + A dx”, (7) 

及 

BI(z) B*(x) B*(z) 

wh(é1é2)=|td & 6& 
2 2 6 
= (Bl(z)jdz2 Adz3 + 2(z)dz3 A dr! + BS(z)dr! A dz’)(é1,é2), 

即 


wu2 = Bldr?* A dx’ + B*dr* Adz 十 Badzr A dx’. (8) 
因此 , 在 笛 卡 儿 坐 标 下 , 考虑 到 (7) 式 与 (8) 式 就 得 到 
wh, Awa = (Aldz! + 4idz2 + 4idz3) A(43dz: + 42dz + A2dz") 
= (4243 — 4342)dz2 Adzs + (ATA3 — AiA3)dr” Adx 
十 (4 了 .43 一 4142)dz- Adzx* = Ww 多， 
其 中 B= Ai x As. 


在 证 明 中 使 用 坐标 , 只 是 为 了 求 与 2- 形式 对 应 的 向 量 B, 其 实 等 式 (5) 本 身 与 
坐标 并 没有 什么 关系 . 
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类 似 地 , 将 (7) 式 与 (8) 式 相 乘 , 就 得 到 


AAA 如 =(4BI+4282 二 4353)dzlAdz2Aadz3 = wp， 

在 笛 卡 儿 坐 标 下 , dz! 人 dz? 和 dz3 是 R3 内 的 体积 形式 , 而 在 体积 形式 前 面 的 括 

与 里 , 辣 量 4, B 的 坐标 的 两 两 乘积 之 和 是 位 于 定义 域 的 相应 点 x 处 的 这 两 个 向 量 
A(z),B(z) 的 数量 积 . 由 此 推 知 p(z) = A(z): B(z). > 


3. 微分 算 子 grad,rot,div 及 六 


定义 1 定向 欧 氏 空间 了 R3 中 , 0- 形式 (函数 ), 1- 形式 , 2- 形式 的 外 微分 分 别 
与 求 数量 场 的 梯度 (grad), 向 量 场 的 旋 度 (rot) 与 散 度 (div) 的 运算 相对 应 , 它们 分 
别 定 义 如 下 : 


dwrf 一 ， Wgradf’ (9) 
dwAa tk Wrot Ai (10) 
dwB 一 wdivB (11) 


根据 由 等 式 (1) 一 (4) 建立 的 形式 与 R? 内 的 数量 场 及 向 量 场 之 间 的 对 应 关系 ; 
关系 式 (9) 一 (11) 分 别 是 作用 于 数量 场 及 辐 量 场 的 运算 grad, rot 及 div 的 正确 定义 . 
这 些 运 算 , 或 通常 说 的 场 论 中 的 算 子 , 都 是 作用 于 形式 的 某 个 外 微分 运算 , 只 不 过 它 
们 作用 于 不 同族 数 的 形式 上 罢了 . 

我 们 现在 就 写 出 这 些 算 子 在 R3 空间 的 第 卡 儿 坐 标 zl,z2,z3 下 的 明显 形式 来 . 

我 们 已 经 知道 , 在 这 种 情况 下 


wf = / (3 ) 
一 4dz 十 42dz + AVdz’, (7’) 
ws = Bldr? A dr + Bdr* A dx! + BYdr! A dx’, (8’) 
wp = pdrx! A dx? 和 dz3. (4") 
因为 
werad f :二 du = df = de 十 der’ 十 局 da 


所 以 由 (7') 得 知 在 此 坐标 下 


af 96f 9f 
Bl + e2 D3 + e338’ (9) 


这 里 ee es 是 Ra 内 固定 的 正 交 标准 基底 


gradf = el 
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因为 
wo2 a := dwy = d(Aldr! + A*dr’ 十 43dz3 

943 084 ». ,3 /8A! 64 

( 族 - 2) A dz +( 遍 - 了 一 六 3 ) dn A dr 

8A? 864 
(2 一 D7 5 ) or A dz” 
所 以 由 (8') 式 得 知 , 在 笛 卡 儿 坐 标 下 
943 842 A! 804 942 084! ， 
ot4=ea( 率 -这 )+o( 训 -下 )+o( 丰 - 论 ) (10) 


为 了 便于 记忆 , 我 们 经 常 把 上 式 与 成 如 下 符号 形式 .: 


el €» ea3 
D 0 90 
Bzl Dr2 Or3| 
Al A A3 


rot.A = (10”) 


另外 , 因为 


w3 pp := dws = d(Bidr? Adzr? + B2dz Ad + Bdr' Adz 
一 (3 十 0 十 De ) dzx! Adz A dx”, 
所 以 由 (4') 推 知 在 答 卡 儿 举 标 下 
1 2 3 
divB = TT + + (11”) 
由 上 面 得 到 的 公式 (9), (10), (11 看 到 , grad,rot 与 div 都 是 线性 微分 运算 ( 算 
子 ). 算 子 grad 定义 在 可 微 数量 场 上 , 并 把 它们 对 应 到 向 量 场 . 算 子 rot 也 是 向 量 值 
的 , 但 它 定 义 在 可 微 向 量 场 上 . 算 子 div 定义 在 可 微 向 量 场 上 , 但 它 的 值 域 是 数量 场 . 
请 注意 , 在 其 他 坐标 下 , 这 些 算 子 的 表达 式 , 一 般 说 来 , 将 与 上 面 得 到 的 在 笛 卡 
儿 坐 标 下 的 表达 式 不 一 样 . 关于 这 些 问 题 , 在 本 节 第 5 段 我 们 还 将 讨论 . 
还 要 注意 , 向 量 场 rot 4 一 般 叫 做 4 的 旋 量 , 4 的 旋 量 场 或 旋转 量 场 . 在 最 后 
这 种 情形 , 有 时 代替 记号 rot4 用 记号 curl4. 
作为 应 用 上 边 所 考察 的 算 子 的 例子 ， 我 们 用 这 些 算 子 写 出 著名 的 9 考 克 斯 书 方 
程 组 @. 这 个 方程 组 把 电磁 场 分 量 看 作 空间 点 x = (zl z2,z3) 和 时 间 t 的 函数 , 刻 
画 了 它们 的 状态 . 


四 关于 这 一 点 , 著名 的 美国 现代 物理 学 家 及 数学 家 费 因 曼 (R. P. Feynman, 1918 一 1988) 在 其 物 
理 讲义 中 以 其 特有 的 气质 写 道 : “在 人 类 历史 中 (比如 说 , 一 万 年 内 ),19 世纪 最 重要 的 事件 无 颖 是 
麦克 斯 书 电 磁 定 律 之 发 现 . 以 这 一 重要 科学 发 现 为 背景 ， 同一 个 十 年 内 的 美国 国内 战争 , 就 显得 不 
过 是 一 个 很 小 的 州 际 事件 办 了 ”. 

所 麦克 斯 韦 (D. K. Maxwell) (1831 一 1879) 一 一 著名 的 苏格兰 物理 学 家 ， 创立 了 电磁 场 的 数学 理 
论 , 他 还 以 研究 气体 动力 学 理论 , 光学 及 力学 等 而 著称 . 
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例 1 (真空 中 电磁 场 的 麦克 斯 韦 方 程 组 ) 


(1) divE = £; (2) divB = 0; 
E0 

(12) 
2 1 090k 

(3) roth=—— ; (4) rotB = 这 二 十 2 Bi 
其 中 p(x,t) 是 电荷 密度 的 ij(z,t) 是 电流 密度 问 量 (关上 
位 面积 之 流动 速度 ), E(x,t) 及 B(x,t) 分别 是 电场 与 磁场 强度 网 量 , so 及 c 是 有 量 
纲 的 常数 (其 中 ec 是 真空 中 之 光速 ). 


在 数学 文献 中 , 尤其 是 物理 文献 中 , 所 谓 哈 密 顿 符号 向 量 微分 那 不 拉 算 子 (哈密 
顿 包 算 子 ) 
Br! 5 十 es (13) 
与 上 面 引 入 的 算 子 grad,rot,div 同样 有 广泛 应 用 , 其 中 {ei,e2,e3} 是 R3 的 正 交 基 
展 , 而 zx1, xz?, zx3 是 在 及 3 内 与 之 相应 的 币 卡 儿 坐 标 . 
按 定义 , 算 子 V 作用 于 数量 场 f( 即 作用 于 函数 ) 就 得 疝 量 场 


0 
Vf = el1sT of tot+esih 


这 与 场 (9') 一 致 , 亦 即 , 在 梯度 的 各 种 表示 法 中 , 用 那 不 拉 算 子 表示 是 最 简单 的 
然而 , 哈密 顿 利用 了 算 子 Y 写法 的 向 量 结构 , 模仿 向 量 的 代数 运算 , 提出 了 它 
的 形式 运算 系统 
在 讨论 这 些 运算 之 前 , 我 们 指出 , 在 运用 算 子 V 时 , 必须 坚持 在 运用 微分 算 子 
D = 全 时 所 坚持 的 那些 原则 并 如 守 在 运用 借 分 重子 二 为 更 错误 所 必 
须 遵守 的 规则 . 例如 pDf 等 于 p 和 ,而 不 是 到 (ep 用 由 不 是 /ac 2 . 这 就 是 说 , 算 子 


苹 作 用 于 其 左 方 的 那个 量 上 ; 左边 的 乘 式 起 的 是 系数 的 作用 , 即 pD 是 个 新 的 微分 算 


加 op d /ad 
子 p 卫 ， 而 不 是 个 函数 一 . 此 外 ，D? = D.D, 即 D2f = D(Df) = 所 (二 中 = 
a2 


dzx2 


ve 2 +e, 


现在 如 果 照 哈密 顿 那样 把 Y 看 成 是 在 笛 卡 儿 坐 标 下 给 定 的 网 量 场 , 那么 , 比 
较 (13),(9), (10”) 及 (11) 请 陈 融 得 


gradf = Vf, (14) 
rotA=Yx A, (15) 
divB=Y.:.B. (16) 


@ 险 密 顿 (Y. P. Hamilton) (1805 一 1865), 著名 的 爱尔兰 数学 家 及 力学 家 , 他 陈述 了 变 分 原理 ( 哈 
密 顿 原理 ), 创立 了 几何 光学 理论 ; 他 还 是 四 元 数理 论 的 创始 人 及 向 量 分 析 的 鼻祖 (顺便 指出 , 癌 量 
这 个 术语 是 他 首先 使 用 的 ). 
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这 样 就 把 算 子 grad，rot，div 用 哈密 顿 算 子 及 R3 中 的 向 量 运算 写 了 出 来 . 


例 2 在 麦克 斯 韦 方程 组 的 写法 (12) 中 ， 只 用 了 算 子 rot 及 div. 利用 对 算 子 
V = grad 所 说 的 使 用 原则 , 可 将 麦克 斯 韦 方程 组 写成 下 面 的 形式 : 


() VE=£; (2) .B=0; 
0 


oB 7 1 oF 
(3)Y x Ot (WVxB pp 


4. 回 量 分 析 的 一 些微 分 公式 


在 欧 氏 定向 空间 Rs 中 , 我 们 曾 建立 了 形式 与 数量 场 、 向 量 场 之 间 的 联系 (1) 一 
(4). 这 就 使 得 形式 的 外 积 和 微分 能 够 与 场 的 相应 的 运算 对 应 起 来 (参看 公式 (5),(6) 
及 (9)-(11)). 

利用 这 些 对 应 可 以 得 到 向 量 分 析 的 一 系列 基本 微分 公式 
例如 , 以 下 诸 关系 式 成 立 ; 


(12 ) 


rot(fA)= frotA— A x gradf, (17) 

div(f A) = A.gradf + fdivA., (18) 

div(A x B)= B.rotA ~ A.rotB. (19) 
“< 我 们 来 验证 最 后 这 个 等 式 : 


wdivAxB 一 dwWAxB =d (wa 人 \wB) 一 dwa 人 WB 一 WA 和 人 dwB 
一 wiot A 人 WB wA 和 人 wtB 一 wE.rot A 和 WA.rotB 
一 wh.rot A A.rotB: 
前 两 个 式 子 可 类 似 地 去 验证 . 当然 , 所 有 这 些 等 式 , 都 能 用 关于 坐标 微分 的 办 法 
直接 验证 . w 
如 果 注 意 到 , 对 于 任何 形式 w 有 du = 0， 所 以 , 还 能 断定 成 并 以 下 的 等 式 : 
rot gradf = 0, (20) 
div rot A =0. (21) 


< 实际 上 


2 Q 2 0 
Wrot gradf 一 dsradf 一 d(dwr?) =d Wf 一 0, 


3 2 1 2 1 _. 
(Waiv rotA 一 dWrot A 一 d(dwa) 一 WA 一 U. 
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在 公式 (17) 一 (19) 中 , 算 子 grad,rot,div 被 应 用 了 一 次 , 而 在 (20) 及 (21) 式 中 
研究 的 是 二 阶 算 子 , 它们 是 逐次 作 三 个 原始 运算 中 的 两 个 运算 得 到 的 . 除了 (20) 及 
(21) 式 引 进 的 运算 外 , 还 可 讨论 这 些 运 算 的 如 下 组 合 形 式 : 


grad div A,rot rot A,div grad f. (22) 


我 们 看 到 , 算 子 div grad 是 施 于 数量 场 上 的 . 这 个 算 子 用 字母 A(“Delta”) 表示 ， 
称 之 为 拉 普 拉 斯 算 子 中 ,或 调和 算 子 . 
由 公式 (9), (11) 推 知 , 在 符 卡 儿 举 标 下 ， 
0° of o°f 
Af | O(z1)? + D(Z2)2 十 O(T3)2 
因为 算 子 A 作用 在 数值 函数 上 , 所 以 我 们 可 以 把 它 施 于 癌 量 场 4 = el41 十 
e242 + e343 诸 坐 标 分 量 上 , 这 里 eli,ez,es 是 有 3 的 正 交 标准 基 . 在 这 种 情况 下 ， 


(23) 


AA=elAA!' + es AA’ + esAAh’. 


注意 到 最 后 这 个 等 式 , 对 于 (22) 式 中 列 出 的 那 三 个 二 阶 算 子 , 可 得 下 面 的 关系 
式 : 
rot rot A = grad divA — AA., (24) 
我 们 不 去 证 明 这 个 式 子 (参看 练习 2). 在 任意 的 , 不 必 正 交 的 坐标 系 中 , 等 式 (24) 可 
作为 A4 的 定义 . 
利用 向 量 代数 的 语言 以 及 公式 (14) 一 (16), 所 有 二 阶 算 子 (20) 一 (22) 都 能 用 哈 
密 顿 算 子 V 表示 出 来 : 


rot gradf =V x Vf=0, 
div rotA=V.(Vx A)=0, 
grad divA = V(V . A). 

rot rotA=Y x (Vx A), 
div grad =Y.:.VIf. 


从 向 量 代数 的 观点 看 , 这 些 算 子 中 的 前 两 个 等 于 和 零 是 非常 旦 然 的 事 . 
最 后 那个 等 式 说 明 , 在 哈密 顿 算 子 V 与 拉 普 拉 斯 算 子 A 之 间 , 有 一 种 简单 关 
系 : 
A = YY*. 
@ 拉 普 近 斯 (P. S. Laplace) (1749 一 1827) 著名 的 法 国 天 文学 家 、 数 学 家 及 物理 学 家 , 他 在 天 体力 
学 、 概 率 的 数学 理论 、 实 验 物 理 及 数学 物理 的 发 展 中 做 出 了 重大 页 献 
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“5. 曲线 坐标 下 的 向 量 运 算 


a. 球面 zz+y2 +z2 = a2 在 球 坐 标 下 的 方程 R = a 特别 简单 ; 与 此 例 类 似 , R (或 
RR") 中 的 向 量 场 z 一 4(z) 也 常 在 某 一 ( 异 于 笛 卡 儿 坐 标 系 的 ) 坐标 系 中 , 具有 最 简 
单 的 记 法 . 所 以 我 们 现在 希望 找到 一 个 公式 , 根据 它 , 能 在 足够 广泛 的 一 类 曲线 坐标 
下 , 求 出 gradirot 及 div 的 表示 式 . 

但 是 首先 应 当 弄 清楚 , 场 4 的 坐标 表示 应 怎样 理解 . 

我 们 从 能 说 明 问 题 特点 的 两 个 启发 性 的 例子 入 手 . 


例 3 设 在 欧 氏 平面 R? 上 取 笛 卡 儿 坐标 x1, xz?. 当 我 们 说 在 R? 中 给 定向 量 场 
(41, 4A?2)(z) 时 , 就 是 指 在 每 点 x = (z1,z?) e R? 处 , 给 出 了 一 个 向 量 4(z) < TR2; 它 
在 由 坐标 方向 的 单位 向 量 el (zj,ez(z) 构成 的 基底 下 , 具有 分 解 式 

A(z) 一 4 (zjel (Z) 十 A’*(z)e» (Z) 
(图 91). 在 现在 的 情况 下 , 空间 TR2 的 基底 {e1(z), ez(x)} 实际 上 与 点 z 无关. 


e2 (72) A 


e 
2 el(2Z) 


例 4 仍 在 平面 RR? 内 讨论 . 当 给 出 极 坐 标 系 (r op) 时 , 在 每 点 re Rz\O 也 可 
取 坐 标 方向 单位 向 量 el(z) = er(zj,ez(z) = eo(z) (图 92) . 它们 也 组 成 了 TR2 内 
的 基底 我 们 也 能 把 场 4 的 从 点 z 出 发 的 向 量 4(z), 按 这 组 基底 进行 分 解 


4(z) = Al(z)ei(z) 十 A’* (zx)e2(7). 


这 时 当然 把 函数 序 对 (41, 4?)(z) 看 作 是 场 4 在 极 坐 标 下 的 表示 . 

因此 , 如 果 (41, 42)(z) = (1,0), 那么 这 就 是 R? 中 从 原点 出 发 , 指向 径 同 方 同 的 
单位 向 量 场 

场 (4A!, 42)(z) = (0,1) 是 将 上 面向 量 场 中 每 个 向 量 , 沿 道 时 针 方 向 旋转 5 而 得 
的 向 量 场 . 

虽然 它们 的 坐标 分 量 都 是 用 常数 表 出 的 , 但 它们 并 不 是 及 2 内 的 常 向 量 场 . 问题 
全 在 于 从 一 点 过 渡 到 另 一 点 时 , 场 中 的 向 量 与 据 以 分 解 的 基底 同步 地 改变 . 
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显然 , 这 些 场 在 笛 卡 儿 坐 标 下 的 表达 式 的 坐标 分 量 完全 不 是 常量 . 另 一 方面 , (由 
一 个 向 量 平行 移 至 平面 上 每 个 点 构成 的 ) 真正 的 常 同 量 场 , 它 在 篆 卡 儿 坐 标 下 的 分 
量 是 常量 , 但 在 极 坐标 下 , 它 的 分 量 却 是 变量 . 

b. 在 做 了 这 些 带 启发 性 的 探讨 后 , 现在 来 研究 更 形式 化 的 曲线 坐标 系 下 的 向 量 
场 问 题 . 

首先 注意 , 区 域 D c R3 中 的 曲线 坐标 系 妇 , 如 ,如 . 欧 氏 参数 空间 Ri 的 区 域 DD 
到 区 域 D 上 的 微分 同 胚 yp : D, 一 卫 , 由 于 它 , 每 个 点 z = p(t) e D 都 获得 了 目 己 的 
对 应 点 te Ps 的 笛 卡 儿 坐 标 刀 , 刀 , 妇 作为 自己 的 曲线 坐标 . 

因为 p 是 微分 同 胚 , 所 以 切 映 射 p'(t) : TR3 一 TR3_ ww 是 向 量 空间 之 间 的 同 
构 . 空间 TR; 内 的 标准 基底 &1(t) = (1,0,0),é2(t) = (0,1,0),é&3(t) = (0,0,1) 对 应 到 
空间 TR3_,() 中 , 由 坐标 方向 向 量 &(z) = or(D6t(b = ,i = 1,2,3 构成 的 基 
底 . TR3 中 的 任意 向 量 4(z) 关于 这 组 基底 的 分 解 式 


A(T) 一 al6l(Z) 十 ago(Z) + 03é3(7), 
对 应 着 向 量 A(t) € (o)-L4(z) 关于 TR3 中 的 标准 基底 &1(t), 2(t),é3(t) 的 分 解 式 
A(t) = a1éi(t) + Qa2é€2(t) + a3é3(t) 


(它们 的 分 量 ai, aa, as 是 一 样 的 !) 当 R3 中 没有 网 氏 结构 时 , 这 组 数 ai, az, as, 天 
于 所 考察 的 曲线 坐标 系 , 就 成 了 向 量 4(z) 的 最 自然 的 坐标 表示 

c. 然而 , 这 样 的 坐标 表示 , 与 我 们 例 4 中 的 约定 不 完全 符合 . 问题 在 于 与 TR? 内 
标准 基底 &1(t),é€2(t), &3(t) 对 应 的 空间 TR3 中 的 基底 &1 (zx),é2(7),&3(7). 虽然 是 由 
淮 标 方向 向 量 组 成 的 , 却 未 必 是 由 单位 向 量 组 成 , 亦 即 , 一 般 来 说 , (&;,&;)(z) 天 

现在 我 们 来 研究 在 R3 内 存在 欧 氏 结构 的 情况 , 从 而 在 每 个 空间 TR3 内 也 存在 
欧 氏 结构 . 

因为 y(t) : TR} -TR3_ ,是 同 构 映 射 ， 所 以 对 于 TR 内 的 任意 一 对 向 量 
T1,T2 € TR3, 令 (71,72) := (pp'T71,9'T2) ， 即 可 把 空间 TR3 的 欧 氏 结构 转移 到 TRz 
中 . 特别 地 由 此 我 们 就 得 到 向 量 长 的 平方 的 表达 式 : 


(rr) := (P(t)T, p(T) = (你 [人 ri ) 


-〈 功 2 ) (7 7 = (Ei EN ETT = gi;(t)dt’(T)dt (7). 


二 次 形式 
ds2 = gi;(t)dt'dt’, (25) 


它 的 系数 是 标准 基底 向 量 的 两 两 数量 积 , 并 且 它 完全 确定 了 TR? 内 的 数量 积 . 如 条 
在 某 区 域 D, c R3 内 的 每 一 点 上 给 出 了 这 个 形式 , 那么 , 如 从 几何 所 知 , 就 说 在 这 区 
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域 上 给 出 了 黎 要 度量 . 依旧 是 在 空间 R3 的 直线 坐标 贡 ,&,3 下 , 黎 曼 度量 能 在 每 个 
切 空 间 TR3(t e Di) 内 引入 目 己 的 欧 氏 结构 , 它 对 应 于 区 域 D; 据 同 欧 氏 空间 了 3 内 的 
“ 寓 壬 ” 鹃 入 o: Di 一 DD. 

如 果 向 量 &;(z) = obei( = (0),i = 1,2,3, 在 TR3 内 正 交 , 则 当 i 关 7 了 时， 
gij(t) = 0. 这 就 是 说 我 们 遇 到 的 是 三 正 交 坐标 网 . 按照 空间 TR3 中 的 术语 说 , 这 就 
表示 , 作为 标准 基底 的 向 量 &;(t)(i = 1,2,3), 按 TR3 内 的 数量 积 二 次 型 (25) 的 意义 ， 
是 正 交 的 . 为 了 简单 , 后 面 我 们 将 只 讨论 三 正 交 曲线 坐标 系 . 对 于 这 种 坐标 系 , 我 们 
已 经 看 到 , 二 次 形式 (25) 具有 下 面 特定 形式 : 


ds? = E(t){dti)? + Ez(t)(dt2)? + Es(t)(dt3), (26) 


其 中 Eilt) = gii(t), i = 1,2,3. 


例 5 在 欧 氏 空间 R3 的 笛 卡 儿 坐 标 (z,y,z), 柱 坐 标 (7, pp,z) 及 球 坐 标 (R, yp, 909) 
下 , 二 次 形式 (25) 分 别 为 


ds” = dz + dy’ + dz” (26’) 
— dr*+ridp’ 十 dz z (26”) 
= dR? + R? cos dy + R*d0”. (26"") 


因此 , 这 三 种 坐标 系 在 各 自 的 定义 域内 都 是 三 正 交 坐标 系 

7 了 3 内 的 标准 基底 (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) 的 向 量 &1(2),é&2(t),é&3(t), 如 同 与 它们 对 
应 的 向 量 &(z) e TR3, 具有 模 @ |é;| = vgii. 因此 , 坐标 方向 的 单位 向 量 ( 即 按 向 量 
内 积 意义 下 的 单位 向 量 ) 在 三 正 交 系 (26) 下 , 在 TR? 内 的 坐标 表示 为 : 


ei(t) = (5) ez(t) = (1 ealt) = (oo 遍 ) (27) 


例 6 由 公式 (27) 及 例 5 的 结果 可 知 , 对 于 第 卡 儿 坐 标 系 , 柱 坐 标 系 和 球 坐 标 
系 , 三 个 坐标 方 癌 的 单位 网 量 分 别 为 


= {1,0,0), ey = (0, 1,0), ez = (0, 0, 1), (27 ) 

1 Hf 

= (1,0,0), ew = (0 1) , €z = (0,0, 1), (27") 

= (1,0,0), e, = 0,— ,0 eg = 0.0 二 . (27”") 
-9 ) Pp ) Reosh’ ? ? : 五 


@ 在 正 交 系 (26) 内 ,|&i| = V 瑟 = Fi,i = 1,2,3.H1, Hz, Hs 通常 叫做 拉 梅 系数 或 拉 梅 参数 . 拉 梅 
(G. Lamé) (1795 一 1870) 是 法 国 工程 师 , 数学 家 , 物理 学 家 . 
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由 上 面 分 析 的 例 3, 例 4 说 明 , 向 量 场 是 关于 由 沿 坐 标 方 癌 的 单位 癌 量 所 构成 的 
基底 来 分 解 的 . 因此 , 与 向 量 4(z) € TR3 对 应 的 向 量 场 A(t) e TRi, 不 应 按 标准 基 
底 &1(t), &2(t),&3(t) 来 分 解 , 而 是 按照 单位 坐标 方 同 向 量 组 成 的 基底 e1(t), e2(t), ealt) 
来 分 解 . 

这 样 , 脱离 原来 的 空间 R3, 可 以 认为 在 区 域 Di C BR; 内 给 定 了 黎 曼 度量 (25) 或 
(26) 及 向 量 场 + -，A(t), 此 场 在 每 点 te Di 处 的 坐标 表示 (41, 42, A443)(t) 可 以 这 样 
得 到 : 在 此 点 处 将 向 量 场 A(t) 按 单位 坐标 方向 向 量 进行 分 解 A(t) = A’(t)ei(t). 

d. 现在 我 们 来 详细 分 析 形 式 . 在 D 内 的 任何 形式 , 在 微分 同 胚 yp : Pi 一 DT 下 ， 
自动 地 转移 到 区 域 D, 内 . 我 们 知道 , 这 一 转移 , 发 生 于 每 个 点 ze D 处 , 从 空间 TR3 
到 空间 TR3 内 . 因为 我 们 已 把 TR3 的 欧 氏 结构 转移 到 TR? 内 , 所 以 由 问 量 转移 与 
形式 转移 的 定义 推 知 , 比如 在 TR3 内 确定 的 形式 wi (xz) = (4(z)，) 刚好 对 应 于 TRz 
内 的 形式 wi(t) = (4 的 ,小 其 中 4(z) = p'(t)4(t). 对 于 形式 wB,w3 也 可 作 类 似 的 
叙述 . 至 于 0- 形式 w9 一 一 函数 , 就 更 是 如 此 了 . 

在 做 了 这 样 的 解释 之 后 , 以 后 的 讨论 就 可 以 只 在 Pi C R3 中 进行 了 ; 脱离 原来 
的 空间 R3, 认为 在 D, 内 给 定 了 黎 曼 度量 (25), 给 定 了 数量 场 f,p 及 同 量 场 4, B， 
以 及 形式 wh WA WB Wp) 它们 在 每 点 ie Dt 处 , 由 所 给 的 黎 曼 度量 给 出 的 TR? 内 
的 欧 氏 结构 来 确定 . 


例 7 如 我 们 所 知 , 在 曲线 坐标 ,to,ts 下 的 体积 形式 dV 具有 以 下 形式 
dV = Vdetgij(t)dt! A dt? A dt. 
对 于 三 正 交 坐标 系 , 有 
dV = VE Ez Ealt}dt! A dt? A dt’. (28) 
特别 地 , 对 于 第 卡 儿 坐标 , 柱 坐 标 , 球 坐 标 , 分 别 有 


dV = dzx A dy dz (28 ) 
~ rdr AdpAdz (28") 
= R? cosbdRA dw A db. (28"") 


标量 在 各 种 曲线 坐标 系 下 都 能 写成 形式 wi = pdV. 

e. 我 们 的 主要 问题 (现在 已 经 容易 解决 了 ) 是 , 已 知 向 量 4(b < TR? 沿 单 位 问 
量 ei(t) € TR3 的 分 解 A(t) = Ail(t)ei(t), 要 求 形式 w(t) 及 o 人 分 别 按 标 准 二 
形式 dti 及 2- 形式 dti A dti 的 分 解 ; 其 中 ei;(t)(i = 1,2,3) 是 用 黎 曼 度量 (26) 确定 
的 三 正 交 坐 标 系 的 坐标 方向 单位 同 量 . 

因为 所 有 的 讨论 都 是 对 于 任意 但 固定 的 点 t 进行 的 , 所 以 , 为 了 书写 简单 , 可 以 
把 标志 所 研究 的 向 量 和 形式 都 是 属于 t 点 处 的 切 空间 的 符号 t 省 略 . 
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因此 et ez,es 是 TR? 内 由 坐标 方向 的 单位 向 量 (27) 组 成 的 基底 , 4 = 4lel 十 
A?es 十 Ases 是 问 量 A e TR3? 关于 此 基底 的 分 解 式 . 
首先 , 我 们 注意 到 , 由 公式 (27) 可 得 ， 


VE 1， 当 i=7 


dt* A dt’ (ek, €1) = 0%, (30) 


dti(es) = -5:， 其 中 6: = 人 i (29) 
VEE; 
人 
f. 因此 , 如 果 wa := (4,.) = aldtl + azdt2 十 a3dt3, 则 一 方面 有 
wa(ei) = (A,ei) = 4 
另 一 方面 , 由 (29) 式 可 知 
wi (ei) = (a1dt! + azdt’ + asdt* )(ei;) = oa;: 霹 
因此 ai = A*VEi, 于 是 我 们 找到 了 与 问 量 和 的 分 解 式 
A= Alel1+A’e2+ A'es 
相对 应 的 形式 wa 的 分 解 式 
wh = AIVBEidt! + A2VEdt? + A /Edts. : (31) 
例 8 ”因为 在 笛 卡 儿 坐 标 系 、 柱 坐标 系 和 球 坐 标 系 下 分 别 有 


一 4cezr 十 4evy 十 42zex 
一 4rer 十 4oeo 十 4zez 
二 Apep 十 Aew 十 Agpeg, 


所 以 从 例 6 的 结果 推 知 


wh = Azdz + Aydy + Asdz (31") 
= 4rdr 十 4ordp 十 4zdz (31”) 
= ApdadR + A,R cos pd? + Ag Rdbo. (31”) 


g. 今 设 B = Blel + B?ez 十 Bies, 而 


w2, = bidt? A dt3 + bodt? A dt + badt! A\ dt’. 


bt Ce + 
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这 时 , 一 方面 有 
wp (e2, es) : 一 dV (B, e2, €3) 
3 
一 >》 B'dV (ei, e», e3) 一 Bl (el,e2,e3】 一 B'. 
其 中 dy 为 TR? 内 的 体积 形式 (参看 (28) 与 (27) 式 ). 
男 一 方面 , 由 (30) 式 得 


wp (eo,€3) = (bidt? A dt? + bodt? A dt' + bsdt' A dt’)(e2, es) 
bi 
VY Eo bs 


比较 所 得 结果 即 知 页 = Bi1V 轧 Es. 类 似 地 可 推 知 
bo = B*VBEE:s, bs= BVEE,. 
这 样 ， 我 们 求 出 了 与 回 量 B= Biei 十 已 “es 十 局 :ea 相应 的 形式 ww 三 的 坐标 表示 


一 pidt’ 人 dt (eo, €3) 一 


式 


wi = Bl!V EBsdt? A dt + B2V EsEidts Mdt! + BYV bE2dt* Ndt 


B! B? B? 
一 VEE 2 d+ dAdt+ dt at ) . 32 
oo - 亢 t+ 二 t+ 遍 (32) 


例 9 利用 例 8 中 引入 的 记 法 及 公式 (26'), (26”), (26”, 在 笛 卡 儿 坐 标 系 , 柱 坐 
标 系 和 球 坐 标 系 下 分 别 得 到 


co 思 一 Budy Adz+ Bydz Adzx + Bedr Ady (32”) 
= Brrdp Adz+ BodzN\dr+ Brdr 人 dp (32 ) 
— BRpR2cosgdp Ad+BoRdg0AdR+BoRcosbdRAdn (32”") 
h. 此 外 , 根据 公式 (28), 还 能 得 到 
w3 = pV EiE2Esdt! Ndt? Adt. (33) 


例 10 特别 地 , 公式 (33) 在 笛 卡 儿 坐 标 系 , 柱 坐 标 系 和 球 坐 标 下 分 别 有 
wy = pdz A dy A dz | (337) 


= prdr dp A dz (337) 


= pR’* cosbdR A dy A db. (33”) 
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现在 , 既 已 得 到 公式 (31) 一 (33), 从 算 子 grad,rot 及 div 的 定义 (9) 一 (11) 出 发 ， 
就 能 容易 地 得 出 它们 在 三 正 交 曲线 坐标 系 下 的 坐标 表示 式 . 
设 gradf = 4lel + A2es 十 43e3s. 根据 定义 得 到 


of 


Weradf :二 dw? 一 以 := 一 >- 本 二 (十 Of 一 一 (cft 十 oFf = dt. 


Ot2 Ot3 
据 公 式 (31) 由 此 得 到 
1 Of 1 Of 1 OF 
gradf = VFI 已] 十 J G2 2 十 J a” (34) 
例 11 在 向 卡 儿 坐 标 系 , 柱 坐 标 系 和 球 坐 标 系 下 分 别 得 到 
grad f = oe 十 Be 十 = / (34 ) 
_0f, 1 of 
一 of 1 9f 1 of Hit 
oo le rt Ri B60 (34 ) 


给 定 场 A(t) = (4iel + 42es + A3e3)(t), 我 们 来 求 旋 量 场 


rot A(t) = B(t) = (Bl'e1 + B’*es + B’es)(t) 
的 坐标 B!, B?, B3. 
从 定义 (10) 及 公式 (31) 出 发 得 到 


oa， :du = dA VBdi! + A2VBdt? + As VBEsdts) 


3 / 2 1 
_ (94vEs 04vE» dt* 和 dt 
Ot2 Bt3 
1 /FF /FP 2 
十 (和 Ll SA YD :) dt3 入 dt! 十 (2 V2 - 2 3 人 dt! A dt2， 
据 (32) 式 得 
~ VEE 人 ee 
VEsab!l 3 5 
ps3__ 1 D42VF2 84 VE 
MY EikE-» Oil | Di 
即 


Vv bi ©1 VY bse» Vy Fses 
0 O 0 


~ VEEB |ati 602 68 
VBA! VEA? VEsA 
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例 12 在 笛 卡 儿 坐 标 系 , 柱 坐 标 系 和 球 坐 标 系 下 分 别 有 : 
04: 64 34。 84， 84， 84。 
otha=( -人 )e+( 率 - | 小 ( 吝 - 2 ] e (35 ) 


Ovy Oz 
1 0 A, orA, orA, OAr 1 
(人 i 5 


1 OAe OA cost er 二 -4 
~ Reos0 \ Op 9 
1 /oRA, 1 OA jy 
"五 ( OR cos0 Do ) 35 ) 


i. 设 给 定 了 场 B(t) = (Blel + B2es + B3es)(t). 要 求 divB 的 表达 式 . 
根据 定义 (11) 及 公式 (32), 我 们 得 到 . 


wo3 up := dwy = d(B!VE2Esdt? Adt3 + B?V EsEidt? A dt! + BYV EiE2dt' Ndt”) 
/Fm pl /TF R22 /3 
一 (全 EEsB ,OVEsPB 二 eV -2 dt! Adt2 A dt3. 


ot! Ot* 
据 公 式 (33) 推 知 

pe 1 (2 OVEBB? ， VEE) (30) 

“VE 思 思 Bt 35 Ot3 

由 此 , 在 笛 卡 儿 坐 标 系 , 柱 坐 标 系 和 球 坐 标 系 下 分 别 得 到 : 

6B。 8B， 9B; 
divB = 5 十 By 十 5 (36’) 
加 1 /orB. OPBo 0oB, 1 
-7 pe ) + (36 ) 
1 DR2cosbgBR ORB, OR’cos0Boe yy 
~ R?cos0 ( oR Ow 00 ) (36 ) 


j. 可 利用 (34),(36) 式 求 拉 普 拉 斯 算 子 A = div grad 在 任何 三 正 交 坐标 系 下 的 
表示 式 : 


四 1 1 of 1 of 1 Of 
Af =div gradf = div ( - 语 Wiet+ 1 十 本 时 “21 /te es) 


_ 1 /83/ /EBo\), 0 ( /EB of 
VEE \Ot\Y E Ot? E» Ot? 


0 EiE, 0f : 
+ a ( 六 )) (37) 
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例 13 特别 地 , 根据 公式 (37) 在 笛 卡 儿 坐 标 系 , 柱 坐 标 系 和 球 坐 标 系 下 分 别 有 


0f Of of , 
Mf = Bo + By + 27 (37") 
of\, ,107 0 | 1 
RE (37 ) 
lo 2 20/ 0 of 111 
R20 jn (mB 55) + pe J+ o0035 ) (37 ) 


练 习 


1. 算 子 grad, rot, div 及 代数 运算 . 
验证 以 下 各 式 , 并 用 符号 grad, rot, div 把 它们 表 出 : 
关于 grad: 
a) V(f +9)= Vf+ Vg, 
b) V(f :9)= fVg+ gv 
cj V(A.B)=(B.V)A+(A.V)B+Bx(Vx A)+Ax (VY x B), 
d) v (34’) (A.VIA+Ax (Vx A). 
关于 rot: . 
e) Vx (fA)=f/VxA+VfxA, 
站 Vx (AxB)=(B.Y)A- (4.V)B+(V.B)A- (Vv.4)B:; 
关于 div: 
g) VY:.(fA)= Vf:A+fV.4., 
h) V.(AxB)=B:.(VYxA)-A.:(vxB). 
(提示 : A.:V = A + A + A B.VzxzV:.:B;,Ax(BxC)-= 
B(A.C)— C(A.B),) 
2. a) 将 (20) 一 (22) 内 的 算 子 用 笛 卡 儿 坐 标 写 出 . 
b) 用 直接 计算 的 方法 验证 (20) 式 及 (21) 式 . 
cj 验证 表示 成 笛 卡 儿 坐 标 形式 的 公式 (24). 
d) 用 算 子 v 写 出 公式 (24), 并 用 向 量 代数 式 验证 它 . 


. 根据 例 2 中 研究 的 麦克 斯 韦 方程 组 推出 


| 


4. a) 在 R3 内 , 求 出 笛 卡 儿 坐 标 , 柱 坐 标 , 球 坐 标 下 的 拉 梅 参数 Hi, H2, Hs. 
b) 利用 拉 梅 参数 重 写 公 式 (28),(34) 一 (37). 


5. 试 在 
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a) 笛 卡 儿 坐 标 下 ，b) 柱 坐 标 下 ，e) 球 坐标 下 分 别 写 出 场 A = grad=， 其 中 = 
Vz2 十 2 十 2z2. 
d) 设 场 A 如 上 , 试 求 rot4 及 div4. 
6. 设 函 数 7 在 柱 坐 标 下 有 ln = 的 形式 . 试 分 别 在 
a) 向 卡 儿 坐标 下 , b) 柱 坐 标 下 , c) 球 坐 标 下 , 写 出 场 A = gradf. d) 求 rot4 及 divA. 
7. 在 固定 的 切 空间 TR?,p € R?, 试 求 当 从 耿 ” 内 的 笛 卡 儿 坐 标 系 变 到 
a) 柱 坐 标 , b) 球 坐 标 , c) 任意 三 正 交 坐标 系 时 的 坐标 变换 的 公式 . 
d) 应 用 c) 中 所 得 公式 及 公式 (34) 一 (37), 直接 验证 向 量 场 grad4,rot4 及 数量 场 divA4， 
Ar 关于 为 计算 它们 选取 的 坐标 系 是 不 变 的 . 
8. 设 空间 RR 做 为 刚体 , 绕 某 轴 以 不 变 的 角速度 w 旋转 ， 设 v 是 在 固定 的 瞬间 ， 点 的 线 速 度 
场 . z 
a) 在 柱 坐 标 下 写 出 场 vw. 
b) 求 rotw. 
c) 指出 场 rotv 关于 旋转 轴 的 方 问 . 
dj] 验证 : 在 空间 的 任何 扣 处 , |rotvw| = 2w. 
e) 说 明 rotw 的 几何 意义 及 d) 中 揭示 出 的 这 个 向 量 在 空间 每 一 点 是 常 向量 这 一 性 质 的 几 
何 意 义 . 
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1. 用 向 量 表示 的 经 典 积分 公式 
a. 形式 wi ,wb 的 向量 与 法 


在 上 一 章 中 . 我 们 已 经 看 到 (参看 那里 的 82, 公式 (23),(24)), 场 FF 的 功 形式 wb 
在 有 向 光滑 曲线 (路 径 )y 上 的 限制 , 或 场 V 的 流量 形式 w? 在 定向 曲面 5 上 的 限 
制 分 别 是 / : 

: wy = (F, e)ds, woels = (V., n)do, : 

这 里 e 是 确定 * 方向 的 单位 向 量 , 与 沿 y 运动 的 速度 向 量 共 向 , ds 是 Y 上 的 长 度 
元 素 (形式 ), n 是 确定 曲面 5 的 方向 的 单位 法 线 向 量 , 而 dc 是 曲面 9 的 面积 元 素 
(形式 )， 

在 向 量 分 析 中 , 经 常 使 用 曲线 长 向 量 元 素 ds := eds 及 曲面 面积 向 量 元 素 do := 
rtdo. 使 用 这 些 记 与 ， 可 得 


wy | = (A,e)ds = (A,ds) 一 4.ds， (1) 
ws |s = (B,n}do = (B,do) = B. do. (2) 
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b. 牛顿 一 莱 布 尼 世 公式 


设 fe C(D(D,R), 而 YY:[a,b] 一 DD 是 区 域 D 中 的 道路 
将 斯 托 克 斯 公式 用 于 0- 形式 wo 


一 致 , 另 一 方面 , 据 梯 度 之 定义 , 它 义 意味 看 


| wT = /whoa (3) 
OY 7 


因此 , 利用 (1) 式 , 即 可 把 牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 重新 写成 
f(y(D)) ~ f(y(0)) = / (gradf) ds (3/) 


的 形式 . 在 这 样 的 写法 下 , 它 表 示 . 

函数 在 道路 上 的 增长 ,等 于 此 函数 的 梯度 场 沿 该 道路 做 的 功 . 

这 是 一 个 相当 方便 且 内 涵 丰 富 的 记 法 . 除了 明显 看 出 , 梯度 场 gradf 沿路 径 7 所 
做 的 功 只 与 路 径 的 起 点 、 终 点 有 关外 , 它 还 使 我 们 得 到 一 个 比较 精细 的 结果 . 这 殉 是 ， 
当 沿 函数 f 的 等 值 面 f = c 运 动 时 , 场 gradf 不 做 任何 的 功 , 因为 这 时 gradf .ds = 0. 
此 外 , 如 公式 左 端 所 指出 的 , 场 gradf 所 做 的 功 , 与 其 说 与 路 径 的 起 扣 与 终 后 有 关 ， 
倒 不 如 说 与 这 些 点 在 f 的 哪些 等 值 面 上 有 关 . 


c. 斯 托 克 斯 公式 


我 们 记得 , 场 在 闭路 上 做 的 功 , 叫做 场 在 该 闭路 上 的 环流 量 . 为 了 强调 积分 是 沿 
闭路 进行 的 , 常常 用 多 下 .ds 代替 传统 的 记 法 [下 .ds. 如 果 Y 是 平面 曲线 , 有 时 还 
用 记号 $$,#$, 其 中 的 箭头 指出 了 沿 曲线 7 运动 的 方向 

有 时 在 谈 到 沿 有 限 多 个 闭路 组 成 的 路 径 积 分 时 , 也 使 用 环流 量 这 个 词 . 例如 , 在 
沿 某 个 带 边 紧 曲面 的 边界 积分 时 , 就 使 用 这 个 术语 . 

设 A 是 定向 欧 氏 空间 RR3 中 的 区 域 D 内 的 光滑 向 量 场 ,而 S 是 D 中 有 边 (分 
片 ) 光滑 定向 紧 曲 面 , 将 斯 托 克 斯 公式 应 用 于 1 一 形式 wa, 并 考虑 到 向 量 场 旋 度 的 定 


义 , 就 得 到 等 式 
[= /wa (4) 


248 : 第 十 四 章 向 量 分 析 与 场 论 初步 
利用 关系 式 (2), 即 可 把 公式 (4) 改 号 为 经 典 形式 的 斯 托 殉 斯 公式 


(4 ) 


在 这 种 写法 下 , 它 表 示 的 是 
向 量 场 在 曲面 边界 上 的 环流 量 , 等 于 此 场 的 旋 量 通过 该 曲面 的 流量 . 
照例 , 这 时 在 95 上 选 与 5 的 定 同 和 谐 的 定 问 . 


d. 高 斯 ~ 奥 斯 特 罗 格拉 德 斯 基 公 式 


设 V 是 定向 欧 氏 空间 了 3 的 紧 区 域 ,V 的 边界 是 有 界 (分 片 ) 光滑 曲面 9V. 若 
B 是 Y 中 的 光滑 场 , 则 根据 场 的 散 度 的 定义 , 斯 托 克 斯 公式 就 给 出 了 等 式 


| 3 = | wip. (5) 
OV V 


借助 (2) 式 , 并 用 Rs 中 的 体积 形式 dy 取代 形式 w3 的 记 法 pdy, 可 把 等 式 (5) 
改写 成 经 典 的 高 - 奥 公式 的 形式 


/ | B.do = / | | divBdaV. (5’) 
OV V 


在 这 种 写法 下 , 它 表 示 的 是 
向 量 场 通过 区 域 边界 的 流量 , 等 于 此 场 的 散 度 在 该 区 域 的 积分 . 


e. 经 典 积分 公式 摘要 
我 们 把 分 析 的 三 个 经 典 积分 公式 的 向 量 写法 总 结 如 下 : 


/ f= | (Vf 了) .ds (牛顿 - 莱 布 尼 光 公 式 ) (37) 
| A.ds= | (V x A) .do (斯 托 克 斯 公式 ) (4"") 
站 9 S 
| B.do = | (Y.BJdy (高 - 奥 公式 ) (57) 
OV V 


2. div, rot, grad 的 物理 解释 
a. 散 度 


公式 (5') 可 用 以 说 明 量 divB(z) 的 物理 意义 : divB(z) 是 向 量 场 B 在 该 场 定义 
域 V 中 的 点 x 处 的 散 度 . 设 V(z) 是 点 z 包含 在 V 中 的 一 个 邻 域 (比如 说 是 球形 邻 
域 ). 我 们 仍 用 记号 V(z) 表示 这 个 邻 域 的 体积 , 而 用 d 表示 它 的 直径 


§2” 场 论 的 积分 公式 ,249 . 


由 公式 (5'), 根据 三 重 积分 的 中 值 定理 , 得 


/| B.do = divB(x')V (xz), 
BV (7) 


其 中 z' 是 邻 域 V(z) 的 某 个 点 ， 如 果 4 一 0, 则 xz’ 一 zx, 既然 B 是 光 请 场 , 所 以 
divB(x') 一 divB(zx). 这 就 是 说 


/am 


.OV(z 
divB(z) = lim 一 (6) 
我 们 将 认为 B 是 (液体 或 气体 的 ) 流速 场 . 这 时 场 通 过 区 域 V(x) 的 边 寞 的 流 
量 或 者 说 , 介质 通过 此 区 域 边界 的 体积 扩散 量 , 根据 质量 守恒 定律 , 它 的 产生 只 因 区 
域内 存在 汇 或 源 (其 中 包括 介质 密度 的 变化 ), 且 其 量 等 于 所 有 这 些 因素 的 强度 之 和 ; 
我 们 用 区 域 V(x) 内 的 “ 源 " 这 个 词 来 表示 汇 或 源 的 总 强度 . 这 就 是 说 , (6) 式 右 端的 
分 数 是 源 在 区 域 V(z) 中 (单位 体积 ) 的 平均 强度 , 而 这 个 量 的 极限 , 即 divB(zx) 是 
在 点 x 处 源 的 单位 体积 的 强度 . 但 是 在 区 域 V(x) 中 的 某 个 量 对 此 区 域 体 积 之 比 当 
d 0 时 的 极限 , 通常 叫做 该 量 在 这 点 处 的 密度 , 而 密度 作为 点 的 函数 , 通常 叫做 该 
量 在 空间 给 定 部 分 上 的 分 布 密度 . 
因此 , 向 量 场 B 的 散 度 divB 可 解释 为 源 在 流动 的 区 域内 (给 定 场 B 的 区 域 
内 ) 的 分 布 密度 . 


例 1 特别 地 , 如 果 divB = 0, 即 任何 源 都 不 存在 , 则 穿 过 任何 区 域 的 边界 的 流 
量 应 为 零 ”进入 区 域 多 少 , 从 区 域 出 去 就 有 多 少 . 如 公式 (5') 所 示 , 确实 是 这 样 
的 


例 2 电量 为 4 的 点 电荷 在 空间 产生 一 个 电场 . 设 将 此 电荷 安置 在 坐标 原点 处 . 
据 库 仓 四 定律 ,在 点 ZE 下 3 处 的 场 强 百 = 召 (7z) ( 即 作用 于 z 点 处 的 检验 单位 电荷 上 


的 力 ) 具有 
-dd 
47rE9 Val 


的 形式 , 这 里 eo 是 有 量 纲 常数 , 而 ”> 是 点 x 的 问 径 . 
场 EB 在 坐标 原点 之 外 处 处 有 定义 . 在 球 坐 标 下 ， 


一 Aneo 7 R， 
所 以 由 上 节 的 公式 (36”) 马上 看 到 , 在 场 吾 的 定义 域内 处 处 有 divE = 0 


@ 库 仓 (S. O. Coulomb) (1736 一 1806) 法 国 物理 学 家 . 借助 他 发 上 的 担 称 用 实验 方法 , 发 现 了 
静电 荷 间 与 磁极 间 相 互 作 用 的 (库仑 ) 定律 . 
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这 就 是 说 , 若 取 不 包含 原点 的 任何 区 域 V, 则 由 公式 (5), 场 EE 通过 区 域 V 的 
边界 9V 的 流量 为 零 . 
今 取 以 原点 为 中 心 , RR 为 半径 的 球面 


SR= {x€R ||z|= RR}, 


并 求 场 巨 通过 此 曲面 的 流量 , 曲面 取 外 法 线 方向 (关于 球 的 边界 球面 的 法 线 ). 因为 
向 量 er 恰好 是 球面 的 单位 外 法 线 同 量 , 所 以 


q 1 q 2 4 
E.do = —— do = —— 47h’ = 一 . 
Sp 人 47E0 R? 4neoR? ED 


因此 {不计 有 量 纲 常数 so, 它 与 物理 单位 系统 的 选择 有 关 ), 我 们 得 到 含 于 由 球面 所 
界 之 球体 内 的 电荷 量 . / 

注意 , 在 上 面 讨论 的 例 2 的 条 件 下 , 公式 (5') 的 左边 在 球面 9V = Sk 上 的 定义 
是 合理 的 , 而 右 端 的 被 积 函 数 , 除 坐 标 原 点 一 点 外 , 在 球 V 内 到 处 为 零 . 但 是 , 我 们 
所 做 的 计算 说 明 , 公式 (5') 右 端的 积分 , 不 能 解释 成 是 恒 等 于 零 的 函数 的 积分 . 

从 形式 的 观点 来 看 , 可 以 不 去 分 析 这 种 情况 , 而 认为 场 EE 在 O 后 无 定义 , 从 而 
我 们 没有 根据 谈论 等 式 (5'), 因为 它 是 对 于 在 整个 积分 区 域内 有 定义 的 光 背 场 证 明 
的 . 然而 等 式 (5') 的 物理 解释 为 质量 守恒 定律 , 这 说 明 , 在 正确 的 解释 下 , 它 应 当 永 
远 是 正确 的 . 

我 们 现在 来 更 仔细 地 看 一 看 , 例 2 中 的 量 divE 在 原点 不 确定 是 怎样 一 种 情况 . 
从 形式 上 看 , 原来 的 场 五 在 坐标 原点 处 没有 定义 , 但 车 从 (6) 式 出 发 去 求 divE 时 ， 
则 例 2 指出 , 应 该 认为 divB(0) = +oo. 就 是 说 , 在 (5') 式 右 端 的 积分 号 下 的 “函数 ”， 
除 在 原点 之 外 , 它 处 处 为 零 , 但 在 原点 它 是 无 穷 大 . 这 种 情况 相应 于 , 与 除 原点 外 , 一 
般 没 有 电荷 , 而 整个 电荷 g 安置 在 零 体积 ( 即 在 一 个 点 O) 中 , 在 这 里 电荷 密度 目 然 
认为 是 无 穷 大 . 我 们 在 这 里 遇 到 了 所 谓 狄 拉克 包 56(Delta)- 函数 . 

之 所 以 需要 物理 量 的 密度 , 归根 到 底 是 为 了 根据 它 求 积分 求 出 物理 量 本 身 的 值 . 
因此 , 没有 必要 把 6- 函数 做 为 点 函数 单独 地 确定 它 , 要 紧 的 是 确定 它 的 积分 . 如 果 
认为 物理 上 的 “函数 ”6。(z) = 6(zo; Z) 应 该 对 应 看 这 样 分 布 的 密度 , 例如 空间 中 的 
质量 , 它 的 整体 的 质量 是 一 个 单位 , 而 其 质量 却 集聚 于 一 点 zo 处 , 那么 很 目 然 应 认 


加 1, 当 xzoEV 了 时， 
[sonar ={ 当 zogV 时 


这 样 , 从 数学 之 理想 化 的 观点 来 看 , 空间 中 的 物理 量 (例如 质量 , 电荷 等 等 ) 的 可 
能 分 布 概念 , 应 该 认为 是 那样 的 , 它 的 分 布 密度 是 由 普通 的 有 限 函 数 与 一 组 奇异 “ 函 


@ 狄 拉克 (P.A. M. Dirac) (1902 一 1984) 英国 理论 物理 学 家 , 量子 力学 创始 人 之 一 . 有 关 狄 拉 殉 
6 一 函数 的 详细 内 容 , 将 在 第 17 章 584 第 5 段 及 85 第 4 段 中 叙述 . 
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数 ”( 形 如 狭 拉 克 的 56- 函数 ) 的 和 构成 的 , 前 者 对 应 于 量 在 空间 中 的 连续 分 布 , 后 者 
对 应 于 量 集聚 在 个 别 点 上 . 

这 说 明 ， 从 这 样 的 角度 看 , 例 2 中 导出 的 计算 结果 ,能 用 一 个 等 式 divE(x) = 
6(0;7) 来 表示 .， 这 时 , (5') 式 右 端 是 对 场 EE 的 积分 , 这 积分 的 值 实际 上 可 能 是 
二 也 可 能 是 零 , 这 就 全 看 积分 域 V 是 不 是 包含 (电荷 所 集聚 的 那个 ) 化 标 原 点 了 . 

在 这 种 意义 下 , 我 们 能 够 (遵循 高 斯 ) 断定 , 通过 物体 表面 的 电 通 量 , 等 于 含 于 
物体 内 的 电荷 之 和 (而 不 计 及 与 测量 单位 系统 有 关 的 系数 ). 也 应 该 在 同样 的 意义 下 ， 
去 解释 §1 内 讨论 过 的 麦克 斯 韦 方程 组 ((12) 式 ) 中 的 电荷 分 布 密度 p. 


b. 旋 量 
我 们 从 下 面 的 例子 开始 对 向 量 场 的 旋 量 的 物理 意义 的 考察 . 


例 3 设 整个 空间 如 同 刚体 , 以 不 变 的 角速度 w 绕 固 定 轴 旋 转 ( 设 此 轴 为 O02z). 
我 们 来 求 空间 点 的 线 速度 场 v 的 旋 量 (这 里 考察 的 是 在 任意 固定 瞬间 的 场 ). 


在 柱 坐 标 (7, wp,z) 下 , 场 v(r, wp,z) 可 简单 地 写成 : v(7, yp,z) = wrey. 这 时 根据 81 
公式 (35”), 立刻 得 到 rotv = 2wes. 就 是 说 ， 在 这 种 情况 下 rotv 是 一 个 沿 旋 转轴 方 
向 的 向 量 , 它 的 大 小 2w 在 不 计 系数 的 情况 下 与 旋转 角速度 重合 , 而 由 它 的 方 疝 , 依 
据 整 个 空间 R3 的 定向 , 也 完全 确定 了 旋转 的 方 阿 . 

例 3 中 所 描述 的 场 , 有 点 像 洪水 旋涡 液 流 速度 场 或 龙卷风 区 域 空气 运动 的 涡 诬 
状 流 场 . 因此 , 向 量 场 在 一 点 处 的 旋 量 , 刻画 了 在 这 点 附近 的 场 的 旋转 程度 ， 

注意 , 场 沿 闭路 的 环流 量 , 随 场 向 量 值 的 大 小 的 改变 而 成 比例 地 改变 , 而 且 , 像 例 
3 中 所 断定 的 那样 , 可 以 用 它 来 刻画 场 的 旋转 特征 . 不 过 ,为 了 完全 刻画 场 在 一 所属 
围 的 旋转 性 ,必须 计算 三 个 不 同 平面 上 沿 闭 路 的 环流 . 现在 就 来 做 这 件 事 . 

取 以 z 为 中 心 , 位 于 与 第 i 个 坐标 轴 垂 直 的 平面 上 的 加 5;(z),i = 1,2,3. 取 这 个 
坐标 轴 的 单位 向 量 作为 5;(zx) 的 法 向 量 给 5;(z) 定向 . 设 d 是 Si(z) 的 直径 . 由 对 光 
滑 场 4 适用 的 公式 (4), 立刻 得 到 


4 A.ds 
i OS (7) 
(rot A).: ei = lim Si (7) 
这 里 用 5;(z) 表示 所 考察 的 圆 的 面积 . 这 样 一 来 , 场 4 在 与 第 i 个 坐标 轴 正 交 的 平 
面 内 沿 具 单 位 面积 的 圆 的 圆周 的 环流 量 , 刻画 的 是 向 量 rot4 的 第 i 个 分 量 . 

为 了 完全 阐明 向 量 场 的 旋 量 本 身 的 意义 , 我 们 回忆 , 空间 的 任何 线性 变换 都 是 由 
在 三 个 互相 正 交 方 向 的 伸缩 , 空间 作为 刚体 的 平移 以 及 空间 作为 刚体 的 旋转 (三 种 
变换 ) 复合 而 成 的 变换 . 同时 任何 的 旋转 可 作为 绕 某 个 轴 的 旋转 而 实现 . 介质 的 任何 
光滑 变形 (液体 或 气体 的 流动 , 泥土 拥 塌 或 钢 条 的 弯曲 ) 都 是 局 部 线性 的 . 再 注意 到 
例 3 就 可 得 到 一 个 结论 : 若 有 描写 介质 运动 的 向 量 场 (介质 质点 速度 场 ), 则 这 个 场 
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在 每 个 点 的 旋 度 给 出 反 的 邻 域 旋转 的 瞬时 轴 , 绕 瞬 时 轴 旋 转 的 瞬时 角速度 的 大 小 及 
旋转 的 方 由 . 就 是 说 , 旋 量 完全 刻画 了 介质 运动 的 旋转 部 分 . 这 些 将 在 下 面 更 明确 起 
来 . 那 时 , 我 们 将 说 明 应 把 旋 量 看 做 是 介质 的 一 种 局 部 旋转 分 布 密 度 . 


c. 梯度 


关于 数量 场 的 梯度 , 或 直接 了 当地 说 是 函数 的 梯度 , 我 们 已 经 讲 得 足够 详细 了 . 
所 以 这 里 只 提 一 下 要 点 . 

因为 wsas(&) = (gradf,é) = df(&) = De(]), 这 里 De(f) 是 函数 了 沿 同 量 & 的 
微分 , 所 以 向 量 gradf 与 函数 f 的 等 值 面 正 交 . 它 指示 出 在 每 个 点 处 函数 值 增 长 最 
快 的 方向 , 而 它 的 值 |gradf| 给 出 了 这 一 增长 (相对 于 用 以 度量 自 变 元 在 空间 中 的 位 
移 的 单位 长 度 ) 的 速度 

关于 作为 密度 的 梯度 , 将 在 下 面 叙述 . 


3. 一 些 进一步 的 积分 公式 
a. 高 - 奥 公 式 的 向 量 形式 


将 旋 量 与 梯度 解释 成 某 种 密度 , 类 似 于 将 散 度 解释 为 密度 (参看 (6)), 能 从 下 面 
与 高 - 奥 公 式 有 关 的 经 典 向 量 分 析 公式 得 到 


/ y .BdaV = | do . B”( 散 度 定理 )， (8) 
Vv OV 

/vxaav= | do x 4 ”( 旋 度 定 理 )， (9) 
VV DV 

/viav = /dof (梯度 定理 ) “(10) 
V OV 


其 中 第 一 个 公式 ( 除 记号 不 同 外 ) 与 等 式 (5) 一 致 , 从 而 它 就 是 高 - 奥 公 式 . 将 公式 
(8) 用 于 公式 (9) 与 公式 (10) 中 相应 向 量 场 的 每 个 分 量 上 , 就 得 出 公式 (9) 与 公式 
(10). 

保留 等 式 (6) 中 的 那些 记号 V(x),d 等 , 从 公式 (3) 一 (10) 用 同一 方式 得 到 


| de.B 
OV (Zz) 


。 一 ]j 6 
| do x A z 
V x 4(z) = lim ye (11) 


| | do f 
Vf(z) = lim “ertz 


d+0 V(z) 2 
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等 式 (8) 一 (10) 的 右边 , 可 分 别 解释 为 : 向 量 场 B 通过 区 域 Y 的 界面 9V 的 标 
量 流 , 同 量 场 4 通过 6V 的 同 量 流 , 及 数量 场 f 通过 8V 的 网 量 流 . 这 时 位 于 (6/)， 
(11),(12) 式 左 边 的 量 divB,rotA,gardf, 可 分 别 解 释 为 相应 的 这 些 场 源 的 分 布 密度 . 

注意 , (6 人, (11), (12) 诸 式 右边 与 坐标 系 无 关 . 由 此 又 重新 推出 了 梯度 , 旋 度 与 散 
度 的 不 变性 : 


b. 斯 托 克 斯 公式 的 向 量 形式 


公式 (8) 一 (10) 是 高 - 奥 公 式 与 向 量 场 及 标量 场 上 的 代数 运算 相 结合 而 得 的 结 
果 . 与 这 情况 类 似 , 将 这 些 运 算 与 经 典 的 斯 托 克 斯 公式 (下面 三 公式 中 的 第 一 个 ) 结 
合 起 来 就 得 到 下 面 的 三 个 公式 . 

设 5S 是 (分 片 ) 光滑 的 紧 定向 曲面 , 8S 是 它 的 具 和 谐 定向 的 边界 , do 是 曲面 9 
上 的 面积 向 量 元 素 , ds 是 9S 上 的 长 度 向 量 元 素 . 这 时 , 对 于 光滑 场 A, B, f, 成 江 以 
下 关系 


/uvxa= |/ ds. A. (13) 
S 85 

| lar x v)xB- ds x B, (14) 
S 05 

/axvf= | dsf. (15) 
S 85 


公式 (14),(15) 从 斯 托 克 斯 公式 (13) 推出 . 至 于 它们 的 证 明 ， 我 们 在 这 里 省 略 了 . 

c. 格林 公式 / 

设 5 是 某 个 曲面 , n 是 S 的 单位 法 向 量 , 则 函数 f 沿 向 量 ”的 导数 Df 在场 
论 中 经 常用 符号 2 表示 . 例如 


(Vf,do) = (Vf,n)do = (gradf, nj)do = Dnfdo = do 


因此 do 是 梯度 场 gradf 通过 面 元 素 do 的 流量 . 
利 冰 这 些 记号 可 将 在 向 量 分 析 与 场 论 中 有 相当 广泛 应 用 的 格林 公式 如 下 写 出 


z 2 fdy 一 do (= Lae) 

|vi voav + /ov fav = | (gon) do ( | ,9B (16) 
pvigav = { (ovr p00 a (= (os) en) 

Lov -sav = { Gv-sv9 -a0 (= f(s i) er) on 


特别 地 , 若 在 (16) 式 中 令 f= g, 在 (17) 式 中 置 9 = 1 则 相应 地 得 到 


Livreav+t [safav = | ivf do (= fe) [167) 
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_ of , 
Larav= /vi do (= 页 dr ) (17/) 


最 后 这 个 等 式 常 被 称 为 高 斯 定理 . 作为 例子 , 我 们 来 证 明 等 式 (16),(17) 中 的 第 


一 个 : 
< | (gvf — fv9) do = | v.(gvf — fvg)dv 
OV V 
= | (Vg: Vf +gv:f — Vf:Vg— fV’g)dV 
V 
- 上 (gv2f - fv2g)dy = / (gAf - fAg)dV 
V Ld 
在 这 里 我 们 利用 了 高 - 奥 公 式 以 及 等 式 V.(pA)= Vp-:A+vwV:A.> 


练习 


1， 根 据 高 - 奥 公 式 (8) 证 明 (9),(10) 二 式 . 

2. 根据 斯 托 克 斯 公式 (13) 证 明 (14),(15) 二 式 . 

3。 a) 验证 , 若 公式 (8),(9),(10) 中 曲面 积分 号 下 的 函数 当 + 一 oo 时 阶 数 为 O (去 )， 那么 ， 
当 区 域 V 无 界 时 , 这 三 个 公式 仍然 成 立 . (其 中 > = |r|,r 是 空间 Rs 的 点 的 向 径 ) 

b) 若 在 (13),(14),(15) 式 中 的 曲线 积分 号 下 的 函数 当 r oo 时 阶 数 为 o (二 5 试 检查 

这 些 公式 对 于 非 紧 曲 面 5 C R3 是 否 还 成 立 . 

c) 举例 证 明 , 斯 托 克 斯 公式 (4 及 高 - 奥 公 式 (5 人 ), 对 于 无 界 曲面 及 无 界 区 域 , 一 般 不 再 
成 立 . 

a) 从 把 散 度 作为 源 的 密度 出 发 , 说 明 81 的 麦克 斯 韦 方程 组 (12) 中 的 方程 2 指 的 是 磁场 中 
没有 点 源 ( 即 没有 磁 荷 ) 

b) 利用 高 “ 奥 公 式 及 81 之 麦克 斯 韦 方程 组 (12) 证 明 , 试验 电荷 的 任何 刚性 构 形 (例如 一 
个 电荷 ) 都 不 能 在 静电 场 区 域内 处 于 稳定 平衡 状态 , 而 不 受 产 生 此 场 的 其他) 电荷 影 


响 〈 假 定 这 时 除了 建立 这 个 场 的 力 以 外 ， 再 没有 其 他 的 力作 用 在 这 个 系统 上 上 ) 这 个 事实 
叫做 Earnshaw S. 定理 . 


5， 设 电磁 场 是 稳定 的 , 即 不 随时 间 而 变 . 于 是 8$1 之 麦克 斯 韦 方 程 组 (12) 就 分 成 了 两 个 独立 的 
人 Vx 马 =0 及 静 磁 学 方程 组 VxXB = - 二 =0. 


据 高 - 奥 公式 , 方程 了. 互 = 人 (p 是 电荷 分 布 密度 ) 能 化 成 关系 式 jy v.Edo=&, 
这 里 左 端 是 闭 曲 面 5 上 的 电 通 量 , 右 端 是 位 于 曲面 5 所 限 区 域内 的 电荷 之 和 Q 除 以 有 量 纲 
常数 so 在 静电 学 中 通常 把 这 个 关系 叫做 高 斯 定律 . 试 利用 高 斯 定律 在 以 下 诸 情况 分 别 求 出 
电场 EE. 
a) 电场 轧 是 由 均匀 带电 的 球面 生成 的 . 这 时 ,并 证 明 , 在 球 外 , 它 与 把 这 同样 多 的 电荷 安 
置 在 球 心 上 生成 的 电场 是 一 样 的 . 


‘oy 
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b) 电场 吾 是 由 均匀 带电 的 直线 生成 的 

c) 电场 包 是 由 均匀 带电 的 平面 生成 的 

d) 电场 吾 是 由 均匀 带电 的 两 平行 板 生成 的 , 它们 所 带电 量 相等 , 而 电荷 符号 相反 

e) 电场 巨 是 由 均匀 带电 球体 生成 的 

a) 试 证 格林 公式 (16)、 

b) 设 f 是 有 界 域 V 中 的 调和 函数 ( 即 f 在 V 中 满足 拉 普 拉 斯 方程 AF = 0). 试 根据 等 式 
(17'), 证 明 此 函数 的 梯度 通过 Y 之 边界 的 流量 等 于 零 

c) 试 证 在 有 界 连 通 域内 的 调和 函数 , 不 计 常 值 函数 加 项 的 区 别 , 由 它 在 这 个 区 域 边界 上 的 
法 向 导数 确定 ， 


d) 根据 等 式 (16/), 证 明 : 如 果 f 是 在 有 界 区 域 D 内 的 调和 函数 , 并 且 它 在 DD 的 边界 8D 
上 处 处 为 零 , 那么 它 在 整个 区 域 D 上 恒 为 零 . 

e) 试 证 : 如 果 有 界 区 域内 的 两 个 调和 函数 在 该 区 域 的 边界 上 一 致 , 那么 它们 在 整个 区 域 上 
也 一 致 . 

f) 根据 等 式 (16), 验证 以 下 狄 利克 雷 原理 : 在 所 有 在 区 域 边界 上 取 给 定 值 的 连续 可 微 函 数 
中 , 区 域 中 的 调和 函数 , 且 只 有 这 个 调和 函数 , 使 狄 利克 雷 积 分 ( 即 函 数 的 梯度 的 模 的 平 
方 在 区 域 上 的 积分 ) 取 最 小 值 . 


a) 设 r(p,9) = |p 一 g| 是 欧 氏 空间 及 3 中 二 点 p,g 间 的 距离 . 将 p 点 固定 , 得 到 点 9 € 了 到 
的 函数 r+,(g) = r(p,g). 试 证 Arz!l(g) = 4r6(pi 9), 其 中 6 是 6 一 函数 . 


b) 设 g 是 区 域 V 中 的 调和 函数 . 假定 公式 (17) 中 f= ~， 再 考虑 到 上 述 结果 就 得 到 


1 
4ng(p) = | (sv 一 二 vg) -do. 
S p p 


证 明 这 是 一 个 真正 的 等 式 . 
c) 如 果 5S 是 以 p 点 为 中 心 以 已 为 半径 的 球面 , 试 根据 上 面 的 公式 , 推导 出 下 面 等 式 


1 
g(p) = 7 人 ouc 
这 就 是 所 谓 的 调和 函数 平均 值 定 理 . 
d) 试 根据 以 上 结论 证 明 , 车 B 是 由 球面 3 所 界 的 球 , 而 V(B) 是 它 的 体积 ， 那么 等 式 


9(p) = Vi 人 gdV 
也 成 立 . 
e) 设 p,g en 了 R* 上 的 点 , 把 a) 中 所 考察 的 函数 一 (西数 对 应 痢 安放 在 7 点 的 点 电 
和 荷 的 势 ) 取 成 In > 一 1 该 务 数 对 应 着 空间 中 均匀 背 电 直 线 的 的 试 证 : An- 一 一 2r6(p,9)， 


其 中 6(p,9) 是 Re 中 的 6 一 函数 . 
f) 重复 a),b),c),d) 中 的 论证 , 证 明 平面 区 域内 的 调和 函数 的 平均 值 定理 . 


8. 多 维 柯 西 中 值 定理 . 
经 典 的 积分 中 值 定理 (“ 拉 格 朗 日 定理 ”) 断言 ,如果 函数 f : D 一 R 在 可 测 连 通 紧 集 
D Cc RR? 上 连续 , 则 存在 点 上 EDD 使 


上 f(z)dz = Fe .ID| 


其 中 1D| 是 DD 的 测度 (体积 ). 
a] 现 设 f,g € C(D, 恨 ), 亦 即 ,上 和 g 是 在 D 中 定义 的 连续 实 值 函 数 . 试 证 , 成 立 以 下 “ 柯 
西 定 理 ”: 存在 点 《ED 使 


g(é) 人 f(z)dzr = f (8) | gz)dx 


b) 设 马 是 具 光 滑 边 界 8D 的 紧 区 域 , 而 /9 是 D 中 的 两 个 光滑 癌 量 场 . 试 证 : 存在 所 
EED 使 
divg(é€): Fluxf = divf(S) Fluxg, 
其 中 Flux 是 向 量 场 通过 曲面 9D 的 流量 . 
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1 向量 场 的 势 


定义 1 设 A 是 区 域 Dc R" 内 的 向 量 场 , 函数 避 : 万 一 到 叫做 区 域 忆 内 场 
4 的 势 , 假如 在 这 区 域内 4 = gradU. 


定义 2 具有 势 的 场 叫做 势 场 . 


因为 在 连通 区 域 里 , 不 计 常 数 之 差 , 函数 由 其 偏 导 数 确 定 , 所 以 , 在 这 种 区 域内 ， 
一 个 向 量 场 的 势 场 在 不 计 一 个 常 加 项 的 情况 下 被 完全 确定 . 

在 本 教程 第 1 卷 中 , 我 们 曾经 顺便 谈 到 过 势 . 在 这 里 我 们 要 比较 详细 地 讨论 势 
这 个 重要 概念 . 请 注意 , 在 物理 中 , 当 讨 论 各 种 力 场 时 , 通常 说 U 是 场 FF 的 势 , 是 指 
F = ~gradU; 所 以 物理 中 的 势 与 我 们 在 定义 1 中 所 引入 的 势 差 一 个 符号 . 


例 1 位 于 坐标 原点 的 质点 M 所 产生 的 引力 场 , 在 向 径 为 7 的 点 处 的 强度 书 
据 牛 顿 定律 , 可 用 公式 
F = -GM (1) 
计算 , 其 中 7 = |rl. 
这 是 场 作用 在 位 于 空间 相应 点 处 的 单位 质量 上 的 力 . 引力 场 (1) 是 个 势 场 . 在 
定义 1 的 意义 下 , 它 的 势 是 函数 


U = GM-=. (2) 
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例 2 位 于 坐标 原点 的 点 电荷 g 的 电场 , 在 网 径 为 ”> 的 点 处 的 强度 百 , 按照 库 


仓 定 律 是 
4d 7 
一 本 可 13 
因此 , 这 个 电场 像 重 力 场 一 样 也 是 势 场 . 在 物理 术语 意义 下 , 它 的 势 由 下 式 确定 : 
gg ] 
47E0 7 


2. 势 场 的 必要 条 件 
等 式 4 = gradU 按照 微分 形式 的 说 法 就 是 wa = dg = dU. 因此 , 由 于 dwr = 
0 而 推 知 
dw = 0. (3) 
这 是 场 4 成 为 势 场 的 必要 条 件 . : 
在 币 卡 儿 坐 标 下 它 具 有 简单 的 表达 式 . 若 A = (hi,.… ,A4"), 且 A = gradU, 则 
在 笛 卡 儿 坐 标 下 4 = ,i = 1,… ,n; 并 且 当 势 0 足够 光滑 时 (例如 二 阶 偏 导数 
连续 时 ) 必 有 


BA: 04 站 
Bri Drm 2 7 一 上 ,Nn. (3 1) 
直接 了 当地 说 , 这 就 是 有 混合 导数 等 式 
OU “OU 


Bridri OriOri 
在 笛 卡 儿 坐 标 下 , wa = > Aidzi. 所 以 在 这 种 情况 等 式 (3) 与 关系 (3') 实际 上 
是 等 价 的 . 
在 R3 的 场合 , 据 旋 量 定义 有 dw = w2 ， 4, 所 以 在 R3 中 , 场 4 为 势 场 的 必要 
条 件 (3) 能 够 写成 
rot 一 0 
的 形式 . 这 与 我 们 已 经 知道 的 关系 rot gradU =0 是 一 致 的 . 


例 3 在 空间 R3 的 币 卡 儿 坐 标 下 , 场 4 = (z, zy zyz) 不 是 势 场 , 因为 ， 比如 有 


O(zy) , Oz 
Or Oy 
例 4 我 们 来 考察 场 4 = (A,, 4,), 它 在 平面 笛 卡 儿 坐 标 系 中 除 原点 之 外 的 一 
切 点 上 有 定义 , 用 式 子 
4= -a 二 (9 
给 出 . 这 里 , 场 成 为 势 场 的 必要 条 件 3 - 成 立 ， 然 而 我 们 很 快 就 能 判定 , 这 


个 场 在 其 定义 域内 并 不 是 势 场 . 


258 - 第 十 四 章 向 量 分 析 与 场 论 初步 


因此 , 一 般 来 说 , 必要 条 件 (3), 或 在 第 卡 儿 坐标 下 的 条 件 (3), 并 不 是 场 成 为 势 
场 的 充分 条 件 . 


3. 向 量 场 具有 势 的 判别 准则 


命题 1 设 向 量 场 4 在 区 域 D C Rn 内 连续 , 那么 A 在 DD 内 为 势 场 的 充分 且 
必要 的 条 件 是 它 在 DD 内 的 任何 闭路 y 上 的 环流 量 等 于 零 : 


$4.4s=0 (5) 


4 必要 性 设 A = gradU. 由 此 , 据 牛 顿 - 莱 布 尼 芯 公式 (82 公式 (3)) 有 
由 A.ds=U(Y(b)) — U(Y(a)), 


这 里 y : le) 一 D. 如果 ~y(a) = 7Y(5), 即 是 当 7 为 团 路 时 , 上 式 右 病 显 然 为 零 , 因而 
左 问 也 是 零 . : 

充分 性 ” 设 条 件 (5) 已 被 满足 . 由 此 , 沿 区 域 D 内 的 任何 道路 (不 一 定 财 ) 的 积 
分 , 只 与 道路 的 起 点 与 终点 有 关 , 而 与 道路 上 的 其 他 点 无 关 . 实际 上 , 如 果 与 六 
是 有 共同 起 点 与 共同 终点 的 两 条 道路 , 那么 , 先 沿 着 Yi 积分 , 再 沿 着 一 yz 积分 ( 即 
沿 着 yo 的 反 向 道路 积分 ), 所 得 到 的 就 是 沿 着 一 条 闭路 7 的 积分 . 一 方面 由 (5) 式 
知 这 积分 为 零 , 另 一 方面 , 它 又 是 沿 着 六 与 沿 着 yo 的 积分 之 差 . 因此 , 这 两 个 积分 
实际 是 相等 的 . 

现在 , 在 D 内 固定 一 个 点 zo， 并 令 


-| 4. (6) 


其 中 右 端 是 沿 着 一 条 位 于 D 内 从 zxo 出 发 到 达 z 的 道路 的 积分 . 我 们 来 验证 , 这 样 
定 出 的 函数 U 就 是 场 4 的 势 . 为 了 方便 , 我 们 假定 在 R"” 内 用 的 是 第 卡 儿 坐标 系 
(zl ,xX"). 这 时 

A.ds= Aldr' 十 … 十 42dzn， 
如 果 从 点 x 沿 直线 移动 一 个 向 量 hei, ei 是 相应 坐标 轴 上 的 单位 向 量 , 那么 这 时 函数 
U 得 到 一 个 增 量 


rT! 十 h : | 
U (Zz 十 he:) 一 U(x) 一 人 4(Z ,Tt, rt... , T" )dt, 


它 等 于 形式 A . ds 沿 着 从 zx 到 z + he; 的 这 个 指定 道路 的 积分 . 由 场 4 的 连续 性 ， 
根据 中 值 定理 , 这 个 等 式 可 以 写成 


U(z + hei)— U(xz)= Ai(z!,... ,7 , T+ Oh, Tt,... ,7")h 
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的 形式 , 其 中 0 < 9 < 1. 将 此 等 式 除 以 hh, 并 令 h 趋 于 零 就 得 到 


1 (z) = A’(z). 


这 实际 上 就 是 A = gradU. > 


注 1 从 这 个 证 明 中 可 以 看 到 , 为 使 场 4 成 为 势 场 , 只 要 条 件 (5) 对 于 光滑 道 
路 成 立 就 够 了 , 或 者 , 即使 只 要 对 于 由 平行 于 坐标 轴 的 线段 组 成 的 折线 成 立 就 够 了 . 


现在 , 我 们 回 过 头 来 看 看 例 4. 当时 (参看 第 八 章 81 例 1), 我 们 曾 算 出 场 (4) 在 
圆周 z2 + y? = 1 上 按 逆 时 针 方 向 转 一 周 的 环流 量 为 2r( 夭 0). 

因此 , 根据 命题 1 可 得 , 场 (4) 不 是 区 域 RA\O 内 的 势 场 . 

然而 本 来 有 , 例如 


y y 2 
ad tg 一 三 | 一 一 > 一 一 |， 
T+ i) 


从 而 , 函数 arctgy 应 该 是 场 (4) 的 势 才 是 . 这 不 是 矛盾 的 吗 ? 矛盾 暂时 还 没有 , 因为 


唯一 正确 的 结论 ， 也 是 这 时 应 该 做 出 的 结论 ， 在 于 函数 arctg 并 非 在 整个 区 域 R2\O 
内 有 定义 . 确实 如 此 , 例如 , 它 在 Oy 轴 上 的 点 就 没有 定义 . 

这 时 , 你 们 可 能 会 说 , 那 就 考察 点 (z,y) 的 极 角 函数 p(x,y). 它 实 际 上 就 是 函数 
arctg, 不 过 现在 在 x = 0 点 处 , 只 要 (zx,y) 不 是 原点 , 也 有 定义 . 在 区 域 RA\O 内 ， 
处 处 成 立 
dz 十 dy. 


y 
do=_ 2 TL 


但 是 , 就 是 现在 也 还 没有 任何 矛盾 , 尽管 情况 更 加 微妙 了 . 请 注意 p(x,y), 实际 
上 就 是 它 在 我 们 的 区 域 R2\O 内 不 是 连续 单 值 函数 . 当 点 (zx,y) 绕 着 原点 逆 时 针 运 
动 使 极 角 连续 变动 , 增加 2r 时 , 点 又 回 到 了 原来 的 位 置 . 就 是 说 , 在 这 个 点 上 , 我 们 
得 到 的 不 是 原来 的 函数 值 , 而 是 一 个 新 的 值 . 因此 , 要 么 放弃 p 在 RO 内 的 连续 性 ， 
要 么 放弃 它 的 单 值 性 . 

在 区 域 R?\ O 的 每 一 点 的 一 个 (不 含 坐标 原点 的 ) 小 邻 域 内 , 能 够 分 出 函数 y 
的 许多 连续 单 值 分 枝 来 , 所 有 这 样 的 分 枝 , 彼此 只 差 一 个 常数 (2r 的 整数 倍 ). 正 是 
这 个 原因 , 它们 的 微 商 相同 , 并 能 做 为 场 (4) 的 局 部 势 . 然而 在 整个 区 域 R*\O 内 ， 
场 (4) 却 没 有 势 . 

在 例 4 中 详细 分 析 的 情况 , 在 以 下 意义 下 可 以 说 是 典型 的 : 场 4 为 势 场 的 必要 
条 件 (3) 或 (3'), 局 部 地 说 , 也 是 充分 条 件 . 我 们 有 


命题 2 如 果 场 为 势 场 的 必要 条 件 在 某 个 球 内 成 立 , 那么 在 这 个 球 内 , 场 是 势 场 . 


4 为 了 直观 , 我 们 首先 在 平面 R? 中 圆 D = {x,y € R?2|z? +22 < 72} 内 的 情况 
证 明 . 对 俩 D 的 点 (x,y), 从 原点 引 两 个 不 同 的 二 条 折线 mm,ya 到 (x,9) 处 , 使 它们 


一 
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的 直线 段 都 与 坐标 轴 平 行 (图 93). 因为 D 是 凸 区 域 , 所 以 这 两 条 折线 围 成 的 矩形 7 
完全 包含 在 D 内 . 


据 斯 托 殉 斯 公式 及 条 件 (3) 得 到 


| w= /dh =0 
oi I 


根据 对 命题 1 所 做 的 注 , 我 们 由 此 已 能 得 出 4 在 也 
内 是 势 场 的 结论 . 此 外 , 根据 命题 1 中 充分 性 的 证 明 . 可 把 
函数 (6) 重新 取 做 势 , 这 时 把 (6) 中 的 积分 理解 成 从 圆心 
沿 那样 一 条 折线 到 所 讨论 的 点 的 线 积分 , 该 折线 的 各 直线 
段 都 是 平行 于 一 个 坐标 轴 的 .在 现在 的 情况 下 , 此 积分 与 
路 径 1, 92 之 选择 的 无 关 性 , 可 从 对 于 矩形 的 斯 托 克 斯 定 图 93 
理 直 接 得 到 . 

在 高 维 情况 , 由 对 二 维 矩 形 的 斯 托 克 斯 公式 即 可 推 知 , 把 折线 积分 路 径 中 相 邻 
两 直线 段 换 成 另外 两 段 , 且 这 四 段 能 组 成 一 个 矩形 , 并 不 会 使 积分 改变 . 既然 用 这 种 
方法 能 逐次 地 把 一 条 折线 路 径 改 造成 另外 任 一 条 到 达 同 一 点 的 折线 路 径 , 因此 在 普 
遍 情 况 下 , 这 个 势 就 能 完全 合理 地 定义 . > : 


4， 区 域 的 拓扑 结构 与 势 


将 例 4 与 命题 2 加 以 比较 可 得 , 当场 是 势 场 的 必要 条 件 (3) 满足 时 , 它 是 不 是 
一 定 是 势 场 的 问题 , 与 这 个 场 的 定义 域 的 (拓扑 ) 结构 有 关 . 下 面 (本 段 及 第 5 段 ) 的 
讨论 , 将 对 能 保证 这 样 的 场 都 是 势 场 的 区 域 的 特征 做 一 个 初步 的 阐述 . 

原来 , 如 果 区 域 D 内 的 任何 闭路 都 能 收缩 成 此 区 域内 的 某 个 点 , 而 在 收缩 过 程 
中 闭路 不 超出 D 的 范围 , 那么 , D 内 的 场 成 为 势 场 的 必要 条 件 (3) 也 是 充分 的 . 以 
后 , 我 们 就 把 这 样 的 区 域 叫 做 单 连通 域 . 球 是 单 连通 的 ( 因 之 命 古 2 成 立 ), 而 打 了 洞 
的 平面 R2\O 不 是 单 连通 的 , 因为 环绕 坐标 原点 的 路 径 , 不 能 收缩 成 这 区 域内 的 一 点 
而 不 超出 区 域 的 范围 . 这 就 是 为 什么 并 非 在 R2\O 中 的 满足 条 件 (3”) 的 每 个 场 都 是 
区 域 R2\O 的 势 场 的 原因 , 例如 , 例 4 就 是 这 样 的 场 . 
现在 从 直观 描述 转 入 确切 叙述 .首先 说 明 , 上 面 所 说 的 道路 的 变形 和 收缩 指 的 
是 什么 . 

定义 3 设 在 区 域 D 内 有 两 条 闭路 yo : [0,1] 一 D 及 和 1 : [0,1] 一 D. 如 采 
存在 从 正方 形 7? = {(t1,#2) € R20 < # < 1,i = 1,2} 到 区 域 D 内 的 连续 映射 
有 了: 12 一 D, 使 对 任何 旭 ,t2 € [0,1] 成 立 : T(t1,0) = 加 人) 时 = q(t1), 以 及 
(0,12) = (1, 妇 ), 就 说 在 区 域 D 内 有 闭路 Yo 到 闭路 mq 的 同 伦 (或 变形 ) 映 射 


这 样 , 同 伦 就 是 映射 了: I? 一 D( 图 94). 如 果 把 变量 万 看 作 是 时 刻 t, 则 据 定 义 
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3, 在 每 个 瞬时 t = 刀 , 我 们 有 闭路 T(t1,t) = Ys (图 94).， 该 道路 随时 间 t 变化 , 在 
初始 瞬间 t= 刀 = 0, 它 与 道路 yo 重合 , 而 在 瞬间 t = 如 = 1, 它 变 成 道路 Yi. 

因为 在 任何 瞬时 te [0, 1], 关系 (0) = 
(0,t) = 了 (为 = 4%(1) 总 成 立 , 这 就 说 道 
路 yx 是 闭路 . 因此 , 映射 三 : 7? 一 DD 在 正 
方形 性 的 一 双 对 边 上 诱导 出 了 同一 个 映射 
B0(t) := T(t1,0) = T(t,1) =: (三 ). 

映射 三 是 关于 道路 yo 逐渐 变形 为 i， 
这 种 概念 的 形式 化 . 这 条 道路 随 着 时 间 这 样 
变化 : 在 初始 时 刻 刀 = 0, 它 与 道路 ?0 一 
致 , 而 在 时 刻 刀 = 1 它 变 成 道路 yi. 

显然 时 间 也 可 以 让 它 按 反 方向 进行 的 ， 
那 时 , 我 们 就 从 道路 yi 得 到 道路 ?0. 


定义 4 称 两 条 闭路 在 一 个 区 域内 是 同 几 
伦 的 ， 如 果 能 在 该 区 域内 使 它们 彼此 同 伦 ， 
亦 即 , 能 在 该 区 域内 建立 从 一 条 道路 到 另 一 条 道路 的 同 伦 


注 2 因为 我 们 在 分 析 中 所 用 的 道路 通常 是 积分 路 径 . 因此 , 今后 不 再 特别 声 
明 , 将 只 讨论 光滑 的 或 分 片 光滑 的 道路 , 以 及 它们 的 光滑 的 或 分 片 光 请 的 同 伦 ， 


对 于 Rn” 中 的 区 域 , 可 以 验证 , 对 于 区 域 中 彼此 连续 同 伦 的 (分 片 ) 光滑 道路 , 必 
存在 它们 的 (分 片 ) 光滑 同 伦 . 


命题 3 如 果 区 域 D 内 的 1- 形式 wh 能 使 dw = 0, 而 闭路 Yo 与 和 41 在 DD 内 同 


伦 ， 则 
| J = 人 wi 
Yo T1 


4 设 卫 : 必 一 万 是 7 到 ?的 同 伦 (参看 图 94). 如 果 五 ,五 是 正方 形 2 的 
底 边 而 轧 , 1 是 它 的 侧 边 , 那么 , 根据 闭路 同 伦 之 定义 , 也 在 五 与 五 的 限制 分 别 
同 yo 与 x 重合 ,而 了 在 万 与 厂 上 的 限制 给 出 了 D 内 的 两 条 道路 Bo 与 81, 义 因 
(0,t2) = Pt,t2), 所 以 道路 bo 与 81 完全 重合 . 由 变量 替换 x = T(t), 形式 wh 就 
变 成 了 正方 形 天 中 的 一 个 1- 形式 w = Fo. 这 时 dw = dr*oa = I[*dwh = 0， 
为 dw = 0. 因此 , 根据 斯 托 克 斯 公式 有 


图 94 里 , 沿 着 某 些 曲 线 画 了 给 它们 定向 的 箭头 , 这 在 后 边 有 用 , 读者 暂时 不 必 去 管 它们 . 
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所 以 


定义 5 一 个 区 域 叫做 单 连通 区 域 , 如 果 其 中 的 任何 闭路 都 与 点 同 伦 ( 即 与 不 变 
道路 同 伦 ). 

这 就 是 说 , 在 单 连通 区 域内 , 任何 闭路 能 收缩 成 一 点 . 

命题 4 设 在 单 连通 区 域内 给 定 场 A, 它 满足 势 场 的 必要 条 件 (3) 或 (3), 那么 
它 就 是 万 内 的 势 场 . 

< 由 命题 1 及 对 它 的 注 1 只 要 验证 对 D 内 的 任何 光滑 道路 > 等 式 (5) 成 立即 
可 . 由 题 设 , 道路 y 同 伦 于 一 个 不 变 道路 , 即 由 一 个 点 构成 的 道路 . 沿 着 这 样 的 单 点 


道路 的 积分 显然 为 零 . 但 根据 命题 3, 在 同 伦 下 积分 不 变 , 这 就 是 说 , 等 式 (5) 对 于 道 
路 > 也 成 立 . > 


注 3 命题 4 包括 了 命题 2. 但 是 , 考虑 到 一 些 应 用 上 的 方便 , 我 们 认为 最 好 还 
是 给 命题 2 一 个 独立 的 证 明 . 
注 4 命题 2 的 证 明 , 并 未 用 到 光滑 道路 彼此 能 够 光滑 同 伦 . 


5. 向 量 势 、 恰 当 形 式 与 闭 形式 


定义 6 设 A,B 都 是 区 域 Dc R3 内 的 向 量 场 . 如果 在 D 内 关系 B = rot4 
成 立 , 联 说 4 是 妃 在 万 内 的 向 量 势 . 


回想 向 量 场 与 定向 欧 氏 空间 R3 中 的 形式 之 间 的 联系 , 以 及 向 量 场 的 旋 量 的 定 
” 义 , 则 关系 B = rot4 能 写成 2 = dw. 因此 w3s = do 名 = wa = 0. 于 是 , 我 
们 得 到 了 场 B 在 区 域 D 内 为 向 量 势 ( 即 B 是 域 D 内 某 向 量 场 4 的 旋 量 ) 的 必要 
条 件 为 / 

z divB = 0. (7) 


我 们 常常 (特别 在 物理 学 中 ) 把 满足 条 件 (7) 的 场 叫做 管 量 场 . 


例 5 在 §1 中 列 出 了 麦克 斯 韦 方 程 组, 其 中 的 第 二 个 方程 恰好 满足 (7) 式 . 
此 , 自然 希望 把 磁场 B 看 作 是 某 个 向 量 场 4 的 旋 度 , 即 A 是 场 B 的 网 量 势 . 在 解 
麦克 斯 韦 方程 组 时 , 就 是 要 找 出 这 样 的 问 量 势 来 . 
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正如 从 定义 1 及 定义 6 所 见 , 关于 问 量 场 的 标量 势 及 问 量 势 的 问题 (我 们 只 在 
有 Rs 中 才 提 出 后 一 问题 ) 是 下 面 的 一 般 问题 的 特殊 情况 : 什么 时 候 微 分 p- 形式 w? 是 
某 个 形式 wp : 的 微分 duP 


定义 7 称 微分 形式 w? 是 区 域 D 内 的 恰当 微分 形式 , 如 果 在 这 个 区 域内 存在 
形式 w?-! 使 wp = dw?-!. / 


如 果 wz 是 D 内 的 恰当 微分 形式 , 则 dw? = d2wp-1 = 0. 因此 , 条 件 
dm =0 (8) 


是 形式 w 为 恰当 形式 的 必要 条 件 . 
: 我 们 (在 例 4 中 ) 已 经 看 到 , 并 不 是 满足 这 个 条 件 的 形式 都 是 恰当 形式 . 因此 ， 
我 们 再 引入 . 


定义 8 如 果 微 分 形式 w 在 区 域 D 内 满足 条 件 (8), 就 把 它 叫 做 D 内 的 闭 形式 . 
我 们 有 
定理 ( 庞 加 莱 引 理 ) 球 内 的 闭 形式 是 恰 当 形式 . 


这 里 所 说 的 是 Rn 内 的 任意 球 及 任意 阶 的 形式 , 所 以 命题 2 是 这 个 定理 的 简单 
特例 

席 加 莱 引 理 可 以 这 样 理解 : 恰当 形式 的 必要 条 件 (8) 局 部 地 是 它 的 充分 条 件 , 这 
就 是 说 ,如 果 满足 条 件 (8), 则 对 于 区 域内 的 任何 点 , 必定 存在 它 的 一 个 邻 域 , 使 得 形 
式 w 在 此 邻 域内 是 恰当 的 

特别 地 , 当 向 量 场 B 满足 条 件 (7) 时 , 则 由 庞 加 莱 引 理 推 知 , 这 个 场 B 至 少 局 
部 地 是 某 个 向 量 场 的 旋 度 

在 这 里 , 我 们 不 打算 再 花 时 间 去 证 明 这 个 重要 定理 (愿意 看 它 的 证 明 的 读者 可 
在 第 十 五 章 读 到 它 ), 而 宁愿 在 本 节 最 后 (借助 1- 形式 的 知识 ) 对 闭 形式 的 恰当 性 问 
题 与 此 形式 的 定义 域 的 拓扑 之 间 的 联系 的 一 般 特 点 作 些 说 明 


例 6 我 们 考察 去 掉 两 个 点 pi,p2 的 平面 有 R?( 图 95) 和 在 图 上 画 出 的 道路 和 yo,”Yi 
和 > 的 支 集 . 设 道路 yo 能 够 在 所 讨论 的 区 域 的 范围 内 收缩 成 一 点 , 所 以 , 如 果 在 D 
内 给 出 一 个 闭 形式 w, 那么 w 沿 yo 的 积分 为 零 . 设 道路 7o 不 能 在 D 内 缩 成 一 点 ， 
然而 这 条 道路 能 与 道路 和 同 伦 , 而 不 改变 形式 w 的 积分 值 , 显然 , w 沿 41 的 积分 可 
以 归结 为 沿 着 环绕 pl 顺 时 针 行进 的 一 个 回路 的 积分 及 两 倍 的 沿 环 绕 pa 点 逆 时 锋行 
进 的 回路 的 积分 . 如 果 用 了 ,TT 分 别 表示 形式 w 沿 着 围绕 pi 及 po 的 小 圆周 按 逆 时 
针 方向 的 积分 , 即 知 形式 w 沿 区 域 D 中 任何 闭路 的 积分 将 等 于 ni + n27T2, 其 中 
ni,n2 都 是 整数 , 它们 指示 的 是 我 们 绕 平面 R? 中 的 小 洞 pi1, po 是 沿 什么 方 同 及 所 绕 
的 圈 数 . 
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环绕 mi,pa 的 圆周 c1,cs 可 以 做 为 闭路 7 C D 之 集 
合 的 基底 ， 如 果 把 两 条 彼此 同 伦 且 w 沿 着 它们 的 积分 值 
相等 的 闭 曲线 等 同 看 待 , 则 在 这 个 基底 下 , 任何 闭路 7, 部 
能 表 成 7 = nici + naca 的 形式 . 量 人 人 w = 了 叫做 循环 
常数 或 积分 周期 . 如 果 区 域 更 复杂 些 ， 比如 其 中 及 个 独 
立 的 简单 回路 , 则 根据 分 解 式 7 = nici 十 … 十 mkck 得 到 
六 = mT 十 … 十 nnT%. 有 这 样 的 结果 , 对 任 给 的 一 组 数 
TT ,… ,Tx, 一定 存在 着 这 个 区 域 的 闭 1- 形式 , 正好 有 这 样 
一 组 周期 (这 是 德 . 拉 姆 定理 的 特殊 情况 ; 参看 第 15 章 ). 

为 了 直观 起 见 , 我 们 把 以 上 讨论 限制 在 平面 区 域 情形 ， 
然而 , 这 里 所 说 的 一 切 对 有" 的 任何 区 域 也 都 对 . 


例 7 在 锣 形 区 域 (R3 内 由 环 面 所 界 的 区 域 ) 内 , 所 有 图 95 
闭路 显然 都 与 绕 小 洞 若干 次 的 圆周 同 伦 . 就 是 这 个 圆 构 成 
了 这 里 的 唯一 非 点 化 的 基 回 路 c. 


此 外 , 以 上 所 说 的 一 切 对 高 维 道路 也 都 适合 . 一 维 闭路 是 圆周 映像 , 或 者 说 是 一 
维 球面 的 映像 . 如 果 取 & 维 球面 的 映像 代替 一 维 闭路 , 对 它们 引入 同 伦 概 念 , 并 在 给 
定 区 域 D c Rr 内 考察 维 球面 有 多 少 个 互 不 同 伦 的 映像 , 就 得 到 区 域 D 的 某 种 
特征 , 它 在 拓扑 学 中 形成 了 所 谓 区 域 D 的 一 同 伦 群 , 记 作 rk(D). 如 果 在 D 内 
维 球面 的 所 有 映像 都 同 伦 于 常 映像 , 我 们 就 认为 x(D) 是 平凡 的 ( 它 只 包含 一 个 元 
素 ) 有 这 种 可 能 : x1(D) 平凡 , 而 x2(D) 不 平凡 . 


例 8 如 果 把 空间 R3 去 掉 点 O 后 作为 D, 那么 在 此 区 域内 的 任何 闭路 都 能 缩 
成 一 点 , 而 了 3 内 包围 点 O 的 球面 , 在 此 区 域 之 内 则 不 能 缩 成 一 个 挟 . 


原来 , 对 于 闭 k- 形式 的 周期 有 重要 意义 的 不 完全 是 同 伦 群 rs(D), 还 有 所 谓 同 
调 群 Hi.(D)( 参 看 第 15 章 ). 


例 9 由 上 所 述 , 我 们 可 以 得 到 这 样 的 结论 , 例如 , 在 区 域 D = Ri\O 内 , 每 个 
闭 1- 形式 是 恰当 的 (R3\O 是 单 连通 的 ), 但 并 非 每 个 闭 的 2- 形式 都 是 恰当 的 . 用 
语言 表示 就 是 R3\ O 内 的 任何 无 旋 场 4 是 某 函 数 的 梯度 , 但 是 并 非 每 个 无 源 场 
B(divB = 0) 一 定 是 这 个 区 域内 某 个 场 的 旋 度 . 


例 10 与 例 9 正好 相反 , 我 们 取 镯 形 区 域 作为 D. 对 于 锡 形 域 来 说 , 群 x (DD) 
不 是 平凡 的 (参看 例 7), 而 x2(D) 是 平凡 的 , 因为 把 二 维 球面 映 入 D 内 的 任何 映射 
f :S52 了 ,在 万 的 范围 内 能 收缩 成 常 映射 (球面 的 像 可 缩 成 一 点 ). 在 这 个 区 域内 ， 
并 不 是 每 个 无 旋 场 都 是 势 场 , 但 是 每 个 无 源 场 必定 是 某 个 场 的 旋 度 


* 译 者 注 . 这 里 “所 有 闭路 "应 改 为 “所 有 非 点 化 闭路 , 即 所 有 在 区 域内 不 能 缩 成 一 点 的 闭路 ”. 
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1. 试 证 任何 中 心 场 4 = f(r)r 是 势 场 . 
2. 设 FF = -gradU 是 有 势力 场 . 试 证 在 这 种 场 内 , 质点 的 稳定 平衡 位 置 在 这 个 场 的 势 U 的 极 
小 点 处 . 


3. 我 们 已 经 看 到 , 对 于 静电 场 吾 , 麦克 斯 韦 方程 组 ($1(12) 式 ) 可 归结 为 一 对 方程 了 .EE = 
A VxE=0. 
条 件 了 x 玉 二 0 表明 至 少 在 局 部 也 有 忆 = 一 grad 2. 点 电荷 的 场 是 势 场 , 义 因 任何 静 
电场 是 这 种 场 的 和 (或 积分 ), 所 以 它 也 总 为 势 场 .在 静电 场 的 第 一 个 方程 中 令 百 = -~-Ve, 即 
知 它 的 势 p 满足 泊 松 方程 Ap = £. 势 p 完全 确定 了 场 召 , 所 以 场 EE 的 刻画 就 归结 为 
找 出 函数 2, 即 泊 松 方程 的 解 . 
已 知 点 电荷 的 势 ( 例 2), 试 解 下 列 问 题 . 


a) 有 二 点 电荷 -g,+g, 它们 分 别 位 于 空间 Ra 中 笛 卡 儿 坐 标 (z,y,z) 为 (9 0 -3)， 


0,0,5 ) 的 点 处 ， 试 证 由 这 二 点 电荷 产生 的 静电 场 ， 在 距 这 些 电荷 的 距离 远大 于 d 


的 点 处 的 势 为 
_ 1 1 
p= 古林 而 4 +o( 去 )， 


其 中 > 是 点 (x,y,z) 的 向 径 ” 的 模 . 

b) 移动 点 的 位 置 ， 使 条 识 讶 一 直人 生生 这 与 把 二 电荷 靠近 (即将 d 变 小 ) 是 等 价 的 
若 固定 qd = Dp 这 个 量 , 并 将 d 变 小 , 那么 , 作为 极限 , 在 区 域 R*”\ O 之 范围 内 得 到 函 
数 p = 二 -三 p 为 了 方便 , 引入 向 量 p, 它 的 大 小 就 是 p, 而 其 方向 是 从 -9 到 9 称 
电荷 对 一 gq, +g 及 用 上 述 极 限 过 程 所 得 到 的 结构 为 偶 极 子 , 向 量 p 叫做 偶 极 答 . 取 极限 
所 得 到 的 函数 p 叫 偶 极 子 势 . 

试 求 当 沿 着 与 偶 极 和 矩 方向 成 9 角 的 射线 无 限 远 离 偶 极 子 时 , 偶 极 子 的 势 的 渐 近 值 . 
cj 设 po 是 由 单位 点 电荷 产生 的 势 , pk 是 偶 极 矩 为 pl 的 偶 极 子 势 . 试 证 p1 = 一 (p1:V)wpo. 
dj 上 面 对 于 一 对 点 电荷 用 极限 过 程 构造 偶 极 子 的 方法 , 可 以 用 于 四 个 点 电荷 (确切 地 说 是 

具有 偶 极 矩 pl,pa 的 双 偶 极 子 ) 并 得 到 双 偶 极 子 及 相应 的 势 .一般 来 说 ,我 们 能 得 到 7 
级 多 偶 极 子 , 它 的 势 


pi = (1 (py V)(py1: V) (pi Vpo= > 9 Spo 


ik! 0 和 k 本 
TiOyrOz 
1 十 开 十 [一 7 y 


其 中 Qi,， 叫做 多 偶 极 矩 的 分 量 . 试 对 双 偶 极 子 计算 并 验证 多 偶 极 子 的 势 的 公式 。 
e) 试 证 当 远离 聚集 电荷 时 , 它 的 势 的 渐 近 主 项 等 于 Te 这 里 Q 是 案 集 电荷 的 总 电量 . 


f) 考察 由 符号 相反 的 电荷 组 成 的 中 性 物体 (例如 分 子 ) 试 证 , 当 离 开 物体 的 距离 较 物体 的 
Te 这 里 e 是 单位 向 量 , 其 方向 是 从 物 


T 


中 泊 松 (S. D. Poisson) (1781 1840). 法 国力 学 、 数 学 及 物理 学 家 ; 他 在 理论 上 的 基础 工作 有 天 
体力 学 , 数学 物理 与 概率 理论 . 泊 松 方程 是 在 他 的 重力 势 与 地 球 引 力 的 研究 中 出 现 的 . 
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体 指 同 观察 点 处 ; p = > qidi, qi 是 第 i 个 电荷 , 而 di 是 它 的 问 径 ; 坐标 原点 选 在 物体 
的 某 个 点 处 ， 


g) 任何 聚集 电荷 产生 的 电场 , 在 离开 它们 相当 远 处 的 势 ， (在 渐 近 意义 下 ) 分 解 成 多 极 子 势 
型 的 函数 . 试 以 这 个 势 的 前 两 项 为 例证 明 这 个 断言 (参考 d),e) 和 f)). 
4. 检查 以 下 各 区 域 是 不 是 单 连通 域 ; 
a) 圆 {(z,y) € R*|x? +y < 1 
b) 空心 圆 {(zx,y) EeE R20 < xz2 十 2 < 1); 
c) 空心 球 {(z,y,z) ER*I0 <x +y +z <1); 
d) 圆 环 (ca € R2|5 <r + < 上 
e) 球 环 (oa 三 R3|3 <T 二 yy 十 Zz < 中 
f) 及 "内 的 锡 形 域 . 


5. a) 给 出 具 固 定 端点 道路 的 同 伦 的 定义 ; 
b) 试 证 一 个 区 域 是 单 连通 域 的 充 要 条 件 是 , 具 共 同 起 点 与 终点 的 任意 两 条 道路 , 在 a) 的 定 
义 之 下 同 伦 . 
6. 试 证 z 
a) 圆周 S51 (一 维 球 ) 到 二 维 球面 5? 内 的 任何 连续 映射 f: 5' 一 52, 沿 着 9” 可 缩 成 一 点 
( 即 缩 成 不 变 映 射 ). 
b) 任何 连续 映射 $2? 5S!+ 也 与 映 成 一 点 的 映射 同 伦 . 
c) 任何 连续 映射 f: 3S1 一 31 同 伦 于 某 映 射 p rm* np, 其 中 n 是 Z 中 的 某 个 数 , yp 是 圆周 
土 点 的 极 角 . 
d) 球面 5? 到 旬 形 区 域内 的 任何 连续 映射 同 伦 于 映 成 一 点 的 映射 . 
e) 圆周 S! 到 镯 形 区 域 的 任何 连续 映射 ， 同 伦 于 一 个 绕 着 镯 的 洞 跑 过 n 次 的 闭路 ， 其 中 
nNED. 


7. 在 区 域 R3\ O ( 即 去 掉 点 O 的 空间 有 R") 内 做 一 个 
a) 闭 且 非 恰当 的 2 一 形式 ; 


b) 无 源 向 量 场 , 使 它 不 是 此 区 域内 任何 向 量 场 的 旋 度 . 
8、 3) 在 区 域 D = 民 *\ O (空间 R” 去 掉 点 O) 内 有 闭 而 不 恰当 的 p < n 一 1 形式 吗 ? 
b) 在 区 域 D = R" \O 内 建立 一 个 闭 而 不 恰当 的 p = n 一 1 形式 . : 


9， 如 果 w 是 区 域 D C R" 内 的 闭 1 一 形式 , 则 根据 命题 2, 任何 点 ze D 有 和 邻 域 U(z), 使 w 
在 其 内 是 恰当 的 . 下 设 w 是 闭 形 式 . 
a) 试 证 如 果 两 条 道路 ~y; : [0,1] 一 D,i = 1,2 有 共同 的 起 点 和 终点 , 并 且 只 在 闭 区 间 
ia, 6] C [0, 4 上 不 一 样 , 而 且 它们 的 像 位 于 同一 个 邻 域 U(z) 之 内 , 则 fj w= 人 ww 
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b) 试 证 : 对 于 任意 一 条 道路 [0, 1] 3 上 y(t) e D, 都 存在 数 5 > 0, 使 得 当道 路 3 与 有 
相同 的 起 点 与 终点 , 且 偏 离 7 不 超过 6, 亦 即 max |3(t) 一 y(t)| < 6 时 , 恒 有 


Ot1 


[1 


c) 试 证 , 如 果 上 共有 共同 起 反 与 终点 的 二 道路 yt 2 作为 固定 问 点 道路 , 在 区 域 D 内 同 伦 ， 
那么 , 对 于 D 内 的 财 形式 w 有 /w= [,w 


10. a) 稍 后 我 们 将 证 明定 义 在 正方 形 产 上 的 任何 连续 映射 一: I* 一 DD 能 用 光滑 映射 (甚至 
用 多 项 式 ) 一 致 逼近 到 任何 程度 , 试 由 此 推出 , 如 果 区 域 D 内 的 道路 yi, ya 同 伦 , 则 对 
于 任意 的 es > 0, 能 找到 光滑 同 伦 的 道路 地 ,32, 使 得 max |3i(t) — y(t)| < ,i= 1,2. 


Ot<1 


b) 现在 用 练习 9 的 结果 证 明 , 如 果 区 域 D 内 的 闭 形式 沿 着 光滑 的 同 伦 道路 的 积分 彼此 相 
等 , 那么 , 它们 对 于 此 区 域内 的 任何 同 伦 道路 也 相等 (不必 假定 同 伦 是 光滑 的 ). 当然 , 对 
于 道路 本 和 喘 需 要 假定 有 茶 种 正则 性 , 以 便 沿 此 道路 能 进行 积分 . 


11， a) 试 证 : 如果 形 式 w?,w? ,WP ?使 w? = dw? = dw?', 则 (至少 是 局 部 地 ) 能 找到 形 
式 wz- , 使 得 wz- = w2 十 dw? “. [两 个 相差 蘑 形式 的 和 分 的 形式 有 相同 的 微分 . 
这 显然 能 从 等 式 dw = 0 推出 .) 
b) 试 证 静电 场 的 势  ( 见 练习 3) 可 在 不 计 一 个 附加 常数 的 区 别 下 完全 确定 . 如 果 要 求 势 
在 无 穷 远 处 趋 于 零 , 这 个 常数 就 确定 了 . 


12. 由 麦克 斯 韦 方程 组 (81(12)), 得 到 下 面 一 对 静 磁 方程 V.B=0,VxB-= -a 其 中 第 一 
个 方程 说 明 场 B 至 少 局 部 地 有 向 量 势 4, 即 BB=V x 4. 

a)】 试 描述 磁场 B 的 势 4 之 选择 的 任意 性 (参看 问题 11 a)). 

b) 设 z,y,z 是 R 中 的 第 卡 儿 坐 标 . 试 求 沿 Oz 轴 方 向 的 均匀 磁场 B 的 满足 以 下 诸 附 加 
条 件 之 一 的 势 A:(i) 场 4 具有 (0, 4,,0) 的 形式 ; (让 场 4 具有 (4-,0,0) 的 形式 ; (十) 
场 4 具有 (As, A,,0) 的 形式 ; (iv) 场 4 关于 绕 Oz 轴 的 旋转 不 变 . \ 

c) 试 证 , 选取 满足 附加 条 件 .4 = 0 的 4 的 势 的 问题 能 归结 为 求解 泊 松 方程 , 更 确切 地 
说 , 是 归结 为 求 标量 函数 外, 使 对 给 定 的 标量 函数 f 满足 方程 和 Ay = f. ; 

d) 设 静 磁场 B 的 势 4 能 使 立 . 4 = 0. 试 证 A 满足 泊 松 向 量 方程 : A4 = -nz- 于 是 ， 
引用 势 的 概念 就 能 把 求 静电 场 (问题 3) 与 静 磁场 的 问题 都 归结 成 为 解 沪 松 方 程 的 问题 . 


13. 众所周知 以 下 的 亦 姆 埠 兹 中 定理 : 在 欧 氏 定向 空间 及 ”的 区 域 D 内 , 任何 光滑 场 五 能 分 解 
为 无 旋 场 本 与 管 量 场 瑟 之 和 三 = 而 十 瑟 . 试 证 , 这 种 分 解法 的 建立 可 归结 为 解 某 个 泊 
松 方 程 . 

14. 设 给 定 了 一 定 质量 的 某 种 物质 , 它 的 状态 由 热力 学 的 参数 V, P, (T) 刻画 . 设 它 在 由 状态 Vo， 
媚 , (To) 向 状态 VP (TT) 转变 , 假定 转变 过 程 很 慢 (全 并 且 是 沿 着 (Y, PP 坐标 ) 状 
态 平面 中 的 道路 y 进行 的 . 在 热力 学 中 证 明了 量 5 = 六 学 -二 & 只 与 路 径 的 起 点 (Wo, 忆 ) 和 终 


中 雍 姆 稚 兹 (Helmholtz) (1821 一 1894) 一 一 各 国 物理 学 家 与 学 家 他 是 首先 发 现 一 般 的 能 量 
守恒 原理 者 之 一 . 顺便 指出 , 正 是 他 首先 确切 地 区 分 了 力 与 能 量 的 概念 . 
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点 (V, P) 有 关 , 其 中 5@ 是 热 交 换 形式 , 这 就 是 说 , 当 固 定 了 其 中 一 个 后 , 例如 (WW, 而) 后 ， 
9 就 成 为 所 考察 的 系统 的 状态 (V, P) 的 函数 . 这 个 函数 就 叫做 系统 的 炉 . 

a) 试 由 此 推出 w = 5 是 恰当 形式 , 并 且 w = d5. 

b) 试 利用 第 十 三 章 81 之 练习 6 所 指出 的 理想 气体 的 形式 5@, 求 理 想 气体 的 糯 . 


84 应 用 例子 


为 了 具体 展示 上 面 所 引入 的 概念 的 作用 , 并 阅 明 高 - 奥 - 斯 公式 作为 守恒 律 的 
物理 意义 . 在 这 里 , 作为 例证 , 我 们 将 研究 某 些 重 要 的 数学 物理 方程 的 推导 . 


1， 热 传导 方程 


可 观察 的 物体 的 温度 了 = T(x,y, z,t), 作为 物体 中 的 点 (x,y,z) 及 时 刻 t 的 函 
数 是 一 个 数量 场 . 由 于 物体 各 部 分 进行 热 交换 , 场 了 就 可 能 有 所 改变 . 然而 这 种 改 
变 并 不 是 随意 的 , 而 必须 服从 一 定 的 规律 , 我 们 希望 把 这 种 规律 明确 地 表示 出 来 . 

设 万 是 所 考察 的 物体 以 曲面 8S 所 限定 的 部 分 . 如 果 在 D 内 没有 热源 , 那么 含 
在 D 内 的 物质 的 内 能 , 只 能 通过 热 交 换 来 改变 , 在 这 种 情况 下 , 只 有 通过 D 的 边界 
S 进行 能 量 转 移 . 

我 们 分 别 计算 在 体积 D 内 的 内 能 变化 及 通过 曲面 的 能 流 , 根据 能 量 守 恒定 律 ， 
列 出 这 些 量 的 等 式 , 并 得 到 所 需要 的 关系 式 . 

Wd 人 m 的 让 AT, 所 需要 的 热量 为 cmAT, 这 里 


T(z, 2 十 Ai 一 Te t), 则 区 域 D 内 的 内 能 增加 
| / cpATaV | (1) 
这 里 p = p(x,y,z) 是 物质 密度 . 


由 经 验 知道 , 在 温度 变化 的 相当 大 的 范围 内 , 因 热 交换 , 在 单位 时 间 内 流 过 物体 
中 的 小 面 元 do = ndo 的 热量 , 与 场 -gradT 通过 这 个 面 元 的 流量 -gradT .do 成 
正比 (梯度 是 关于 空间 变量 z,y z 取 的 ). 比例 系数 与 物质 有 关 , 叫做 热传导 系数 . 
gradT 前 面 的 负 号 表示 能 量 从 温度 高 处 向 低 处 流动 . 这 样 一 来 , 在 时 间 At 内 , 通过 
区 域 D 的 边界 8 沿 外 法 线 方向 流出 的 能 量 (精确 到 o(At)) 是 


Al | | —kgradT .do (2) 
1 
将 (2) 式 表 示 的 量变 号 并 除 以 At 后 , 令 At 一 0 取 极 限 , 并 使 之 与 (1) 相等 , 就 


得 到 op 
WW cpardv = WW kgradT. do. (3) 


84 应 用 例子 . 269 . 


这 个 等 式 就 是 函数 了 的 方程 . 设 工 足够 光滑 , 并 对 (3) 式 右 端 利用 高 一 奥 公 


式 , 等 式 (3) 融 变 成 
WW cp 二 上 = Wl div (Kgrad7 ) dV. 


由 此 , 根据 区 域 D 的 任意 性 ,显然 可 得 
cp = div(Kgrad7 ). (4) 


这 样 我 们 得 到 了 积分 等 式 (3) 的 微分 形式 . 
假如 在 区 域 D 内 有 热源 (或 热 汇 ), 其 强度 具有 密度 F(z,y,z,t), 那么 等 式 (3) 


应 该 换 成 
perdV = kgradT . der 十 PdY (3 
New reer eo)] 
这 时 , 代替 公式 (4)， 我 们 得 到 方程 : 
op ~ div(kgradT)+ FF. (4 ) 
如 果 假 定 物 体 的 热传导 是 各 向 同性 且 均 匀 的 , 则 系数 是 常数 , 而 方程 (4) 就 
变 成 下 面 的 标准 形式 .: oT 


一 一 一 2 
Fr = AT 十 六 (5) 


其 中 f= 一 二 ,而 a2 = 过 2 为 温度 传导 系数 *. 通常 称 (5) 式 为 热传导 方程 
“在 稳定 热 交换 状态 ， 场 7 与 时 间 无 关 ， 这 时 方程 变 成 了 泊 松 方程 


AT = y, (6) 
其 中 p = 一方 /. 如 果 还 设 物体 内 无 热源 , 就 得 到 拉 普 拉 斯 方程 
AT = 0. (7) 


我 们 已 说 过 , 拉 普 拉 斯 方程 的 解 叫 做 调和 函数 .调和 函数 在 热 物 理学 里 的 解释 
是 : 它 对 应 于 在 物体 内 部 建立 的 那样 的 温度 场 , 其 中 热流 的 运行 既 没 有 汇 也 没有 源 ， 
亦 即 热源 (广义 的 , 也 包括 汇 ) 不 在 物体 体内 . 例如 , 在 物体 V 的 表面 9V 上, 保持 
给 定 的 热 状态 T |av= 7 不 变 , 那么 , 在 体 V 内 的 温度 场 , 就 稳定 成 某 个 调和 函数 的 
形式 . 拉 普 拉 斯 方程 (7) 的 解 的 这 种 解释 , 使 得 能 预见 到 调和 函数 的 许多 性 质 . 例如 
在 区 域 V 内 的 调和 函数 , 在 这 个 区 域内 必定 没有 严格 的 局 部 极 值 , 如 若 不 然 , 则 执 
量 只 能 从 (向 ) 那 些 较 热 ( 较 冷 ) 的 部 分 流出 (入 ) 而 变 冷 ( 热 ), 这 与 所 说 的 场 的 稳定 
性 矛盾 . 


* 译 者 注 . 通常 称 它 为 热 扩 散 系 数 , 相应 地 ,& 叫 热 传导 系数 
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2. 连续 性 方程 


设 在 所 考察 的 空间 内 充满 某 种 介质 , p = p(z,y,z,t) 是 介质 的 密度 , v = v(x,y， 
z,t) 是 介质 运动 的 速度 场 , 它们 是 空间 内 的 点 (z,y, >) 与 时 间 上 的 函数 . 

我 们 将 从 质量 守恒 定律 出 发 , 利用 高 - 奥 公 式 , 建立 这 些 量 之 间 的 关系 . 

设 D 是 所 考察 的 空间 中 的 区 域 , 其 边界 为 S. 在 一 段 时 间 At 之 内 , 区 域 D 内 


的 物质 质量 增加 了 
/// (p(x,y,z,t + At) 一 pz 2,t)) dV. 
D 


在 这 很 短 一 段 时 间 At 内 , 物质 经 曲面 5 流向 5 的 外 法 线 一 侧 的 流量 等 于 (不计 高 
阶 无 穷 小 o(At) 的 误 基 ) 
At : 00 . do. 
WW 


如 果 在 区 域 D 内 没有 源 及 汇 , 则 由 质量 守恒 定律 得 到 


NH ews) me 
令 At 一 0 取 极 限 , 就 得 
/amw-- // o .do. 


对 此 等 式 的 右边 应 用 高 - 奥 公 式 , 并 注意 到 D 是 任意 区 域 , 就 得 到 , 对 于 足够 
光滑 的 函数 p.v, 应 成 立 以 下 关系 式 


0 = div(pv), (8) 
它 叫 做 连续 介质 的 连续 性 方程 . 
连续 性 方程 的 向 量 记 法 是 
2 +V: (pv)= (8 ) 
或 将 第 二 项 拆 开 , 与 成 
Frv.Vpi+pvV.v=0. z (8”) 


ot 
的 形式 . 
如 果 介质 是 不 可 压缩 的 (液体 ), 则 通过 闭 曲面 S 流出 的 介质 体积 应 为 零 : 


J 


S 
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由 此 ( 仍 据 高 - 奥 公 式 ) 得 到 , 对 于 不 可 压缩 价 质 成 并 
divv = 0. (9) 


因此 , 对 于 变 密 度 不 可 压缩 介质 (水 及 油 ) 来 说 , 方程 (8”) 变 成 如 下 形式 : 


Op 
有 vp=0. (10) 


如 果 介质 又 是 均匀 的 , 则 Vp = 0, 因而 2 _0. 


3. 连续 介质 动力 学 基本 方程 


现在 引入 连续 介质 在 空间 中 运动 的 动力 学 方程 . 除 上 面 已 讨论 过 的 哨 数 p,w 以 
外 , 它们 在 这 里 仍 表 示 介 质 在 时 刻 t 及 空间 点 (z,y,z) 处 的 密度 及 速度 , 我 们 还 将 考 
察 压力 p = p(z,y,z,t), 它 也 是 空间 点 及 时 刻 上 的 图 数 . 

在 充满 介质 的 空间 中 分 出 一 个 区 域 D, 设 万 的 边界 为 5. 今 考察 在 固定 时 刻 作 
用 于 分 出 来 的 这 一 部 分 介质 的 体积 上 的 力 . 

某 些 力 场 (例如 重力 场 ) 能 作用 于 介质 的 每 个 质量 元 素 pdV_ 上 . 这 种 场 提供 了 
所 谓 质 量力 . 设 FF = F(x,y,z,t) 是 由 一 些 外 场 产 生 的 质量 力 密 度 . 这 时 , 这 些 场 作 
用 在 质量 元 pdV 上 的 力 为 FpdV， 如果 这 个 质量 元 在 所 考察 的 瞬间 具有 加 速度 a， 
则 据 牛 顿 定律 , 这 就 等 于 说 还 存在 惯性 质量 力 -apaV. 

最 后 , 在 曲面 5S 的 每 个 面 元 do = mdc 上 , 有 由 压力 引起 的 面 力 -pdoe 作用 , 它 
来 自 与 DD 内 的 介质 粒子 毗邻 那些 粒子 (这 里 mn 是 5 的 外 法 线 ). 

根据 达 朗 贝尔 原理 ,任何 物质 系统 , 在 其 运动 的 每 一 瞬间 , 作用 在 它 上 面 的 全 部 
的 力 , 包括 惯性 力 在 内 , 是 互相 平衡 的 , 亦 即 它们 的 合力 应 为 零 . 在 我 们 的 情况 下 , 就 


// (FP -apav — [pao =0. (11) 
D S 


此 和 的 第 一 项 是 质量 力 与 惯性 力 的 合力 , 第 二 项 是 作用 在 所 考察 的 体积 的 界面 
S 上 的 压力 的 合力 . 为 了 简单 起 见 , 我 们 认为 所 处 理 的 是 理想 的 (无 粘性 的 ) 液体 或 
气体 , 其 中 作用 在 面积 dc 上 的 压力 是 -pdo, 这 里 的 数 p 与 空间 内 面 元 的 方向 无 关 . 
应 用 82 的 公式 (10), 根据 等 式 (11) 得 到 


jj — a)pdV 一 Wl gradpadV =0. 


由 此 并 注意 区 域 D 的 任意 性 , 显然 推出 
pa = pF — grady. (12) 


在 这 种 局 部 形式 下 的 介质 运动 方程 , 与 物质 质点 运动 的 牛顿 方程 完全 相当 . 
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介质 质点 的 加 速度 a 是 这 个 质点 葛 度 v 的 导数 之 . 如 果 z= z(t),y = y(t),z = 
z(t) 是 空间 中 粒子 运动 的 规律 而 v = oz yz 日 和 那么 , 对 任何 音 


个 的 质点 得 到 
dv Ov Ovdr Ovdy Ov dz 


ad Qt Ord Bydt Ozdati 
可 0 
Q 一 一 -十 (DVI)v， 
这 样 一 来 , 运动 方程 (12) 变 成 如 下 形式 : 
dv 


= = -gradp (13) 


如 + Vo= Pivp (14) 
通常 把 方程 (14) 叫做 流体 动力 学 的 欧 拉 方程 

向 量 方 程 (14) 等 价 于 由 三 个 标量 方 程 组 成 的 方程 组 这 些 方程 中 包含 着 向 量 v 
的 三 个 分 量 以 及 两 个 函数 p,p 

因此 ， 欧 拉 方程 还 不 能 完全 确定 理想 连续 介质 的 运动 诚然 , 对 它 再 补充 上 连续 
性 方程 (8) 是 自然 的 事 , 然而 , 即使 这 样 , 方程 组 仍然 是 不 定 的 . 

要 想 完全 确定 介质 的 运动 , 还 得 对 方程 (8) 及 (14) 补充 关于 介质 的 热力 学 状态 
的 有 关 信息 (例如 状态 方程 f(p,p,T) = 0 及 热 交 换 方程 ). 在 本 节 最 后 一 段 里 , 读者 
将 能 得 到 能 够 给 出 这 些 关 系 的 有 关 知 识 . 

4. 波动 方程 

现在 研究 在 其 中 有 声波 传播 的 介质 的 运动 . 显然 这 种 运动 也 服从 方程 (14), 但 
由 所 研究 的 现象 的 特殊 性 , 这 方程 在 给 定 情况 下 还 可 以 化 简 . 

声音 是 介质 状态 的 疏 密 交 替 , 并 且 在 音波 中 , 压力 偏离 其 平均 值 的 量 非常 小 
比率 约 为 1%. 所 以 声音 是 介质 的 体 元 素 偏离 其 平衡 位 置 很 小 的 小 速度 运动 . 然而 ， 
按照 介质 的 分 子 运动 的 平均 速度 来 衡量 时 , 激发 (也 就 是 波 ) 在 介质 中 的 扩散 速度 可 
与 介质 分 子 运动 的 平均 速度 相 比 拟 , 大 大 地 高 于 所 考察 的 介质 的 各 个 部 分 之 间 的 热 
交换 速度 . 因此 , 我 们 能 把 气体 中 的 声音 的 运动 看 作 是 在 其 平衡 位 置 附近 的 完全 没 
有 热 交 换 的 (绝热 的 ) 小 振动 . 

由 于 宏观 速度 v 本 身 很 小 , 将 运动 方程 (14) 内 的 (v .V)o 侈 去 就 得 到 等 式 

Ov 
rat 

如 果 根 据 同样 的 理由 把 人 地 这 样 的 项 也 忽略 掉 ， 那么 上 面 的 等 式 就 可 化 作 方 程 


= pF 一 Vp. 


一 (ovp) = pF- VYp. 
(po) pF — Vp 
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把 (关于 坐标 z,y, z 的 ) 算 子 V 作用 在 上 式 两 端 , 就 得 到 
(Vp0) = vpF -Ap 
利用 连续 性 方程 (8), 并 引用 记号 V .pF = ,就 得 方程 
O* 
3 二 鲁 十 Ap (15) 
如 果 外 场 的 影响 可 以 忽略 , 那么 方程 (15) 就 归结 为 发 声 介 质 内 的 密度 与 压力 的 
关系 式 


p 


由 于 过 程 是 绝热 的 , 状态 方程 f(p,p,T) = 0 就 归结 为 p 和 p 之 间 的 某 个 关系 式 
二 少 (p), 由 此 推出 


pzp ， 
PE wp + wp (E) 
又 由 于 声波 中 压力 的 拔 动 很 小 ,可 以 认为 wp) = (pw), 其 中 po 是 平和 压力 .因此 


dd —(0 EW 让 ~ yy (po? 可 由 此 ， 最 终 从 (16) 式 得 到 


92 
55 = 一 2Ap (17) 


其 中 a = (w'(po))-i. 这 个 方程 刻画 的 是 在 声音 运动 状态 下 , 介质 中 的 压力 的 变化 . 
方程 (17) 刻画 了 连续 介质 内 的 最 简单 的 波动 过 程 . 它 叫 做 齐 次 波动 方程 . 量 a 有 很 
简单 的 物理 意义 : 它 是 在 给 定 的 介质 内 声 激励 的 传播 速度 , 也 就 是 其 中 的 声速 ( 见 练 
习 4). 
在 受 迫 振动 情形 , 有 某 种 力作 用 于 介质 的 每 个 体 元 素 ; 其 体 密度 分 布 是 已 知 的 . 
这 时 方程 (17) 就 换 成 了 与 方程 (15) 相应 的 关系 式 
O°p 
Ot2 
当 去 0 时 , 称 它 为 非 齐 次 波动 方程 


= a’Ap+ (18) 


练习 


1， 设 连续 介质 运动 的 速度 场 g 是 势 场 . 试 证 当 介 质 不 可 压缩 时 , 场 v 的 势 op 是 调和 函数 ， 即 
Ap = 0( 参 看 (9) 式 ). 
2. a) 试 证 流体 动力 学 的 欧 拉 方程 (14) 可 以 写成 


9v 十 grad (ij 一 也 Xrotvo 一 下 一 -gradp 


(参看 81 的 练习 1). 
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b) 根据 a) 中 所 得 的 方程 验证 : 只 有 当 FF 是 势 场 时 , 才 可 能 有 均匀 不 可 压缩 液体 的 无 旋 流 
(rotvw = 0). 

c) 本 来 ( 拉 格 天 日 定理 ), 势 场 F = gradU 中 的 流动 一 旦 在 某 一 瞬间 是 无 旋 的 , 那么 它 过 
去 和 将 来 都 是 无 旋 的 . 因此 , 这 样 的 流 至 少 是 局 部 势 场 , 即 v = grady. 试验 证 势 场 下 
产生 的 均匀 不 可 压缩 液体 的 势 流 , 在 每 个 瞬间 都 满足 关系 式 


Ow 1 ，» 
grad (P+ 十 57 +2 -Dj -0 


d) 试 从 这 个 等 式 推 出 等 式 
Ow 
+ + 一 U = P(t). 
这 等 式 电 做 柯 西 积分 ， 它 断 定 此 式 左边 与 空间 点 的 至 标 无 关 


e) 试 证 , 如 果 这 个 流动 还 是 稳定 的 , 即 场 v 与 时 间 无 关 时 , 就 得 到 关系 式 
> 十 一 U = 常数 
2 1 
这 叫做 伯 努 利 (Bornoulli) 积分 . 


3. 如 果 流 动 的 速度 场 ”具有 v = (vz,vy,0) 的 形式 , 很 自然 , 称 它 为 平行 平面 流 , 或 者 简称 为 
平面 流 . 
a) 试 证 ， 对 于 平面 流 , 不 可 压缩 性 的 条 件 divw = 0 及 势 性 的 条 件 rotw = 0 分 别 有 如 
下 形式 : 


b) 试 证 , 至 少 在 局 部 , 这 些 等 式 能 够 保证 满足 条 件 (一 vy,vz) = grady 和 (vx, vy) = grady 
的 函数 岂 p(x,y), p(T,y) 存在 . 
c) 试验 证 这 些 函数 的 等 高 线 p = c1,y = ca 正 交 , 并 证 明 在 稳定 流动 中 , 曲线 钞 = c 是 介 
质 质点 运动 的 轨道 . 这 正 是 把 函数 多 叫做 流 函 数 , 以 区 别 于 速度 势 函 数 p 的 原因 
d) 试 证 , 在 函数 p 与 少 足够 光滑 的 假定 下 , 它们 都 是 调和 函数 , 并 且 满 足 柯 西 - 黎 有 要 方程 : 
Op _ ov Op Ov 
Or 688 Oz 
满足 柯 西 - 黎 曼 方程 组 的 一 对 调和 函数 叫做 共 配 调和 函 教 . 


e) 验证 函数 f(z) = (p 十 il)(z, 仿 是 复 变量 z 的 可 微 函 数 ， 其 中 z = zz 十 记 . 这 就 决定 了 
平面 流体 力学 问题 与 复 变 函数 论 的 联系 . 


4. 现在 讨论 波动 方程 (17) 的 最 简单 的 情形 , 即 压力 只 与 空间 点 (x,y,z) 的 z 坐标 有 关 的 平面 
波 情 形 . 
a) 试用 变量 替换 ww = zx -atvuv=z+oab 将 此 方程 化 为 一 一 a 二 0 的 形式 并 证 明 , 这 个 方 
程 的 解 的 一 般 形式 为 :p = f(z 十 at) 十 g(x 一 at), 这 里 f,g 是 C” 类 的 任意 函数 . 


b) 试 把 所 得 到 的 解释 成 两 个 波 ffz),9g(z) 沿 Oz 轴 以 速度 a 分 别 向 左 和 向 右 传 播 的 过 程 . 
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c) 在 一 般 情 况 (17) 式 中 , 也 认为 a 是 波 的 传播 速度 ,并 考虑 到 关系 式 a 二 (w/ (po))-1/2 
如 同 牛顿 假设 温度 在 音波 中 为 常数 , 即 假定 音 的 振动 过 程 是 恒温 的 , 求 空气 中 的 音速 cw 
(状态 方程 是 p = sriR = 8.31J. mol- .KK- ”是 普 适 气体 常数 ; j = 28.8g . mol”! 
是 空气 的 克 分 子 量 ， 对 温度 为 0'C, 即 工 = 273K 的 空气 进行 计算 . 牛顿 求 得 的 cw = 
280m/s). 
d) 假定 声音 振动 是 绝热 过 程 , 试 仿效 拉 普 拉 斯 , 求 空气 中 的 音速 cz, 并 使 它 比 牛顿 的 结果 
cw 更 精确 ，( 在 绝热 过 程 下 , p = cpy 这 是 第 13 章 81 问题 6 中 的 泊 松 公式 . 试 证 明 若 
cv = /5 则 cz = TV 对 空气 来 说 , y = 1.4. 拉 普 拉 斯 求 得 cr = 330m/s, 这 与 斌 
验 吻合 得 很 好 )， 
5. 利用 标量 势 与 向 量 势 可 把 麦克 斯 韦 方程 组 ($1(12)) 化 成 波动 方程 (确切 地 说 是 化 为 几 个 同一 
类 波动 方程 ) 解决 了 这 个 问题 , 将 能 确认 以 往 说 过 的 事实 . 
a) 由 方程 了. B = 0 推出 至 少 局 部 地 有 B = V x A, 这 里 4 是 场 B 的 向 量 势 
b) 已 知 B 二 Vx A, 试 证 : 由 方程 了 xB 二 -元 能 推出 至 少 局 部 好 存在 标量 函数 y， 


o) 验证 , 当 把 场 百 = -Vp - 54 及 B = Vx A 中 的 yw A 换 成 另 一 对 满足 条 件 
BP 二 一 人 3, 和 =A+ Vy 的 势 启 让 时 场 百 和 瑟 不 改变 . 这 里 4 是 C(2) 类 的 任 


意 函数 
d) 试 由 方程 Y . 百 = 推出 势 p 与 势 A 的 第 一 个 关系 式 -vap 一 克 Y.4= 忆 
e) 试 由 方程 eV x B= 过 推出 势 与 4 的 第 二 个 关系 式 
2 2 2 3 824 ;7 
一 CCVA 二 ec V(V 4) 十 刺 Y9 十 区 2 oo 


2 
f) 试用 c) 证 明 , 解 出 辅助 的 波动 方程 A 十 f= 二 和 业 , 能 在 不 改变 吾 和 B 的 条 件 下 


A Be 
选 出 势 。 和 A, 使 它们 满足 补充 条 件 了 .A = -二 坟 ( 称 此 条 件 为 度 规 条 件 ) 
g) 试 证 , 如 果 按照 f) 中 说 的 那样 选择 势 p 和 4, 则 由 d) 和 @) 可 得 关于 电场 的 数量 势 p 
与 向 量 势 4 的 非 齐 次 波动 方程 
Oy _ .2 pe” 0 4 
59 


求 出 yp 与 4 后 , 就 能 得 到 场 E= Vyp,B = 二 Vx A. 


一 cA 人 人 A+ > 
ED 
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81 线性 代数 准备 知识 


1. 形式 代数 | 
设 XX 为 线性 空间 , F* : X* 一 民 , 为 上 的 实 值 &- 形式 . 者 el ,en 为 X 的 
基底 , 而 zi = ziies,,… ,Zk 二 Zei， 为 向 量 2z1,… ,zx EX 关于 此 基底 的 分 解 式 ， 
则 由 F* 对 每 个 变量 的 线性 性 , 有 
Fr (x, - , Tk) 一 F* (xes,, "“"? ZEeik ) 
一 FF"(es, ,Cir Tt AR 一 Qi .i T"! ik, (1) 
因此 , 在 给 定 X 的 基底 后 , 就 能 把 k- 形式 F* : X* 一 及 等 同 于 一 组 数 cs = 
Fr(ei,,... ,ein). 
丘 EC1) En 是 X 的 为 一 基 搬 ， 且 Qj 一 FY (6, , Ej ); 设 e; 一 Ceisj 一 
1,… ,n, 则 得 到 与 同一 形式 F* 对 应 的 数组 ii 到 六 之 间 的 变换 ( 张 量 ) 定律 
Qj jk 一 F* (cy ea, CC 六 ein ) 一 Qi 站 cC 关 . (2) 
线性 空间 X 上 大 形式 之 集 8* := {F* : Xe 一 R} 本 身 , 关于 k- 形式 的 标准 加 
法 与 数 乘 运算 
( 王 + 配 )(z) := FY (x) + Fy(z), (3) 
(AF*)(z) := AF® (7) (4) 


构成 线性 空间 . 
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对 于 任意 的 kk 和! 形式 F*, Fi, 定义 其 张 量 积 运算 @ 如 下 : 
(F* co F')(z1, “kl ‘ Thtl ) - F* (zi, 四 , Tk) PF (Tk41) 7 , TEL) (5) 


因此 ,F* @ F! 是 上 +! 次 的 形式 Fr+!. 显 然 有 以 下 诸 关 系 : 


(AF*)® F! = A(F* ® FF!), (6) 
(FEFFPE)@FI= FOF+I®F,, (7) 
Fr@(FI+R)= Ft@rFI+F®rF, (8) 
(FPF*®@P)GF™= FF:®(F®rF™). (9) 


这 样 , 线性 空间 区 上 的 形式 之 集 和 = {8*} 关于 新 引入 的 运算 ,是 等 级 代数 
$ = Q8 其 中 , 在 进入 直 和 的 每 个 空间 F* 的 范围 内 能 进行 线性 运算 , 且 当 fF* € 
$*, Fl Ee $! 时 ,有 Fr@ Fe Set 


例 1 设 X* 是 X 的 共 斩 空 间 ( 它 由 X 上 的 所 有 线性 函数 组 成 ), 而 e',:… ,e” 
是 X* 的 基底 , 它 与 X 的 基底 e1,:… ,en 是 共 斩 的 , 即 e (ej) = 0 


因为 et(z) = ei(z’ej) = Ze (ej) = 02016 = zi, 那么 , 注意 (1) 式 和 (9) 式 . 就 能 
把 任意 形式 Ft : X* 一 及 写成 如 下 形式 
ee (10) 
2. 斜 对 称 形式 代数 


现在 考察 区 中 由 一 切 斜 对称 上 形式 构成 的 子 空间 2*, 亦 即 we 82* 指 的 古 ， 
对 任何 不 同 的 指标 i, 7 e 全 ,…: ,n}, 成 立 等 式 


Ww (ZT1,… , Ti ,Tj , Tk) 一 一 CC1 Tj ,Tis , Tk). 


从 任何 形式 Fr e 8*, 借助 于 形式 的 斜 对 称 化 算 子 4 : $* 一 20*, 可 得 到 笠 对 称 
形式 . 4 由 以 下 关系 式 确 定 : 


AFK(z1,... ,Tk) := F(z pi Oli (11) 
这 里 
和 为 偶 排列 时 ， 
1 .. .天 


iik 当 人 为 奇 排列 时 ， 


| 不 是 排列 时 . 
] .大 
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若 I* 是 斜 对 称 形 式 , 则 由 (11) 可 知 A4F* = Fr*， 因 此 ,A(4F*) = AF*, 而 且 ， 
当 wwe 8k 时 有 hw = w. 这 就 是 说 ,A :3* 一 0* 是 条 到 上 的 映射 . 
比较 定义 (3),(4),(11), 得 到 
A(PE + FE) = AFr -+ APk, : (12) 
A(AF*) = AAF™. (13) 
例 2 注意 到 (12) 和 (13) 式 , 从 分 解 式 (10) 得 到 
AF™ 一 0 4(ea 的 … 的 e'™*), 
所 以 需求 出 4(ea @:…®@ e'*). 
注意 e?(z) = z', 从 定义 (11) 就 得 到 


4(e21 ee + 的 Er*)(z1 。 Tk) -一 一 eJi (zi ) 。 Ek (Ti, 01 


kk 本 本 二 
71 Ik 
必 1 ” 炎 1 
一 工 5 (14) 
一 1 1 tk 1...k ke! ; 
21 ek 
Lk Lk 


一 般 地 说 , 斜 对 称 形 式 的 张 量 积 就 未 必 还 是 斜 对 称 形 式 . 所 以 在 斜 对 称 形 式 类 
中 , 引入 如 下 外 积 运算 入 : 
(KE 十 中 
wr 人 wt! := i 4(o ® w!). (15) 
因此 , w* 入 wt! 是 十! 次 的 斜 对 称 形 w+ 


例 3 根据 例 2 的 结果 (14), 由 定义 (15), 得 到 


Ne 2 ne en(m1) en(z1)| _ zt zf 
ei!Ae? (ri,T2) 一 一 -4elQ@e2ilZ2) 一 | . 一 | . .|. 16 
(aon) = Ae" Oe)en 9) = 0) oan) |= as a) (0 


例 4 利用 例 3 中 得 到 的 等 式 , 关系 式 (14) 及 定义 (11),(15), 可 得 
(1 + 2)! 


e:! 人 (ez 人 e’3)(z1, TZ2, 73) 一 TD 


4(e2 四 (e2 和 ea))(zi,72,Z3】 


31 ， 。 。 
” “1 ?2 t3 . - 了 J1;7223 
一 niaie (zi )(e 2 Ae”)(Tjo, Tjs)01 2 3 
2 ,23 
— 1 ?1 汉 j， Lj 6717213 
D1 j1 io i3 1 23 
13 “J3 z 
|T2 7Y2 | |Tl TI | | “1l 
一 此] ti 13 2 to +t3 3 i2 23 
Ts Ts 3 3 > 小 2 
11 ?2 ?3 
1 Ll TI 


_ t1 .22 23 
一 局 Ls» LD 。 


2z1 ,22 ?3 
T3 La Ts 
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类 似 的 推导 , 能 证 明 
eil1 A (ez Ae3)= (et Ae?)A e's. (17) 
将 行列 式 按 行 展开 , 根据 归纳 原理 , 即 得 


eil (x1) …. CK (ZX1) 


ea 和 .人 A 人 ex(z ,Tk) = (18) 


e2 (ZK) et (zk) 
同时 , 由 所 做 的 计算 看 到 , 公式 (18) 对 于 任何 1- 形式 所 ，… ,ew*( 不 必 是 空间 X* 的 
基底 形式 ) 也 正确 . 

注意 到 张 量 积 以 及 形式 的 斜 对 称 化 的 以 上 面 诸 性 质 , 即 可 得 到 斜 对 称 形式 的 外 
积 的 下 列 性 质 : 


(FR A = ww Aw + ws Aw, (19) 
(Mw*) Aw! = A(w® Aw'), (20) 
weAw = (~1) tw! Aw®, (21) 
(Ww Aw) A wT = wr A (ww Aw™) (22) 


4 显然 , 等 式 (19),(20) 由 关系 式 (6) 一 (8) 及 (12),(13) 推出 . 
对 每 个 斜 对 称 形式 w = ai .ei @… 8@ ew*, 由 关系 式 (10) 一 (14) 及 (17), 得 到 


w= Aw=ai..i,A(e! B:.. Be™*)= Ti Oi 八 .… 八 ek. 


为 了 证 明 等 式 (21),(22), 利用 已 经 证 明了 的 等 式 (19),(20), 只 要 对 形 如 e+:A…'A 
et 的 形式 来 验证 它们 就 够 了 . 

关于 这 种 形式 的 结合 律 (22) 已 经 由 等 式 (17) 建立 . 
根据 等 式 (18) 及 这 里 所 讨论 的 特殊 的 形式 的 行列 式 的 性 质 , 可 立刻 得 出 (21) 
式 . > : 

我 们 一 并 证 明了 , 任何 形式 we 82* 能 表 成 


w 一 >», Qi et 人 .+ 人 ee (23) 
这 样 , 向量 空间 XX 上 的 斜 对 称 形式 之 集 8 = {02*}, 关于 线性 运算 (3),(4) 及 外 
积 (15) 是 等 级 代数 0 = gdimx 0*. 在 每 个 线性 空间 02* 的 范围 内 可 进行 线性 运算 ， 
而 当 wr € Opwle f! 时 ,有 wrAw!i E90rt. / 
在 直 和 ds 中 , 求 和 是 在 上 从 零 到 空间 X 的 维 数 间 进 行 的 ,因为 斜 对 称 形式 
wk ;Xk 恨 , 当 它 的 次 数 高 于 线性 空间 X 的 维 数 时 , 必然 恒 等 于 零 , 这 可 由 (21) 式 
(或 由 (23) 式 及 (18) 式 ) 看 出 来 . 
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3. 线性 空间 中 的 线性 映射 及 共 郝 空间 中 的 共 郝 映射 


设 X,Y 为 实数 域 (或 其 他 数 域 , 但 对 X,Y 是 同样 的 域 ) 上 的 线性 空间 ， 并 设 
1 XXX 一 了 为 七 到 内 的 线性 映射 , 即 对 任何 z,zi;zz exX 及 任何 数 入 Ee 展 , 成 了 让 


线性 映射 1 : X 一 了 以 目 然 的 方式 产生 一 个 与 它 共 斩 的 映射 1* :gr 一 Bx, 它 
是 从 定义 在 Y 上 的 多 重 线性 形式 的 集合 gr 到 类 似 的 集合 x 内 的 映射 ,者 FY 是 
Y 上 的 大 形式 , 则 按 这 个 定义 有 


(PFE)(z1,::. ,Tk) := Fy (lz1, ,rk). (25) 


由 (24) 及 (25) 看 出 ,L*F& 是 空间 X 上 的 一 个 大 形式 FE, 即 形式 让 (他) C 8 
此 外 , 若 形 式 FE 是 斜 对 称 的 , 那么 形式 (2* FE) = 玫 也 是 斜 对 称 的 , 即 靖 (0Y ) C 02%. 
在 每 个 线性 空间 使 或 (oz 的 范围 内 , 映射 1* 显然 是 线性 的 , 即 


FRE PFE)=LFE EP fF®)= AMF™®. (26) 


现在 将 定义 (25) 与 形式 的 张 量 积 , 斜 对 称 化 及 外 积 的 定义 (5),(11),(15) 相对 照 ， 
就 推出 


(FF?®@F)= (TF?)® (PF9), (27) 
(AF?) = A(L*F?), (28) 
(wr? AwT) = (Pwr?) A (Dw?). (29) 


例 5 设 e1,.… ,em 是 的 基底 ,61,… ,ém 是 Y 的 基底 , 县 il(ei) = ciéj,i € 
{1,.… ,m},j e {1,… ,n}, 车 k- 形式 FE 在 基底 61,… ,En 下 的 坐标 表示 为 


Fk(yiy Yk) = bn jg 1 
这 里 b;...;, = PE(6;,,… ,6jn)， 则 

(FE)(z1, Th) = Qi TH Ti, 
这 里 aj...;, = bji.jr cs! .1 Chr, 因为 


Qil.. .ik (I*F¥ )(ei,, “"? , Ci ) :一 Fy (les,, “"")， lei, ) 


k (185. ksS, 了 一 FEI Sr .ok 
一 FYy(Glej ,Gi Eg) = 下 Y(Ej ,i , Ejk ) Ci Ci*. 
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例 6 设 e ,em 和 忆 ,… ,er 分 别 是 XX*,Y* 的 与 例 5 中 所 说 的 XY 的 基 
底 共 斩 的 基底 . 在 例 5 的 条 件 下 得 到 


(人 )(z) = 人 人 (el 一 人 (cei) 
一 2tEz(czEk) = Tete (ek) 


= zick6y = Cr = cle'(z). 
例 7 仍 用 例 6 的 记号 , 并 注意 (22),(29) 式 , 现在 得 到 


(EN A A =A A 
= (die™) A A (cise™) 
= cil . .。， ‘Clreil AA...Ae™ 
中 
= 2 : :|e 人-...Aew. 


‘Sacreuen| a ... oh 
Ck Ck 


注意 等 式 (26), 由 此 就 能 得 出 一 般 的 结论 


六 | Db ‘| 


1&j1 < <Ik Sn 


Cl .cy 


?1 1 

= >》 be : [ei 人 ... 人 er'™ 
了 1 … 了 3 天 。 。 
li < <ikEMm ji ik 
l1&j1 < <IkSEn tk ik 


一 > ai ie 人 人 e+， 
1&il < tk 人 Sm 


练习 


1。 举例 证 明 , 一 般 来 说 ， 
a) Fr@rAFI®F: 
b) A(F* ® FF!) # AF* ® APF'; 
c) 对 于 F*, Ft e 1 并 非 总 有 天 @RP ED 
2. a) 试 证 , 若 ei,.… ,en 是 线性 空间 X 的 基底 , 而 el ... en 是 X 上 的 线性 函数 ( 即 X 的 
共 斩 空间 X* 的 元 素 ), 且 满 足 ej(ei) = 2, 则 el,… ,e” 是 X* 内 的 基底 . 
b) 验证 , 由 形 如 ea @.…@ete 的 &- 形式 能 构成 空间 $8" = 人 ( 关 ) 的 基底 . 设 dimX =n， 
试 求 此 空间 $* 的 维 数 (dim3"). / 
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c) 验证 , 由 形 如 ea 和, . .Ae™ 的 形式 , 能 构成 空间 2* = 20*( 针 ) 的 基底 , 设 已 知 dimX = m， 
试 求 dim 人 2*. 
d) 试 证 , 若 f = @?_002*, 则 dim 0 = 27. 


3. 设 XX 是 以 为 数 域 的 线性 空间 , 称 G 是 X 上 的 外 (格拉 斯 曼 吕 ) 代数 (通常 记 作 A(X) 以 与 G 

中 的 乘法 运算 和 相对 应 ), 如 果 它 是 有 单位 元 1 且 具 有 以 下 三 性 质 的 结合 代数 : 
1? G 能 由 单位 元 1 及 XX 生成 , 即 G 的 含有 1 及 XX 的 任何 子 代数 都 与 G 一 致 
2° 对 任何 TE X, 有 zx 人 X=0; 
3° dimG = 2dm*. 

a) 试 证 , 车 et ,en 是 X 的 基底 , 则 G 内 形 如 et 八 :… 人 ei =: er(T = 1 < < 
ik} C {f1 2 ,nn}) 的 元 素 1, et ,enel 人 e2 en-1A 人 en el 人 :和 人 en 构 
成 G 的 基 展 . 


b) 根据 a) 的 结论 , 可 以 提出 代数 G = A(X) 的 如 下 的 形式 构造. 


对 a) 内 所 说 的 集 {1,2,:… ,n} 的 子 集 了 = {i,… ,ix}. 作 形 式 元 素 er(efi] 与 
ei 等 同 而 es 与 1 等 同 ), 把 它们 取 做 域 P 上 的 线性 空间 G 的 基底 . G 内 的 乘法 用 公式 


三 oj (= be) 一 > arbye(T， J )eruy. 
I J 1,7 


来 定义 这 里 <(7, J) = sgn JT ,0 一 引 . 试验 证 ， 这 时 得 到 格拉 斯 曼 代 数 (XX). 
ET ,7 


c) 试 证 代数 A(X) 在 同 构 意 义 下 的 唯一 性 . 

d) 试 证 代数 A(X) 是 等 级 代数 : 人 ( 针 ) = @f3 人 * ( 关 ), 这 里 人 (X) 是 形 如 eil 和 和 ea 
的 元 素 的 线性 包 ; 同时 , 若 a € 和?(X),b E As(X), 则 a 人 5 € As ?(X)， 试验 证 
aAb=(—1)"bA ga. 


4. 设 A :一 为 线性 空间 X 到 线性 空间 Y 内 的 线性 酉 射 . 

a) 试 证 , 存在 由 人 (X) 到 A(Y) 内 的 唯一 的 同 态 和 (4) : A(X) 一 A(Y) 在 与 XX 恒 同 的 于 
空间 入 '(XX) C A(X) 上 与 4 一 致 . 

b) 试 证 , 同 态 (4) 将 Ak(X) 变 为 Ag(Y). 和 (4) 在 As(X) 上 的 限制 记 作 (4). 

c) 设 {ei;i = 1,… ,m} 为 的 基底 , 而 {6;;j = 1,… ,n} 为 Y 的 基底 , 并 设 在 这 些 
基 下 算 子 4 对 应 于 矩阵 (a;). 试 证 , 车 {er;TC {1,… ,mm}}, {EJ; J C {1,… ,nn}} 为 
空间 和 A(X) 及 A(Y) 的 相应 的 基底 , 则 算 子 A*(4) 的 矩阵 具有 ay = det(a;) 的 形式 ， 
icET7TEJ 这 里 card7=cardy 一 大 


d) 试验 证 : 车 A : XX 一 了,B :Y 一 2 为 线性 算 子 , 则 等 式 A(Bo4) = 和 A(B)oA(4) 成立. 


@ 格 拉 斯 螺 (Grassmann) (1809 1877) 德国 数学 家 , 物理 学 家 和 语文 学 家 ; 特别 地 , 第 一 个 高 维 


欧 几 里 德 向 量 空间 理论 以 及 向 量 的 数量 积 定义 本 身 , 都 是 他 提出 来 的 . 
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1. 流 形 的 定义 


定义 1 具有 可 数 拓扑 基 的 罕 斯 多 夫 拓 扑 空间 ,叫做 ” 维 流 形 , 假如 其 上 任 一 
点 都 有 一 个 邻 域 U0, 它 或 同 及 于 整个 空间 RR", 或 同 胚 于 半空 间 H* = {zx € 下 ?zl < 
0}. 


定义 2 实现 定义 1 中 所 说 的 同 胚 的 映射 p:R* 一 UCM( 或 p:H* 一 UCc 
MM), 叫做 流 形 M 的 局 部 图 , 称 Rn" (或 H") 为 参数 域 , 而 U 为 该 图 在 流 形 M 上 的 
有 效 域 . 


局 部 图 赋予 每 个 点 x eE U 自己 的 对 应 点 te pg-1(z) € RR"* 的 坐标 . 这 样 , 在 图 的 
有 效 域 UV 内 导出 了 局 部 坐标 系 , 因此 , 习惯 上 称 映 射 o, 更 完整 的 表示 是 序 对 (U, yp)， 
是 有 效 域 U 的 图 . 


定义 3 一 组 图 , 如 果 它 们 的 有 效 域 之 集 能 覆盖 整个 流 形 , 就 叫做 该 流 形 的 图 册 . 


例 1 球面 52 = {x e R3||X|= 1} 是 二 维 流 形 . 如 果 把 52 看 作 是 地 球 表 面 . 则 
地 理 图 的 图 册 就 是 流 形 52 的 图 册 . 


RR? 内 的 圆周 , 即 一 维 球面 S1 = {x € R?||z| = 1}, 显然 是 一 维 流 形 . 一 般 来 说 ， 
球面 5" = {zx e 有 "+illz| = 1} 是 n 维 流 形 . (参看 第 12 章 81). 


注 1 显然 , 定义 1 所 引入 的 对 象 ( 流 形 M), 不 会 因为 把 R* 及 H" 换 成 与 有 R” 
及 H" 同 胚 的 RR* 内 的 参数 域 而 改变 . 例如 , 这 类 参数 域 可 以 是 开 的 方 体 I* = {zx € 
Rn"|0 < zi < 1,i = 1,… ,n} 以 及 给 它 加 上 一 个 界面 所 得 的 方 体 I"* = {x € R"|0 < 
rli<1, 且 0<zi<1,1i= 2,.…,n}. 我 们 经 常 使 用 这 样 的 标准 参数 域 . 

也 不 难 验证 , 如 果 只 要 每 点 ze M 在 M 中 有 一 个 同 胚 于 半空 间 H" 的 某 个 开 
子 集 的 邻 域 w, 由 定义 1 引出 的 对 象 就 不 会 改变 . 


例 2 设 X 是 具有 图 册 {(U6, pa)} 的 m 维 流 形 ,Y 是 具有 图 册 {(Va,Ve)} 的 
n 维 流 形 , 则 X x Y 可 以 看 做 是 具有 图 册 {(Wos,xas)} 的 m 十 n 维 流 形 , 这 里 
Wap = Us x Va, 而 映射 Xee = (pu,ype) 把 wa 及 Wo 的 定义 域 的 直 积 变 成 Wap. 


特别 地 , 二 维 环 面 T? = 51 x 51( 图 69) 或 n 维 环 面 T" = 5' x … x 5 分别 为 
n 个 
如 果 流 形 M 的 两 张 图 (Ui, pi), (Uj;, wp;) 的 有 效 域 Ui,U; 相交 , 即 Ui NU; 多， 
则 在 集合 1i; = pi (Us;), Li 一 p7 (Ui) 间 自然 地 建立 了 一 个 互 逆 的 同 胚 9 订 : fi; 一 


中 参看 第 9 章 $2 以 及 本 斑 的 注 2,3. 
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Li, pii : ii ij. 这 里 ij 一 pi o pilli;, pii = pi o pilTji: 经 弟 把 这 些 同 胚 叫做 
坐标 替换 函数 ,因为 它们 在 有 效 域 的 公共 部 分 U; 六 U; i 站 能 实现 从 一 个 局 部 坐标 系 
到 另 一 个 局 部 坐标 系 的 转换 (图 96). 


图 96 


定义 4 定义 1 中 的 数 n 叫做 流 形 M 的 维 数 , 通常 记 作 dim M. 


定义 5 如 果 在 定义 1 所 说 的 同 胚 p : H* -， U 下 , 与 点 ze U 对 应 的 是 半空 
间 En 的 边界 98* 上 的 点 wo-1(z), 则 称 z 为 流 形 M 的 边界 点 . 流 形 M 的 所 有 边 
界 点 的 集合 叫做 流 形 的 边界 , 通常 用 记号 9M 表示 


根据 内 点 的 拓扑 不 变性 ( 布 劳 威 尔 定理 @), 流 形 的 维 数 与 边界 点 概念 的 定义 都 
是 合理 的 , 亦 即 , 它们 与 定义 4,5 所 使 用 的 具体 的 局 部 图 无 关 . 我 们 没有 证 明 过 布 邦 
威 尔 定理 , 但 是 内 点 关于 微分 同 胚 的 不 变性 , 我 们 是 很 清楚 的 (这 是 反 函 数 定理 的 推 
论 ). 因为 后 面 的 讨论 只 与 微分 同 胚 有 关 , 所 以 在 布 劳 威 尔 定理 上 我 们 不 再 沛 留 . 


例 3 闭 球 B” = {ze R"||z| < 1}, 也 常 称 为 闭 n 维 圆 盘 , 是 n 维 流 形 ， 它 的 边 
界 是 (n 一 1) 维 球面 S?"-1 = {zx € R" ||zx|= 1}. 

注 2 若 流 形 M 的 边界 点 之 集 不 空 , 通常 称 它 为 带 边 流 形 , 而 把 流 形 这 个 术语 
( 按 其 字面 本 来 的 意思 ) 仍 用 于 无 边 流 形 . 在 定义 1 中 没有 区 分 这 两 种 情况 . 

命题 1 n 维 带 边 流 形 M 的 边界 0M 是 (n 一 1) 维 无 边 流 形 . 

< 实际 上 , 9H" = RR"*-!, 而 流 形 M 之 图 册 中 , 形 如 yp; : H" 一 Ui; 之 图 在 9H" 
上 的 限制 , 构成 了 0M 的 图 册 . w 


四 定理 断定 在 集 EC Rn 到 集 p(E) C Rr 上 之 同 胚 映射 p :已 一 p(E) 下 , 集合 EE 的 内 点 变 成 
集合 p(B) 的 内 点 . 
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例 4 考察 平面 双 摆 (图 97), 它 的 辟 a 大 大 小 于 车 b, 且 能 自由 反动, 而 车 b 的 
摆动 范围 为 支撑 物 所 限 . 这 样 一 个 系统 的 构 形 , 在 任何 具体 时 刻 由 两 个 角度 a,6 所 
刻画 . 假如 没有 限制 , 则 双 摆 的 构 形 空间 , 显然 等 同 于 二 维 环 面 T? = Sa x 395. 


如 果 存 在 所 说 的 限制 , 双 摆 的 构 形 空间 可 用 柱 形 Sl x 三 的 点 参数 化 , 这 里 51 
是 圆周 , 它 与 臂 a 的 可 能 位 置 相 对 应 , 而 = {6 € RR||8| < A 人} 为 一 闭 区 间 , 它 是 刻 
画 杆 5b 位置 的 角 6 的 变动 范围 . 

在 这 种 情形 下 , 我 们 得 到 了 带 边 流 形 . 此 流 形 的 边 由 两 圆周 Sl x {一 A}, Ss x {人 } 
组 成 , 这 两 个 圆周 分 别 是 Sl 与 线段 妃 的 端点 {一 A}, {A} 的 乘积 . 


注 3 在 研究 过 的 例 4 中 看 出 , 有 时 集 M 上 的 
坐标 (在 例 4 中 即 a, 6) 能 很 自然 地 产生 出 来, 而 且 
他 们 本 身 就 能 在 M 上 导出 拓扑 . 这 就 是 说 , 在 流 形 
的 定义 1 中 , 不 必要 总 是 事先 要 求 M 上 已 有 拓扑 
流 形 概念 的 本 质 在 于 集合 M 的 点 , 能 用 空间 R" 的 
某 组 子 域 的 点 参数 化 ， 同 时 , 在 M 的 局 部 上 出 现 
的 坐标 系 间 , 产生 出 一 种 自然 的 联系 , 它 表 现 为 空间 
Rn 的 相应 区 域内 的 映射, 这 就 是 说 , 可 以 认为 M 是 
由 空间 Rn 的 一 组 区 域 , 按 指定 的 规律 , 使 它们 的 点 
等 同 起 来 而 得 到 的 ; 或 直 白 地 说 , 按 指定 的 规律 , 把 7 
它们 彼此 粘 合 起 来 . 这 样 , 给 出 流 形 , 实际 上 就 是 给 

出 Rn 的 一 组 子 区 域 以 及 这 些 子 区 域 的 点 之 间 的 对 应 规律 . 我 们 不 滞留 于 如 何 把 这 
里 所 说 的 ( 粘 合 或 点 的 等 同 , 在 M 上 引进 拓扑 等 ) 概念 进一步 精确 化 ， 


定义 6 如 果 流 形 作为 拓扑 空间 是 紧 的 (连通 的 ), 就 称 它 为 紧 流 形 (连通 流 形 ) 


例 1_4 内 所 考察 的 流 形 都 是 紧 且 连通 的 . 例 4 内 出 现 的 柱 面 5 x 三 的 边 
界 由 两 个 独立 的 圆周 组 成 , 是 一 维 紧 而 不 连通 的 流 形 . 例 3 中 的 n 维 圆 盘 的 边 客 
csn-1 - 9B” 是 紧 流 形 , 当 n > 1 时 , 它 是 连通 的 . 而 当 n = 1 时 不 连通 (由 两 点 组 
成 ). : 

例 5 空间 R" 本 身 显 然 是 连通 非 紧 无 边 流 形 , 而 半空 间 H" 是 连通 非 紧 带 边 
” 流 形 的 最 简单 例子 .( 在 这 些 情况 下 , 可 以 取 一 张 图 组 成 图 册 , 且 相 应 的 映射 是 恒 等 映 
射 .) 
命题 2 如 果 流 形 M 是 连通 的 , 那么 它 是 线 连通 的 . 
< 固定 一 点 zu ec M 后 , 考察 流 形 M 中 的 那些 点 的 集 及。 它们 能 用 在 M 范 


围 内 的 道路 与 点 zo 连接 . 由 流 形 之 定义 可 知 , 集合 Bs。 在 M 内 不 空 , 既 开 又 闭 . 
而 E=MP 
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例 6 车 使 每 个 ” 阶 实 方 阵 与 空间 Rr* 的 点 对 应 , 点 的 坐标 是 把 方 阵 的 所 有 元 
素 按照 一 定 顺序 写 出 得 到 的 , 则 所 有 非 退 化 ” 阶 方 阵 之 群 GL(n, 民 ) 成 为 n? 维 的 流 
形 . 该 流 形 是 非 紧 ( 方 阵 的 元 素 无 界 ) 且 不 连通 的 . GL(n, 民 ) 的 不 连通 性 , 由 它 既 含 
具 正 行列 式 又 含 具 负 行列 式 之 方 阵 推出 .GZ(m, RR) 中 与 这 样 的 两 个 方 阵 对 应 的 扣 , 不 
可 能 用 一 条 道路 连接 起 来 (如 若 不 然 , 在 此 道路 上 , 将 有 一 点 , 使 相应 矩阵 的 行列 式 
为 零 ). 


一 SC COSO 
的 方 阵 组 成 ， 因 此, 可 把 它 认 作 是 与 圆周 ， 即 角 参 数 a 的 变动 域 等 同 的 流 形 . 
此 ,5O(2, 了 R) 是 一 维 紧 连通 流 形 ， 如 果 关 于 平面 R? 中 的 直线 的 反射 也 是 允许 的 咏 ， 
则 得 到 所 有 二 阶 实 正 交 方 阵 之 群 O(2,R). 它 自 然 地 能 等 同 于 两 个 不 同 的 圆周 , 它们 
分 别 与 行列 式 为 1 与 -1 的 矩阵 相对 应 . 因此 ,0O(2, 民 ) 也 是 一 维 紧 但 不 连通 的 流 形 . 


例 8 设 a 是 平面 R? 的 向 量 ,Ts 是 由 向 量 a 产生 的 一 个 平面 运动 群 . 群 Ta 的 
元 素 是 将 及 2 中 的 向 量 平 移 na 的 平移 运算 ,ne Z. 在 群 Ta 的 元 素 g 的 作用 下 , 平 
面 上 每 个 点 z 被 移 到 形 如 z+ma 的 点 g(z). 给 定点 ze R?, 在 给 定 变换 群 的 每 个 元 
素 作用 下 所 成 的 一 切 点 的 集合 , 叫做 点 的 轨道 “属于 同一 轨道 ”这样 一 个 R? 的 反 的 
性 质 , 显然 是 及 2 上 的 等 价 关 系 . 而 轨道 是 在 此 意义 下 的 等 价 点 类 .R? 内 的 区 域 , 如 果 
它 恰 含 每 个 轨道 的 一 个 点 , 就 叫做 给 定 的 自 同 构 群 的 基本 域 (确切 含义 见习 题 5d). 


在 我 们 的 情况 下 , 可 取 与 a 正 交 的 间距 为 |a| 的 两 条 平行 线 所 界 的 长 条 做 为 基 
本 域 . 应 当 注意 的 只 是 , 这 两 条 平行 线 的 每 一 条 都 能 从 另 一 条 移动 a 或 -a 得 到 . 在 
与 a 正 交 宽度 小 于 ja| 的 长 条 范围 内 , 没有 彼此 等 价 的 点 , 所 以 , 在 这 样 的 长 条 内 有 
代表 点 的 任何 轨道 都 能 单 值 地 赋予 其 这 种 代表 点 的 坐标 . 这 样 , 给 定 的 群 To 的 轨道 
的 商 集 R?/T 变 成 了 流 形 , 由 上 面 所 说 的 基本 域 , 容易 了 解 , 此 流 形 与 那样 一 个 柱 面 
同 胚 , 它 是 将 宽 为 |a| 的 长 条 的 两 条 边界 直线 上 彼此 等 价 的 点 粘 在 一 起 而 成 的 . 


例 9 今 设 ob 为 平面 R? 的 一 对 正 交 向 量 ,T,。 是 由 这 二 向 量 产生 的 平移 群 . 
在 这 种 情形 下 , 基本 域 是 以 a,b 为 边 的 矩形 . 在 此 矩形 范围 内 , 只 有 位 于 其 对 边 上 的 
点 才能 等 价 . 在 将 基本 和 矩形 的 边 对 应 地 粘 合 之 后 , 可 以 断定 , 所 产生 的 流 形 R2/Ta。 
与 二 维 环 面 同 胚 . 

例 10 我 们 再 讨论 平面 R? 上 由 下 列 变换 产生 的 运动 群 Go : a(x,y) = (z + 
1,1— vy),b(z,y) = (2,y + 1). 

群 G。。 的 基本 域 是 单位 正方 形 ， 其 两 水 平 边 上 的 点 等 同 于 一 条 坚 直 线 上 的 点 
而 正方 形 的 侧 边 上 的 点 , 则 等 同 于 关于 其 中 心 对 称 的 点 . 因此 , 产生 的 流 形 R2/Go,s 

@ 译 者 注 . 这 里 “关于 平面 R? 中 的 直线 的 反射 ” 似 应 改 为 “关于 平面 R? 中 过 原点 的 直线 的 反 

射 ” 


例 7 平面 R? 中 , 其 行列 式 为 1 的 正 交 变换 群 SO(2, RR), 由 形 如 | “，” 机 
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与 殉 莱 因 瓶 同 肛 (参看 第 12 章 81). 
在 这 里 , 我 们 不 再 讨论 第 12 章 81 详细 分 析 过 的 那些 有 益 和 重要 的 例子 . 


2， 光滑 流 形 与 光滑 映射 


定义 7 称 流 形 的 图 册 是 (CW 类 或 解析 ) 光滑 图 册 , 如 果 图 册 中 所 有 坐标 替换 
图 数 都 是 ( 共 相 应 光滑 性 的 ) 光 请 函数 . 


两 个 ( 具 相同 光滑 性 的 ) 图 册 , 如 果 它们 的 并 集 构成 具 同样 光滑 性 的 图 册 , 则 称 
它们 是 等 价 图 册 


例 11 只 用 一 张 图 构成 的 图 册 , 可 以 认为 它 是 要 多 光滑 就 多 光滑 的 . 在 这 方面 ， 
我 们 来 考察 有 上 由 恒 等 映 射 R! 3 z 一 p(x) = zx € RR! 作成 的 图 册 和 由 了 上映 月: 到 RR! 
上 任意 一 个 严格 单调 光滑 函数 RR 3 z 一 B(x) e RR! 作成 的 另 一 个 图 册 . 这 两 个 图 册 
的 并 仍 将 是 一 个 图 册 , 显然 , 它 的 光滑 度 是 函数 5 及 5 ! 的 光滑 度 中 的 较 小 者 . 


特别 地 , 当 5(z) = x3 时 , 则 由 图 {RR1, z3} 构成 的 图 册 不 是 光滑 的 , 因为 $1(z) 
= zx1/3 在 z = 0 不 光滑 . 利用 上 面 所 说 的 , 可 在 RR! 上 建立 不 同 的 无 限 光滑 的 图 册 ， 
而 它们 的 并 是 具 事先 给 定 的 C* 光滑 性 的 图 册 ，. 


定义 8 流 形 M 连同 在 M 上 给 出 的 有 具 已 知 光滑 度 的 等 价 图 册 类 , 叫做 (C* 类 ， 
解析 类 ) 光滑 流 形 . 


有 了 这 个 定义 , 下 面 的 术语 就 清楚 了 : (C(%) 类 ) 拓扑 流 形 ; C(*) 类 流 形 ; 解析 流 
形 . 

为 了 在 流 形 M 上 给 出 具 给 定 光滑 度 的 图 册 的 整个 等 价 类 , 只 要 给 出 这 个 等 价 
类 中 的 任意 一 个 图 册 就 够 了 . 因此 , 可 以 认为 , 光滑 流 形 是 一 个 对 (M, 4). 其 中 M 
是 流 形 , 而 4 是 M 上 是 给 定 光 袜 度 的 医大 / 

流 形 上 具 给 定 光滑 度 的 等 价 图 册 的 集合 , 常 叫做 该 流 形 上 具 给 定 光滑 度 的 光滑 
结构 . 在 具 相 同 拓扑 的 流 形 上 , 可 能 存在 不 同 的 光滑 结构 甚至 有 具 相 同 光 滑 度 的 不 
同 的 光滑 结构 (参看 例 1 及 问题 3). 

再 来 考察 一 些 例 子 , 我 们 特别 注意 其 中 的 坐标 替换 函数 的 光滑 度 


例 12 我 们 称 之 为 实 射影 直线 的 一 维 流 形 RP! 是 R? 内 的 通过 坐标 原点 且 
具有 自然 的 (例如 , 用 直线 间 的 较 小 夹 角 衡量 的 ) 直线 邻近 关系 的 直线 束 . 束 内 每 条 
直线 由 非 零 有 向 向 量 (zl, zx?) 唯一 地 确定 , 并 且 两 个 这 样 的 向 量 , 当 且 仅 当 它们 共 线 
时 才 给 出 束 中 的 同一 直线 . 这 就 是 说 RP! 可 以 看 成 是 实数 序 对 (zl z?) 等 价 类 的 集 
合 . 在 这 里 , 序 对 中 的 数 至 少 有 一 个 不 为 零 , 并 且 当 两 个 序 对 成 比例 时 , 就 认为 它们 
是 等 价 的 (等 同 的 ). 通常 称 序 对 (zl,z2) 为 RP1 上 的 齐 次 坐标 .借助 把 RP' 解释 成 
齐 次 坐标 , 容易 在 RP! 上 建立 由 两 张 图 构成 的 图 册 . 设 Ui,i = 1,2, 是 RP 的 那样 
的 一 些 直 线 ( 序 对 (zl, z2) 的 类 ): zi 关 0. 与 态 的 点 (直线 )p 一 一 地 对 应 着 由 一 个 
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数 攻 = 2 1 确定 的 序 对 (1， 2 ) 类 似 地 , 域 02 的 点 与 由 一 个 数 怒 = zi/zx? 确定 


的 形 如 (到 | 1) 的 序 对 一 一 对 应 . 这 样 ,在 万 及 Uo 内 ,产生 了 局 部 坐标 , 它 显然 与 上 
面 在 RPi 内 引进 的 拓扑 相符 . 在 这 样 建立 的 局 部 图 的 公共 有 效 域 Ui mn Us 内 , 引进 
的 局 部 坐标 满足 关系 妇 = (地 )-1L, 纪 = (如 )-!. 这 些 关 系 证 明了 所 建立 的 图 册 不 止 属 
于 0(%) 类 , 其 至 还 是 解析 的 . / 


最 好 再 看 看 流 形 RP! 的 以 下 解释 . 直线 束 的 每 条 直线 完全 被 它 与 单位 圆周 的 交 
点 确定 .然而 这 样 的 点 恰 有 两 个 , 并 且 它们 是 圆 的 直径 的 两 个 端点 . 直线 的 邻 域 等 
价 于 它 在 圆周 上 的 对 应 点 对 的 邻 域 . 这 就 是 说 , 能 够 把 RP! 解释 作 将 直径 两 端点 等 
同 起 来 ( 粘 合 在 一 起 ) 的 圆周 . 如 果 只 取 半 圆周 , 则 在 它 上 面 只 出 现 一 对 彼此 等 同 的 
点 , 这 就 是 半圆 周 的 两 个 端点 . 把 它们 粘 合 在 一 起 , 将 得 到 重新 拓扑 化 的 圆周 . 这 样 
一 来 ,RP! 作为 拓扑 空间 , 与 圆周 同 胚 


例 13 如 果 考 察 R3 中 过 坐标 原点 的 直线 束 , 或 者 说 , 不 同时 为 零 的 成 比例 的 
三 实数 序 组 类 的 集合 , 则 我 们 得 到 实 射 影 平面 RP*. 三 分 若 四 rz! 0,7 #0,7 天 
0 定义 的 区 域 U1,U2,Us 中 , 引入 局 部 坐标 系 (1 = (1,12,13) ~ (#2,13), 


jl 3 7X! 2? 2 1 /2 
3 和) -的 全 (的 ~ 二 TR 


有 效 域 的 公共 部 分 , 显然 成 立 关系 总 = (&)-1, 如 二 故 ( 旗 )-! 
例如 , 在 区 域 Vi nN U2 内 , 用 公式 
纺 = (#0) =) 


表达 从 坐标 (#2, 克 8) 到 坐标 (如 ,如 ) 的 转换 ， ， 

这 变换 的 雅 可 比 等 于 (-- 妖 )-3, 而 因 如 = ,所 以 它 在 与 所 讨论 的 集合 Ui ma 
的 点 相对 应 的 点 处 有 定义 且 不 为 零 . 

这 样 ,RP? 是 二 维 流 形 , 它 有 由 三 张 图 构成 的 解析 图 册 . 

沿 着 与 例 12 内 考察 射影 直线 RP! 的 相同 的 思路 , 可 把 射影 平面 RP? 解释 成 将 
让 径 两 端 等 同 起 来 的 二 维 球面 52 C 了 Ra, 或 解释 成 边界 圆周 的 直径 两 端 等 同 起 来 的 
半球 面 . 把 半球 射影 到 平面 上 , 我 们 就 能 把 RP? 解释 成 将 边界 圆 的 直径 两 端 氮 等 同 
起 来 的 圆 盘 (二 维 圆 盘 ). 


例 14 平面 R? 上 的 所 有 直线 全 体 , 可 分 成 两 个 集 : U 一 一 非 竖 直 直线 ,Y 一 一 
非 水 平 的 直线 . U 中 每 条 直线 的 方程 有 y = wizx + uz 的 形式 , 因而 可 用 坐标 (ua w2) 
刻画 . 与 此 同时 , V 中 任意 直线 有 形 如 z = wy + v2 的 方程 , 从 而 能 用 坐标 《un vz) 
给 出 . 对 于 交 UnV 中 的 直线 , 有 坐标 变换 函数 v1 = wi ,v2 = -wd ， 及 全 二 
v71,w2 = 一 vav7!. 因此 , 所 考察 的 集 作 为 微分 流 形 有 由 两 张 图 构成 的 解析 图 册 . 
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平面 上 任何 直线 有 形 如 az 十 by 十 c=0 的 方程 , 因而 可 用 三 个 数 的 数组 (a, b,c) 
刻画 它 , 并 且 成 比例 的 两 个 数组 表示 同一 条 直线 . 所 以 可 以 证 明 , 我 们 在 这 里 再 一 次 
遇 到 了 例 13 中 讨论 过 的 射影 平面 RP? . 然而 , 如 果 在 RP? 中 容许 有 不 同时 为 零 的 
任意 三 数 数组 , 那么 现在 就 不 容许 有 形 如 (0,0,c) 的 三 数 数组 , 这 里 c 关 0. 在 RP? 
中 所 有 这 样 的 三 数 数组 , 对 应 着 同一 个 点 . 这 就 是 说 , 本 例 中 所 得 流 形 , 与 由 RP? 去 
掉 一 点 所 得 的 流 形 同 胚 . 如 果 把 RP? 解释 成 将 其 边界 圆 的 直径 两 端点 等 同 起 来 的 加 
盘 , 那么 控 掉 圆 的 中 心 , 我 们 就 在 同 胚 的 意义 下 , 得 到 一 个 环 , 而 其 外 圆周 的 径 对 映 
点 是 粘 合 在 一 起 的 . 借助 简单 的 前 开 , 很 容易 证 明 , 这 时 所 得 到 的 不 是 别 的 , 正 是 熟 
知 的 默 比 马 斯 带 . : 


定义 9 设 M,N 都 是 Co 类 的 光滑 流 形 . 映射 了: M 一 N 叫 氏 光滑 映射 (CD 
类 ), 如 果 点 f(z) e N 的 局 部 坐标 是 点 ze M 的 局 部 坐标 的 C4) 类 函数 . 

当 1 < 时, 所 引入 的 定义 有 意义 且 合 理 的 (与 选用 的 局 部 图 无 关 )， 

特别 地 ,MM 到 尺 ! 内 的 光滑 映射 是 M 上 的 光滑 函数 , 而 及 !( 或 R! 内 的 线段 ) 到 
M 内 的 光滑 映射 是 M 上 的 光滑 道路 . 

因此 , 光滑 函数 了 : M RR! 在 流 形 M 上 的 次 数 不 能 超过 该 流 形 的 光滑 的 次 数 . 


3. 流 形 及 其 边界 的 定 问 


定义 10 光滑 流 形 的 两 个 图 叫做 相 容 的 , 如果 在 它们 的 公共 有 效 域内 从 一 图 的 
局 部 坐标 到 男 一 图 的 局 部 坐标 的 变换 是 微分 同 胚 , 且 处 处 有 正 的 雅 可 比 . 


特别 地 ， 当 两 个 局 部 图 的 有 效 域 之 交 为 空 集 时 ， 也 认为 它们 是 相 容 的 . 


定义 11 光滑 流 形 (M, 4) 的 图 册 4 叫做 流 形 M 的 定向 图 册 , 如 果 它 的 图 是 
两 两 相 容 的 . 


定义 12 称 流 形 M 是 可 定向 流 形 , 如 果 存 在 它 的 定向 图 册 . 否则 , 称 它 是 不 可 
定向 流 形 . 

流 形 的 两 个 定向 图 册 之 并 , 如 果 仍 是 一 个 定向 图 册 , 则 称 它们 是 等 价 定向 图 册 . 容 
易 看 出 , 这 里 所 说 的 “等 价 ”的 确 是 定向 图 册 集 中 的 等 价 关系 . 


定义 13 流 形 M 的 定向 图 册 集 按 上 述 等 价 关 系 所 得 的 等 价 类 叫做 它 的 定向 图 
册 类 或 定向 . 


定义 14 一 个 流 形 , 如 果 它 有 指定 的 定向 图 册 类 , 就 叫做 定向 流 形 
因此 , 给 流 形 定向 , 就 是 (不 管用 什么 方法 ) 指定 一 个 由 它 的 图 册 构 成 的 定向 图 


册 类 . 为 此 , 显然 , 只 要 指出 这 个 特定 的 定向 图 册 类 中 的 任意 一 个 定 同 图 册 即 可 . 
在 第 12 章 $2,83 中 给 出 了 给 R" 中 的 流 形 定向 的 各 种 实用 方法 . 
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命题 3 连通 流 形 , 或 者 不 可 定向 , 或 者 有 两 种 不 同 的 定向 . 


4 设 4 和 4 是 给 定 的 流 形 M 的 两 个 定向 图 册 , 并 给 出 了 从 一 个 图 册 的 图 的 局 
部 坐标 到 另 一 个 图 册 的 图 的 局 部 坐标 的 微分 同 胚 变换 . 设 po e M, 而 分 别 属于 两 个 
图 册 的 两 张 图 的 有 效 域 Ui,,U;, 都 包含 点 po, 且 这 两 张 图 的 坐标 变换 的 雅 可 比 在 与 
点 po 对 应 的 参数 域 中 的 点 处 是 正 的 . 我 们 来 证 明 , 这 时 对 于 任何 后 p €& M 及 图 册 
4,4 中 有 效 域 仿 有 p 的 任何 图 ， 坐标 变换 的 雅 可 比 在 相应 的 坐标 点 处 也 是 正 的 . 

首先 , 我 们 能 明显 地 看 到 , 若 在 点 pe M 对 图 表 4, 4 的 某 一 对 包含 p 的 图 , 变 
换 的 雅 可 比 是 正 的 ( 负 的 ), 则 它 在 p 对 任何 这 样 一 对 图 也 是 正 的 ( 负 的 ), 因为 在 一 
个 图 册 的 范围 内 , 坐标 变换 都 有 正 的 雅 可 比 . 而 复合 映射 的 雅 可 比 等 于 它们 的 雅 可 比 
之 积 . 

今 设 EE 是 M 的 子 集 , 它 由 那样 一 些 点 pe M 组 成 : 在 p 处 , 一 个 图 册 的 图 到 
另 一 图 册 的 图 的 坐标 变换 的 雅 可 比 为 正 . : 

因 po € B, 故 集 合 EB 不 空 , 还 是 M 内 的 开 集 . 实际 上 , 对 任何 点 pe 五 , 存在 
4 与 4A 的 图 册 中 的 图 , 它们 有 包含 p 点 的 有 效 域 0.,U;. 集 Ui 与 0; 是 M 内 的 开 
集 , 所 以 Un5 也 是 M 内 的 开 集 . 集 U; nN 5 的 含有 p 的 连通 分 支 , 既 在 Ui  U; 
开 又 在 M 内 开 . 在 这 个 连通 分 支 上 , 坐标 变换 的 雅 可 比 不 会 变 为 零 , 从 而 也 不 会 变 
号 . 因此 , 在 wv 的 某 个 邻 域内 , 雅 可 比 恒 为 正 , 这 就 证 明了 是 开 集 . 但 集 巨 也 是 M 
内 的 闭 集 . 这 可 由 微分 同 胚 的 雅 可 比 连续 , 以 及 微分 同 胚 的 雅 可 比 不 为 零 推 得 . 

这 样 ,E 是 连通 集 M 的 不 空 的 既 开 又 闭 的 集 . 因此 ,E = M, 且 图 册 4,4 在 M 
上 给 出 了 相同 的 定 问 . | 

在 图 册 4 的 所 有 图 内 , 把 坐标 之 一 变 号 , 例如 把 电 换 成 - 女 , 就 得 到 属于 力 一 
定向 类 的 定向 图 册 一 A. 因为 从 图 册 4 的 任意 图 到 -4 的 图 的 坐标 变换 的 雅 可 比 有 
相反 的 符号 , 所 以 在 M 上 任何 定向 图 册 或 者 与 4 等 价 , 或 者 与 -4 等 价 . > 


定义 15 称 给 定 图 册 中 的 有 限 图 列 为 图 链 ， 如 果 它 的 任何 两 个 序号 相 邻 的 图 的 
有 效 域 的 交 不 空 (Ui MN Uir1 zz 分 ). 


定义 16 一 个 图 链 叫做 矛盾 图 链 或 无 向 图 链 , 如 果 从 它 的 任何 一 个 图 网 其 后 一 
个 图 的 坐标 变换 的 雅 可 比 都 是 正 的 , 链 的 第 一 个 和 最 后 一 个 图 的 有 效 域 相交 , 但 从 
最 后 的 图 到 第 一 个 图 的 坐标 变换 的 雅 可 比 是 负 的 . 


命题 4 流 形 是 可 定向 的 , 当 且 仅 当 其 上 不 存在 矛盾 图 链 . 


4 因为 任何 流 形 都 能 分 解 成 一 些 连通 分 支 , 它们 可 独立 地 定向 . 因此 , 只 要 对 连 
通 流 形 M 证 明 命题 4 就 行 了 . 

必要 性 ” 设 连 通 流 形 M 是 定向 的 ,4 是 M 的 给 出 其 定向 的 定向 图 册 . 根据 命 
题 3 中 已 经 证 明 的 事实 , 流 形 M 的 任何 与 图 册 4 的 图 有 光滑 坐标 变换 关系 的 局 部 
图 , 或 者 与 图 册 4 的 所 有 的 图 相 容 , 或 者 与 图 册 -4 的 所 有 图 相 容 . 这 很 容易 从 命 
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” 题 3 本 身 看 出 来 , 只 要 把 图 册 4 的 图 都 限制 在 我 们 所 取 的 M 的 局 部 图 有 效 域 上 ， 
而 把 这 个 有 效 域 看 作 是 有 一 个 图 的 连通 定向 流 形 . 由 此 推 知 ， 在 流 形 M 上 不 存在 矛 
盾 图 链 . 


充分 性 ”由 定义 1 推 知 , 在 流 形 上 存在 着 由 有 限 个 或 可 数 多 个 图 组 成 的 图 册 . 取 
这 样 一 个 图 册 4, 并 将 它 的 图 重新 编号 . 考察 图 (1, wi) 及 任意 一 个 使 in 大 头 台 的 
图 (5;, pi). 这 时 , 坐标 变换 py;, pii 的 雅 可 比 , 在 变换 的 定义 域内 , 或 者 处 处 是 负 的 ， 
或 者 处 处 为 正 的 . 它们 不 能 有 不 同 号 的 值 , 如 若 不 然 , 在 集 UiNU; 内 就 能 指出 雅 可 比 
为 负 及 雅 可 比 为 正 的 连通 子 集 U.,Uj，, 从 而 , 图 链 (Ui, 91), (U4, gp1), (Ui, pi),(U_, pi) 
就 是 矛盾 的 了 . 

这 样 ， 如果 必 要 , 把 图 (U,w;) 的 一 个 坐标 变 号 ， 就 能 得 到 一 个 有 同样 的 有 效 
域 U; 且 与 图 (LU ,pl) 相 容 的 图 , 我们 仍 把 它 记 作 (Ui, gp;)， 原 来 , 满足 Ul Nn U; 
g, ND; 关 8,UiNnU; 关 2 的 两 张 图 (5;,yi;), (Uj,9;), 在 做 了 上 边 所 述 的 那 种 处 理 
后 , 是 相 容 的 . 若 不 然 , 我 们 由 这 三 个 图 就 能 建立 一 个 矛盾 的 图 链 . 

因此 , 可 以 认为 图 册 中 其 有 效 域 与 UV 相交 的 一 切 图 是 彼此 相 容 的 . 现在 取 这 些 
图 的 每 一 个 作 标准 局 部 图 , 能 使 图 册 中 没有 包括 在 第 一 阶段 中 的 新 图 与 它 相 容 . 在 
这 个 过 程 中 , 不 会 出 现 矛 盾 的 情况 . 因为 根据 假设 , 在 流 形 上 不 存在 邓 盾 图 链 . 继续 
这 种 步骤 ,并 考虑 到 流 形 的 连通 性 , 我 们 将 在 流 形 上 建立 起 一 个 两 两 相 容 的 图 组 成 
的 图 册 , 这 就 证 明了 已 知 流 形 是 可 定 问 的 . > 

所 得 到 的 流 形 可 定向 性 的 判别 准则 , 其 实 , 还 有 它 的 证 明 中 的 想法 , 都 能 成 功 地 
应 用 于 具体 流 形 的 研究 . 这 样 , 例 12 中 所 考察 的 流 形 RP! 是 可 定向 的 . 从 那里 给 出 
的 图 册 , 容易 得 到 RP1 的 定向 图 册 . 为 此 , 只 要 改变 那里 所 建立 的 两 图 之 一 的 局 部 坐 
标的 符号 . 不 过 , 射影 直线 RP! 的 可 定向 性 , 显然 还 可 由 流 形 RP! 同 胚 于 圆周 得 到 . 

射影 平面 有 RP? 是 不 可 定向 的 : 在 例 13 中 所 建立 的 图 册 RP? 的 任 一 图 对 是 这 样 
的 , 在 图 对 范围 内 的 坐标 变换 既 有 使 雅 可 比 为 正 的 区 域 , 也 有 使 它 为 负 的 区 域 , 如 在 
命题 4 的 证 明 中 所 见 , 由 此 推 知 , 在 RP2 上 存在 矛盾 图 链 . 


根据 同样 的 道理 , 例 14 中 所 考察 的 流 形 , 也 是 不 可 定向 的 . 顺便 说 一 下 , 正如 我 
们 指出 的 那样 , 它 怡 好 与 默 比 乌 斯 市 同 胚 . 


命题 5 定向 光滑 n 维 流 形 的 边界 是 定向 n 一 1 维 流 形 , 它 与 原 流 形 具 有 同样 
的 光滑 度 . 

< 命题 5 的 证 明 , 与 第 12 章 83 第 2 段 , 关于 R" 内 的 曲面 的 类 似 的 命题 2 的 
证 明 是 完全 一 样 的 . w 


定义 17 车 4ACM) = {(H", pi 00)}U {(R", py,UV;)} 是 流 形 M 的 定向 图 册 , 则 
图 集 4A(8M) = {(R"-1, pilagn_Rn-1,00;)} 是 流 形 M 的 边界 0M 的 定向 图 册 . 用 这 
个 图 册 给 出 的 边界 定向 , 叫做 与 流 形 的 定向 和 谐 的 边界 定向 . 
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在 实用 上 重要 且 经 常 使 用 的 给 R"* 内 的 曲面 , 及 其 边界 和 谐 定 向 的 方法 , 在 第 12 
章 82, 83 中 已 有 详细 叙述 . 


4. 单位 分 解 及 流 形 以 了 "中 曲面 的 形式 的 实现 


这 里 将 叙述 一 种 专门 的 结构 , 在 数学 上 把 它 叫 做 单位 分 解 . 这 种 结构 常常 成 为 
把 整体 问题 归结 为 局 部 问题 的 基本 方法 . 后 面 , 在 推导 流 形 上 的 斯 托 克 斯 公式 时 , 我 
们 将 对 此 作 一 个 具体 演示 , 而 在 这 里 , 我 们 利用 单位 分 解 来 阐明 , 任何 流 形 都 能 以 维 
数 n 足够 大 的 空间 R* 内 的 曲面 的 形式 实现 . 


引 理 在 及 .上 , 能 构造 一 个 函数 f E Ctco)( 取 ,月 ), 使 得 当 lz 之 3 时 ,f(z) 三 0; 当 
zl <1 时 , f(z) 三 1; 而 当 1<|z|<3 OH 


< 现在 从 熟知 的 函数 9(z) = ( 7 出发, 来 构造 一 个 这 样 的 函数 


当时 (参看 第 1 卷 第 201 页 ) 我 们 曾 验证 了 g € Cec( 限 ,了 ), 证 明了 gt)(0) = 0 对 一 
切 neN 成 芯 . 
因此 , 非 负 函数 


—(z~—1) .p(t+1) ”> 一 1 
co = e 3 Iz| < 1， 
0, 当 |z| 之 1 


也 属于 C%(R, 及 ). 与 它 一 样 ， 
| Su G(t)dt 
F(z) = 
[owa G(t)dt 


也 属 这 个 函数 类 , 因为 有 F(z) = G(x)/ [GG(t)dt 
函数 下 在 区 间 [-1 1 上 严格 递增 ; 当 z < -1 时 , F(z) = 0; 当 zxz>1 时， 


F(z)=1. 
现在 可 取 
f(x)= F(t+2)+F(-z—2)—1 
作为 要 求 的 函数 . > 
注 若 / 六 :及 一 下 是 在 引 理 的 证 明 里 建立 的 函数 , 则 在 RR* 内 定义 的 函数 


gc) = Fr 一 0 on 


满足 : 9 € C(t%)(R", 及 ); 在 任何 后 x € RR" 成 立 0 < 90(z) < 1; 在 区 间 Tao) = {x € 
R”||z’ 和 a'| < 1,? 一 1 ,92 上 上 有 0(7) 一 }, 县 函数 0 的 文集 Suppl 包含 在 区 间 
Ta) = {zx € Rrl|zi ail g 3,7=1,.… 9] 内. 
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定义 18 设 M 是 CW%) 光滑 类 的 流 形 ,X 是 M 的 子 集 . 称 由 函数 e。 = COM 
R) 构成 的 函数 组 已 = {eo,a € 4} 为 集 X 上 的 大 阶 光 滑 或 C* 类 单位 分 解 , 如 果 

1 0 < ea(7x) < 1 对 任意 函数 es e 瑟 及 任意 ze M 成 立 ; 

2。 每 一 点 zeX 在 M 中 都 有 邻 域 U(z), 使 得 函数 组 已 中 只 有 有 限 多 个 函 
数 在 77(z) 上 不 恒 等 于 零 : 

3" 5 ea(z) 三 1 在 X 上 成 芯 . 


en EEF 


注意 , 由 条 件 2°, 对 任何 ze X, 在 和 式 中 , 只 有 有 限 多 项 不 为 零 . 


定义 19 设 训 = {og,8 eB} 是 集 XXcC M 的 开 禾 盖 . 称 = {eo;ae 4} 为 X 
的 从 属于 改 盖 六 的 单位 分 解 , 如 果 忆 是 XX 的 单位 分 解 , 且 每 个 函数 ee e E 都 包 
含 在 集 族 的 某 个 集合 内 . 


命题 6 设 {(Ui,pi),i 二 1,.….,m} 是 流 形 M 的 某 个 阶 光滑 图 册 中 的 有 限 
多 个 图 构成 的 图 组 , 它们 的 有 效 域 构成 紧 集 KK C 1M 的 履 盖 . 那么 在 玉 上 存在 着 从 
属于 改 盖 {Ui,i 二 1,.…,m} 的 CU 类 单位 分 解 . 


< 对 任 一 点 rzoE K, 首先 引入 以 下 构造 . 依次 取 含 zo 且 与 图 po; : R"*(H") 一 UU; 
对 应 的 区 域 U, 点 to = p71!(z0) e R"*(H"), 函数 9(t 一 t0) 及 其 在 图 wp; 的 参数 域 上 
的 限制 %( 这 里 0(t) 是 引 理 的 注 里 所 指 的 函数 ). 

设 IL, 是 以 to e R” 为 中 心 的 单位 方 体 与 图 pi 的 参数 域 的 交集 . 实际 上 , 仅 当 
图 po; 的 参数 域 是 半空 间 HH" 时 , 94, 才 与 0(t 一 to) 不 同 , 而 五 。 才 与 相应 的 单位 方 
体 不 同 ”. 关于 每 点 x e K, 每 个 容许 值 i = 1 2,… ,m 和 相应 的 点 上 = p71!(z) 建立 
的 所 有 的 M 内 的 开 集 pi(fi) 构成 紧 集 K 的 开 履 盖 . 设 {pi, (Ti,),3 二 1,2,… ,位 是 
由 这 个 开 覆 盖 选 出 的 紧 集 K 的 有 限 覆 盖 . 显然 pi (1,) C Ui,. 我 们 在 0;, 上 定义 一 
个 函数 bj(z) = 0 o pi!(z). 把 0;(z) 延 拓 到 整个 流 形 M 上 , 使 它 在 Ui, 之 外 为 零 
这 个 延 拓 到 M 上 的 函数 仍 记 作 55. 据 仿 s CO(M,R) 的 作法 ,supp9; Cc Dai 在 M 
上 0< (7z) < 1 在 pi,(1,) C Ui 上 bi(z) 三 1. 这 时 , 函数 et(z) = 91(z),e2(z) = 
G2 (x)(1 — 0 (7)),.…: et(z) = 01(z) (1 一 91_1(72)): … (1 一 (x)) 组 成 所 求 的 单位 分 
解 . 只 需 验 证 , 在 K 上 》, ej(z)=1 成 立 , 因为 对 K 的 单位 分 解 、 紧 集 K 的 从 属 

六 


履 凑 {Ui , , Ui } C {Ui,i = 一 1,- ” ,ml} 的 其 他 要 求 ， 函数 组 {e1,*- ” , ©1} 显然 是 满 
足 的 . 但 是 由 于 对 每 个 所 > € 五， 名 有 基 个 人 pz (天 ) 包含 它 , 而 在 这 集 上 对 应 的 函 
数 9; 恒 等 于 1, 所 以 在 K 上 成 立 


l 
1 一 Doi(?) = (1 一 外 (z)) .… .(1— (2))=0.> 


* 译 者 注 , 这 句 话 似 应 是 : 实际 上 , 仅 当 图 yp; 的 参数 域 与 半空 间 H" 不 同时 ,bse 才 可 能 与 9(t 一 -to0) 
不 同 , 而 Fo 才 可 能 与 相应 的 单位 方 体 不 同 . 
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推论 1 若 M 是 紧 流 形 , 4 是 M 上 的 C(*) 类 图 册 , 则 在 M 上 存在 从 属于 图 
册 4 的 图 的 有 效 域 的 有 限 单 位 分 解 {e1,*… ,ef 


”< 因 M 是 紧 的 , 故 可 认为 图 册 4 是 有 限 的 . 如 果 在 命题 6 中 令 K = M, 那么 ， 
命题 6 的 条 件 就 都 成 立 了 > 


推论 2 对 流 形 M 中 的 任何 紧 集 KK 及 任何 包含 KK 的 开 集 G C M, 存在 光 数 
f:M 一 及 它 与 流 形 M 同样 光滑 ,在 KK 上 f(x) 三 1 且 suppf CCG. 


4 对 每 点 ze K, 覆盖 上 一 个 邻 域 U(z), 使 U(x) 位 于 G 及 流 形 M 的 茶 个 图 
的 有 效 域 的 范围 内 . 从 紧 集 K 的 开 覆 盖 {U(x),xz e K} 中 选 有 限 覆 盖 , 并 做 出 KK 上 


从 属于 它 的 单位 分 解 {e1,.… ,el}. 函数 f 二 全 es 即 为 所 求 . > 
tt 一] 


推论 3 每 个 (抽象 给 出 的 ) 紧 光 滑 n 维 流 形 M, 微分 同 胚 于 维 教 N 足够 大 的 
空间 有 RN 内 的 某 个 紧 光 滑 曲 面 


< 为 了 不 使 证 明 的 基本 思想 被 不 重要 的 细节 复杂 化 , 我 们 只 对 无 边 紧 流 形 的 情 
况 进行 证 明 . 在 此 情形 下 ,M 上 存在 有 限 光 滑 图 册 4 = {yi : 工 一 Ui,i = 1 |， 
其 中 了 是 R" 内 的 n 维 方 体 . 选 一 个 稍 小 的 方 体 7 使 得 TT CI 而 且 {Ui = pi(T),1 = 
1,.… ,ml 仍然 是 M 的 覆盖 . 在 推论 2 中 取 KK = 1',G = 1,M = BR， 并 做 出 函数 
fe Ce)(Rn ,及 ), 使 当 te TI 时 有 f(t)=1 而且 suppf CI. 

今 考察 映射 pi :Ui = 1(i= 1,.…,m) 的 坐标 函数 贡 (x),:… ,t?(7x)， 并 借助 它 
们 在 M 上 引进 下 列 函 数 : 


% 一 "+ ,0 k=1l1,...,n. 


yt(z) = 已 op7 (2) -起 , 当 zeU 1 
。 0， 当 zx ¢ Ui, 

在 任 一 点 ze M, 映射 M 3 z 王 y(7) = (Ym Ym)(T) ER™™ 
的 秩 达 到 最 大 , 从 而 等 于 n. 实际 上 , 若 ze Ui, 则 p71(z)=teET',foypi (7z)=1 匡 
ye (pi(t)) = ,k= 1 ,Nn. 

最 后 , 考察 映射 M 3 z 一 Y(z) = (y(z), f op7 (72), ,fo pr (7)) ER 
令 在 Ui(i = 1… ,m) 之 外 ,fo p71(zx) 三 0, 则 一 方面 此 映射 与 映射 zy(z) 显然 有 
相同 的 秩 n, 另 一 方面 , 它 显然 是 M 到 M 在 Rm"*+m 内 的 像 上 的 一 一 映射 . 我 们 来 
验证 最 后 这 个 断言 . 设 p,q 是 M 的 不 同 点 . 从 覆盖 M 的 组 {U4,i = 1,… ,m} 中 找 
出 含有 点 p 的 区 域 Vi. 这 时 fo p71(p) = 1. 如 果 fowp71(q) < 1 则 Y(p) 和 了 Y(9) 随 
之 成 立 . 而 如 果 fopzl(g) =1, 则 p,q € i, 让 (Pp) = 大 (p), 外 (gq) = 芯 (9), 且 即 使 对 于 
同一 值 ke {1,… ,n} 也 有 礁 (p) 关 认 (q). 这 就 是 说 ,Y (p) 了 (gq). > 

关于 任意 流 形 能 以 有 R” 中 曲面 的 形式 实现 这 样 一 个 一 般 的 惠 特 尼 (Whitney) 定 
理 , 读者 可 查阅 专门 的 几何 文献 . 
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练习 


1， 验 证, 假如 只 要 求 每 点 ZE.AM 有 邻 域 U(z) C M 同 胚 于 半空 间 瑟 ” 的 开 子 集 , 定义 1 所 引 
入 的 对 象 ( 流 形 ) 并 不 改变 . 
2. 证 明 
a) 例 6 的 流 形 GL(n, 展 ) 是 不 紧 的 , 并 恰 有 两 个 连通 分 支 . 
b) 流 形 SO(n, 民 ) (参看 例 7) 是 连通 的 . 
c) 流 形 O(n, 民 ) 是 紧 的 , 且 恰 有 两 个 连通 分 支 . 
3. 设 (M, 4) 与 (M, A) 是 具 同 样 光滑 度 的 两 个 C%) 流 形 . 称 这 两 个 光滑 流 形 (或 它们 的 光滑 
结构 ) 是 同 构 的 , 如 果 在 图 册 4, 4 下 , 存在 那样 的 Ce 类 映射 让 : M 一 M, 它 有 同一 光滑 
类 Ce 的 道 映 射 六 1 : M 一 M. 
a) 试 证 , 了 上 具 同 样 光滑 性 的 结构 彼此 同 构 . 
b) 验证 例 11 中 的 命题 , 并 说 明 它 们 与 习题 a) 是 否 让 盾 ， 
c) 试 证 , 在 圆周 S1( 一 维 球面 ) 上 , 任意 两 个 C(%)- 结构 是 同 构 的 . 注意 , 这 一 断言 对 于 维 
数 不 超 过 6 的 球面 仍然 正确 , 而 在 5” 上, 米尔 诺 @ 证 明了 , 存在 不 同 构 的 C(%)- 结构 . 
4. 设 5 是 nn 维 流 形 M 的 子 集 . 如 果 对 任意 的 点 zo e 5S, 有 流 形 M 的 那样 的 图 z = w(t2), 它 
的 有 效 域 U 包含 zo， et SMU, 在 图 vw 的 参数 t= (但 ,…… ,t") 的 变化 区 域内 存在 由 


关系 妃 玉 一 0.. 二 0 定义 的 天 维 曲 面 与 之 对 应 . 则 称 5 为 流 形 AM 的 有 维 子 流 形 . 
a) 试 证 ， 由 注 形 M 的 结构 在 S 上 自然 地 诱导 出 上 维 流 形 结构 , 它 与 流 形 AM 的 结构 有 同 
样 的 光滑 度 . 


b) 请 自己 证 实 R* 内 的 & 维 曲 面 9 确实 是 R” 的 上 维 子 流 形 . 

c) 试 证 从 直线 及 ! 到 环 面 T? 内 的 光滑 同 胚 映射  : R! 一 T* 的 像 f(R'), 可 能 是 T* 的 
处 处 稠密 的 子 集 , 这 时 它 将 不 是 环 面 的 一 维 子 流 形 , 尽管 它 还 是 抽象 一 维 子 流 形 . 

d) 如 果 对 n 维 流 形 M 的 子 集 5 中 任 一 点 zo, 都 能 找到 流 形 MM 的 局 部 图 , 其 有 效 域 U 含 
有 xo, 且 和 集合 SN M 在 图 的 参数 域内 对 应 于 空间 及 ”的 某 个 有 维 曲面 , 就 认为 SC M 
是 n 维 流 形 M 的 大 维 子 流 形 . 试验 证 , 这 并 没有 改变 原来 的 子 流 形 概念 的 外 延 . 


5. 设 X 是 豪 斯 多 夫 拓扑 空间 ( 流 形 ), 而 G 是 空间 X 的 同 胚 变换 群 . 称 群 G 为 空间 X 的 离 
补 变 接 群 , 如果 对 于 任意 两 点 zi, zz E 和 (也 可 能 重合 ), 总 存在 它们 各 上 自 的 邻 域 Di, 2， 使 
得 集 {g € Glg(U1) Uz 关 2} 是 有 限 集 . 

a) 由 此 推 知 , 对 任何 点 ze X, 它 的 轨道 {g(z) < Xlg < G} 是 离散 的 , 而 它 的 稳定 子 
Gs 二 {9 € Glg(7x) = 7x} 是 有 限 的 . 
b) 验证 , 若 G 是 距离 空间 X 的 等 距 变 换 群 , 且 具 有 a) 中 所 给 出 的 两 个 性 质 , 则 G 是 X 


的 离散 变换 群 . 
c) 试 在 离散 群 G 的 轨道 的 集合 X/G 上 , 引入 自然 拓扑 空间 ( 流 形 ) 结构 . 
@ 米 尔 诺 (J. Milnor) (1931 一 ) 一 一 最 卓越 的 美国 现代 数学 家 之 一 , 他 的 主要 工作 在 代数 拓扑 与 


拓扑 流 形 两 个 方面 . 
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d) 具 离 散 变换 群 G 的 拓扑 空间 ( 流 形 ) 的 闭 子 集 下 叫做 人 群 G 的 基本 域 ， 如 果 它 是 X 的 
开 子 集 的 闭 包 , 而 且 , 形 如 g(F) 的 集合 (g € G) 两 两 不 相交 , 并 构成 空间 X 的 局 部 有 
限 的 覆盖 . 试 说 明 , 在 课文 的 例 8 一 10 中 , 群 G 的 商 空间 (轨道 ) X/G 怎样 借助 “ 粘 合 ” 
某 些 边界 点 从 FF 做 出 . 
6. a) 利用 例 12,13 的 结构 , 建立 n 维 实 射影 空间 RP”. 
b) 试 证 , 当 n 为 奇数 时 , Rp" 是 可 定向 的 ; 若 n 是 偶数 , 则 RP” 是 不 可 定向 的 . 
c) 验证 , 流 形 SO(3, 及) 与 RP3 同 胚 . 


7. 验证 , 例 14 所 建立 的 流 形 实际 上 与 默 比 乌 斯 带 同 胚 . 
8. a) 李 群 “是 装备 了 那样 的 解析 流 形 结构 的 群 , 其 中 映射 (g1,g2) -~ g1 . g2,9 一 g~! 分 别 
是 GxG 到 G 和 G 到 GG 内 的 解析 映射 . 试 证 例 6,7 内 所 讨论 的 流 形 是 李 群 . 
b) 括 扑 群 (或 连续 群 ) 是 装备 了 那样 的 拓扑 的 群 ， 群 的 乘法 及 求 道 运算 , 作为 G x G 一 
G,G 一 G 的 映射 , 关于 在 G 中 装备 的 拓扑 连续 . 以 有 理 数 群 Q 为 例证 明 , 并 非 每 个 拓 
扑 群 都 是 李 群 
c) 试 证 每 个 李 群 , 在 b) 中 定义 的 意义 下 是 拓扑 群 . 
d) 已 经 证 明 乌 , 任何 拓扑 群 G, 如 果 它 是 一 个 流 形 , 则 必 是 李 群 ( 即 G 作为 流 形 , 有 使 群 变 
成 了 李 群 的 解析 结构 ). 试 证 , 任何 群 流 形 ( 即 任何 李 群 ) 必 是 可 定向 的 流 形 . 


. 拓扑 空间 的 子 集 系 叫做 局 部 有 限 的 , 假如 空间 的 每 个 点 , 都 有 一 个 只 与 集 系 中 的 有 限 多 个 集 
相交 的 邻 域 . 特别 地 可 以 谈论 空间 的 局 部 有 限 覆 盖 . 
称 一 集 系 内 接 在 另 一 集 系 内 , 假如 第 一 个 集 系 中 的 任意 一 个 集 , 至 少 包含 在 第 二 个 集 系 
的 一 个 集中 , 特别 地 , 可 以 谈论 某 集 的 一 个 覆盖 内 接 在 另 一 这 样 的 覆盖 中 
a) 试 证 , 在 "的 任何 开 覆 盖 内 , 可 内 接 一 个 R* 的 局 部 有 限 槛 盖 . 
b) 将 a) 中 的 R" 换 成 任意 流 形 AM, 解 所 得 的 问题 . 
c) 试 证 , 在 RR* 上 存在 从 属于 它 的 任何 给 定 开 覆盖 的 单位 分 解 
d) 验证 , 断言 c) 对 任意 流 形 仍然 成 立 . 


© 
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1. 流 形 在 其 一 反 的 切 空间 


我 们 知道 , 对 于 在 时 刻 to 通过 点 zo = z(to) € Rn" 的 每 个 光滑 道路 民 3+ F 一 ， 

z(t) e R"(R* 内 的 运动 ), 有 瞬时 速度 同 量 上 = (1,…. , 纯 ) 与 之 对 应 (£ = Yi(to) = 
(1,… ,2?)(t0))， 这 些 与 点 zo E RR* 有关 的 同 量 的 集 , 目 然 地 与 算术 空间 及" 等 
中 李 (M. S. Lie) (1842 一 1899) 一 一 著名 的 挪威 数学 家 , 连续 群 ( 李 群 ) 的 鼻祖 ; 罗 巴 切 夫 斯 基 国 
际 奖 的 得 奖 者 之 一 ( 因 将 群 论 应 用 于 几何 论证 于 1897 年 获 的 奖 ) 现在 , 李 群 在 几何 、 拓 9 扑 及 物理 


的 数学 方法 中 , 有 根本 的 意义 . 
外 这 就 回答 了 所 谓 希 尔 伯 特 第 5 问题 
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同 , 并 记 作 TRY (或 TL,(R")). 如 同 空间 R” 中 的 线性 运算 , 在 TR? 中 引进 作用 在 
元 素 £ e TR?7 上 的 相应 的 线性 运算 . 这 样 就 产生 了 一 个 线性 空间 TR?, 称 之 为 R” 
在 点 zo € Rn 的 切 空间 . 

忘掉 事情 的 原由 和 那些 启发 性 的 论述 , 现在 就 可 以 说 , 形式 上 TR 是 由 后 zo € 
及 ”和 与 之 相关 的 那个 线性 空间 有" 组 成 的 对 (zo, 有 R"). 

今 设 M 是 光滑 的 n 维 流 形 , 其 图 册 4 的 光滑 性 不 低 于 CO 类. 我们 要 定义 流 
形 M 在 点 po e M 处 的 切 向 量 与 切 空间 了 TMpo. 

为 此 , 我 们 利用 上 面 对 切 向 量 所 作 的 运动 瞬时 速度 解释 . 在 流 形 M 上 取 一 条 在 
时 刻 to 穿 过 点 po = p(to) < M 的 光滑 道路 及 3 t 一 p(t) € M, 流 形 M 的 图 的 
参量 ( 即 局 部 坐标 ) 用 z 表示, 在 x 的 下 角 附 上 与 图 相应 的 角 码 , 而 坐标 分 量 号 人 码 
写 在 x 的 右上 角 . 这 样 , 当 图 (U Un pi 的 有 效 域 U; 包含 点 po 时 , 在 它 的 参数 域内 ， 
道路 > 对 应 于 该 参数 域 中 的 道路 t gp!1 op(t) = zilt) €E R"(H"), 根据 光滑 映射 
民 3t 一 2? p(t) €E M 的 定义 , 它 是 光滑 的 . 

这 样 , 在 图 (Leoi) 的 参数 域内 (这 里 yg; 是 映射 p = pi(zi)), 产生 了 所 zi(t 如 ) = 
p71(po) 及 向 量 &; = ji(to) < TR2 在 其 他 的 这 样 的 图 (U;, p;) 中 , 相应 地 有 扣 
zj(to) = p71(po) 及 向 量 与 = zj(to) E TR? do 目 然 认为 ， 这 就 是 我 们 希望 把 它 叫 
做 流 形 在 点 po e M 处 切 向 量 & 的 东西 在 不 同 图 中 的 坐标 表示 . 

在 坐标 zi, zx; 之 间 , 有 光滑 互 道 变换 函数 


Ti = Pji(T3), Ti = 9 人 (Zi (1) 
由 此 , 对 (zi(t0),éi), (zj(to),&j) 有 以 下 关系 : 
ri(to) = Pji(Zj( 如 )) zji(to) = pis(Ti(to)), (2) 
Ei = pia(Tj(to))€, €; = pi (Ti(to))és. (3) 
等 式 (3) 显然 是 从 微分 (1) 式 所 得 到 的 公式 
zi(t) = pha(z3(t)) -jy(t), ji(t) = phy (zilt))zalt). 
推出 来 的 . / 


定义 1 设 M 是 光 背 全 M 对 满足 U; 3 p 的 任 一 局 部 图 (Ui, pi), 记 
其 参数 域 中 与 p 相应 的 点 为 zi = p71!(p), 而 R" 在 zi 的 切 空 间 记 作 TR?.， 如 果 对 
每 个 这 样 的 空间 TR? 部 确定 了 一 个 向 量 &; € TR?, 而 且 关系 式 (3) 成 立 则 说 定 
义 了 一 个 流 形 M 在 点 PE M 的 切 向 量 E. 


这 样 一 来 , 如 果 把 映射 pj; 的 雅 可 比 矩 阵 的 元 素 wj 写成 
得 到 了 同一 向 量 6 的 两 种 举 标 表示 的 显 式 关系 
上 = 


3 一 芋 


Ozi 的 形式 , 我 们 就 
07’ | 


和 2 (4) 
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这 里 的 偏 导数 在 p 的 对 应 点 zj = p7 (p) 处 取 值 . 

我 们 利用 TM 来 记 流 形 M 在 点 pe M 的 一 切切 向 量 的 集合 . 

定义 2 如 果 把 了 M， 与 相应 的 空间 TR (TH? ) 等 同 起 来 , 在 TM,。 上 引入 线 
性 结构 , 即 把 了 M， 的 向 量 之 和 看 成 那样 一 个 向 量 , 它 在 TR? (TH? ) 中 的 坐标 表示 
等 于 各 个 加 项 的 坐标 表示 的 和 . 向 量 乘 以 数 的 乘法 , 也 类 似 地 定义 , 那么 , 这 时 所 得 
到 的 线性 空间 , 通常 记 作 TW 或 工 (M), 并 称 之 为 流 形 M 在 点 pe M 处 的 切 空间 . 


由 公式 (3),(4) 看 出 , 在 TM 内 所 引入 的 线性 结构 , 与 图 的 具体 选择 无 关 , 即 在 


”此 意义 下 定义 2 是 合理 的 . 


于 是 , 我 们 定义 了 流 形 的 切 空间 切 向 量 与 切 空间 可 以 有 各 种 解释 (参看 问题 
1). 例如 , 把 切 向 量 等 同 于 线性 泛 函 就 是 其 中 之 一 . 这 种 等 同 基于 在 了 "内 观察 到 的 
以 下 事实 . 

每 个 向 量 £ e TR 相当 于 某 个 光滑 道路 z = z(t) 的 速度 向 量 , 即 € = z(t)|t=to， 
同时 zo = z(to). 这 使 我 们 能 够 定义 给 定 在 R* 上 (或 点 zo 的 邻 域内 ) 的 光滑 函数 f 
在 氮 TO 处 深 问 量 EE TR 的 导数 Def (rx0), 即 


Def(z0) := S(f on)()) (8) 


或 
Def(7x0) = f (x0)é, (6) 
这 里 f(zo) 是 了 在 点 zo 处 的 切 映 射 (f 的 微分 ). 
按 公 式 (5),(6) 由 向 量 上 e TR" 确定 的 泛 函 De : CD(R", 民 ) 一 及, 关于 f 显然 
是 线性 的 ， 由 公式 (6) 也 可 看 出 , 量 De f(xo) 当 固 定 了 函数 f 时 , 线性 地 依赖 于 &， 
即 向 量 的 和 对 应 着 相应 的 线性 泛 函 之 和 , 而 向 量 与 数 相 乘 , 对 应 泛 函 乘 以 同一 数 . 
因此 , 在 线性 空间 TR?” 与 相应 的 线性 泛 函 De 的 线性 空间 之 间 , 存在 者 同 构 . 剩 下 
来 的 是 , 指出 线性 泛 函 De 的 一 组 特征 性 质 来 确定 它 , 以 便 得 到 切 空间 TR? 的 新 的 ， 
当然 是 与 已 往 的 解释 同 构 的 解释 . 
我 们 注意 到 , 除了 上 面 指出 的 线性 性 之 外 , 泛 函 De 还 具有 以 下 的 性 质 : 
De(f .9)(zo) = Def (x0)- g(T0) + f(x0)-: Deg(xo) (7) 
这 是 乘积 的 微分 规律 . 
在 微分 代数 中 , 环 4 的 满足 关系 (a:b)’ = a’':b+a:b 的 可 加 映射 a 一 a! 叫做 微分 
法 (确切 的 说 , 叫 环 4 的 微分 法 ). 因此 , 泛 函 De : CR 下) 一 及 是 环 CW(R", RR) 
的 微分 法 . 但 De 关于 空间 CD(R", 民 ) 的 线性 结构 还 是 线性 的 . 
可 以 验证 , 任何 线性 泛 函 1 : C(%)(R", 民 ) 一 下, 若 具 有 性 质 
af + Bg9) = ai(f) + Bllg),a,b eR, (8) 
(f+g9)= i(f)g(zo0) + f(zo)l(g), (9) 
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则 它 必 有 De 的 形式 , 这 里 《es TR?. 因此 ,R" 在 点 zo 的 切 空间 TR , 能 解释 成 在 
Ct%}(R", 民 ) 上 满足 条 件 (8),(9) 的 泛 函 (微分 法 ) 的 线性 空间 . 

与 空间 TR* 的 基 向 量 ei,… ,ew 相应 是 计算 函数 f 在 点 zo 的 偏 导数 的 泛 
函 : D。,f(zo) 一 zf(z) 。” ， 因 此 , 在 空间 TR?。 的 泛 函 解释 下 ,可 以 说 泛 了 


0 8 _ 
0z1 0x7] 。 


构成 了 TR? 的 基底 
车 & = (6 … ,En) TR,, 则 对 应 于 向 量 & 的 算 子 De 具有 De 6+ 的 形 

式 . 
完全 类 似 地 , Cee) 类 n 维 流 形 M 在 点 po e M 的 切 向 量 上 能 解释 成 (或 定义 
为 ) 在 Ctee) CA 了) 上 具有 性 质 (8),(9) 的 微分 法 1 的 空间 的 元 素 . 当然 , 这 时 在 关系 
式 (9) 中 的 zo, 要 代 之 以 po. 从 而 这 个 泛 函 ! 也 就 与 点 po e M 有 关 . 切 问 量 与 切 
空间 TM 的 这 种 定义 , 形式 上 不 需要 引用 局 部 坐标 表示 ， 显然 在 这 个 意义 下 ， 它 是 不 
变 的 . 算 子 ! 在 局 部 图 (Ui, pi) 的 坐标 (zj ,z?) 下 ， 有 有 T+ + grr — De 


的 形式 . 数组 (各 …… , 即 ) 目 然 叫做 切 同 量 Le pM, 在 图 (U;, pi) 的 坐标 下 的 坐标 . 
同一 泛 函 Le TM 在 图 (Ui, wpi) 和 (Uj, yp;) 中 的 坐标 表示 , 根据 微分 规律 , 满足 关 
系 


一 0 —、 0 一 zz 0 ， 
DS BF =- 2 六 -人 O77 中 六 4) 


k= 二 1 ?72 一 1 2 Kk 二 1 


它 目 然 是 重 现 了 关系 式 (4). 


2. 流 形 上 的 微分 形式 


现在 , 我 们 来 讨论 与 切 空间 TM, 共 思 的 空间 T*M,, 亦 即 , 空间 T*M, 是 TM; 
上 的 实 线性 泛 函 的 空间 


定义 3 与 流 形 M 在 点 pe M 处 的 切 空间 TM 共 思 的 空间 T* M。, 叫做 流 形 
AM 在 点 pp 的 余 切 空间 . 


若 流 形 M 是 C(%) 类 的 ,fe C(%)(M,R 民 ), 而 是 与 向 量 & 对 应 的 微分 法 , 则 对 
固定 函数 fe C(%)(M, 民 ) , 映射 E 己 lef 显然 是 空间 T*Mj 的 元 . 在 M = R” 的 情 
况 , 得 上 一 Def(p) = 了 1(p)é, 所 以 , 所 建立 的 映射 上 一 上访 自然 被 称 为 函数 在 把 p 
处 的 微分 , 通常 记 作 df(p). 

如 果 TR"_,， (或 TH" po 当 p € DM 时 ) 是 在 流 形 M 的 图 (Uo, wa) 内 与 切 
空间 TM, 相对 应 的 空间 则 入 TR _, 共 筑 的 空间 工 * ad 六 目 然 认为 在 此 局 
部 图 内 的 描绘 (表现 ) 了 T*M,. 在 局 部 图 (Uo, pa) 的 坐标 (zl,… ,x2) 下 , 与 空间 


0 
TR; on 或 TH 当 pe 9M) 的 基底 { 397,… ,Be | 相对 应 在 共 令 空间 内 
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有 与 其 共 元 的 基底 {dzl .… ,dz"}.( 我 们 知道 , dzi(6) = ,所 以 dz ( 襄 ) 6 这 
些 共 思 基 底 在 另外 一 个 图 (Us, wpa) 内 的 表达 式 , 可 能 并 不 这 么 简单 , 因为 ，- - 


Or 0 本 Ox’ ~ 
Dr) Brie" ”Or Dr)" 9 

定义 4 称 wm 是 m” 维 光滑 流 形 M 上 的 m 次 微分 形式 , 如 果 在 M 的 每 个 切 
空间 TM, 上 (pe M), 定义 了 斜 对 称 形 式 wm(p) : (TM,)"™ 一 RR. 


实际 上 这 不 过 是 , 在 流 形 M 的 图 (Ca,pa) 内 , 与 空间 TMb 相对 应 的 每 个 空间 
TR" 21 (或 了 再 7) 中 , 给 出 了 对 应 的 m- 形式 wo (za), 这 里 za = 5 (四 于 是 ， 


两 个 这 样 的 形式 wa(za)j,wa(zp) 是 同一 形式 w(p) 的 表达 式 的 事实 , 用 关系 式 


Wal(Ta)l(é1)a,) 加 (ém)a) 一 wa(T8)((E1)8, “" (ém)8) : (10) 


表示 , 其 中 zu,ze 分 别 在 图 (Uo, pa) 和 (Us,yp8) 内 表示 后 p EM, 而 (&1)a,…， 
(ém)a, (£1)8; 四 , (Em)B8 分 别 在 图 (Ua, pa ) 和 (Ug, p8) 内 表示 回 量 £1) “0 ) Sm 二 TM,. 
把 所 说 的 这 些 形式 化 地 写 出 来 , 就 是 


Ta = PBa(7T8), 28 = pap (Ta), (2 ) 


&a = ppa(Z6)56, 66 一 pap(Za)ta， (3 ) 


这 里 , 像 通常 那样 ,pau 及 pos 分别 是 坐标 变换 函数 pxzl ep8;e5 oo, 而 它们 的 切 
映射 ppa = : (PBa)r, Pag =: (Pap)* 实现 了 有 R*(H"7) 在 扩 za;Z6 处 的 切 空 间 的 同 构 . 
正如 81 第 3 段 所 说 , 这 时 共 思 映 射 (p5。)* =: p56, (p44e)* =: pg 实现 形式 的 转移 ， 
而 关系 式 (10) 的 确切 表示 是 


wa(za) = wxa(zajwe(zp)， (107) 


这 里 a, 6 是 平权 的 指标 (可 以 互 换 位 置 ). 
已 知 映射 pg(za) 的 矩阵 (ci)， (= = (到 


2) (za) 因此 , 如 于 


ua(za) = >》_ Qi dr AN. Adrim (11) 


1&il<…<im&n 


wafzp) = ”bjsjmdrs A A der, (12) 


1&j1<<jm&n 
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则 根据 81 中 的 公式 (30) 得 


0i CO A A dr 


O72 ,... ,Tm ) 
a} Mis i by 
-~ 2, aim Ba i ) Te A A ore, 9 


1&il < <im 人 En 
l&I1 Im 人 Sn 


这 里 一 照例 是 表示 由 相应 的 偏 导数 构成 的 矩阵 的 行列 式 

这 样 , 同一 形式 w 的 各 种 坐标 表示 , 可 由 变量 的 直接 代 换 从 一 个 得 到 男 一 个 ( 打 
开 相 应 的 坐标 微分 并 根据 外 积 规则 进行 后 边 的 代数 变换 ). 

如 果 约 定形 式 w。 是 定义 在 流 形 上 的 形式 w 到 图 (U, po) 的 参数 域 中 的 转移 ， 
那么 , 显然 有 wa = WPn WwW, 并 且 认 为 wo = poo (25 )*wa = %a6pwp， 这 里 ， 在 给 定 的 情 
况 下 的 复合 映射 p*o (p31)* 起 着 把 映射 p+ = (68 opa)* 在 形式 上 加 以 具体 化 的 
作用 . 


定义 5 称 nn 维 流 形 M 上 的 m 次 微分 形式 w 属 于 CW) 光滑 类 , (CW) 光滑 微 
分 形式 ) 如 果 在 给 出 M 上 光滑 结构 的 图 册 的 任何 图 (U6, pa) 内 , 它 的 坐标 表示 


Wa 一 PoW 一 >》, Qi (Ta dr A... A dr 
的 系数 ui iv (za) 都 是 CW 类 函数 . 

由 公式 (13) 可 见 , 假如 流 形 本 身 有 C+D) 类 的 光滑 性 , 例如 , 当 M 是 Ctee) 流 
形 时 , 定义 5 是 合理 的 . 

对 于 在 流 形 上 给 出 的 微分 形式 , 以 自然 的 方式 ( 逐 点 地 ) 定义 加 法 , 数 乘 及 外 积 
运算 (特别 地 ， 乘 以 函数 f : M 一 及 , 按 定义 ,函数 是 零 次 形式 )， 其 中 前 两 种 运 
算 , 把 M 上 的 CW) 类 m- 形式 的 集合 82m 变 为 线性 空间 当 有 = oo 时, 通 第 
把 这 个 线性 空间 记 作 02m， 显然 , 形式 wm e 8m 和 wms e fp 的 外 积 是 形式 


CI 十 ?22 一 IM 人 (ma 所 QT 2 ， 


3， 外 微分 
定义 6 把 具有 以 下 三 条 性 质 的 线性 算 子 d: Vi 一 22 叫做 外 微分 : 


1” qd : 00 -0Q1,， 作用 在 任何 函数 fe fl20 上 , 与 将 此 函数 作 普通 微分 df 一 
梓 ， ， 

2° dw Auwm2) = do Auwma + (1)™iw™ A dw™?, 这 里 wmai E 他，ma € 
fm™2. 

3° d*:~dod=0. 

最 后 这 个 等 式 表示 的 是 , 对 任何 形式 w, 形式 d(dw) 是 零 形 式 . 
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因此 , 条 件 3° 的 存在 , 表明 将 只 考察 光滑 度 不 能 低 于 C9 类 的 形式 . 
实践 上 , 这 意味 着 考察 的 是 C(™%) 流 形 , 而 d 是 把 Vm 映 入 Vm+l 内 的 算 子 . 
在 具体 图 的 局 部 坐标 下 , 算 子 4 的 计算 公式 (同时 还 有 算 子 d 的 唯一 性 ), 可 由 


以 下 关系 式 得 出 : 
5 >， ci (Za 入 和 dzim 
l&i1< im En 


一 >》_ dCi .i,, (z)dz2 人 人...Adr'™ (14) 


1&ii< <imn 


十 | 》 ci id(dza A...Adzr'™)= 
1 委 21 必 .< 信念 

现在 , 算 子 d 的 存在 性 , 可 由 以 下 事实 推出 : 在 局 部 坐标 系 中 用 (14) 式 定 义 的 
算 子 , 满足 定义 6 的 条 件 1°,2°,3°. 

特别 地 , 从 上 面 所 说 的 可 以 推 知 , 如 果 wa = piw, 及 wp = p38w 是 同一 个 形式 w 
的 坐标 表示 , 即 wa = pxowp, 那么 , dua 与 dwp 也 是 同一 形式 (dw) 的 坐标 表示 , 即 
dwa = pxadwp. 因此 , 关系 式 d(w*gwp) = yp*%a(dwp) 成 立 , 它 的 抽象 写法 就 是 算 子 d 
与 形式 的 转移 运算 w* 的 交换 性 : 

de” = d. (15 ) 

4. 形式 在 流 形 上 的 积分 | 

定义 7 设 M 是 n 维 光滑 定向 流 形 , 在 它 上 边 的 坐标 x1,.… ,xz” 和 定 问 由 具 
参数 域 D，C R” 的 一 个 图 co。: D。 一 M 确定 . 设 w 是 M 上 的 n- 形式 , 而 
a(z)dx! 入 .…A 人 dz" 是 它 在 区 域 D, 上 的 坐标 表示 . 这 时 


/ Ww :一 / alzjdz A 和...Adzr”, (16) 
M Ds, 
其 中 左边 是 被 定义 的 形式 w 沿 定向 流 形 1M 的 积分 , 而 右 端 是 函数 a(z) 沿 区 域 D。 
的 积分 . 

若 wo; : D, 一 M 是 另 一 个 由 一 张 图 组 成 的 M 的 图 册 , 它 在 M 上 给 出 的 定 同 与 
由 图 册 ws : Ds 一 M 给 出 的 定向 是 一 样 的 ， 那 么 ， 坐 标 变换 函数 xz = p(t) 的 雅 可 
比 detyp'(t), 在 区 域 D, 内 处 处 为 正 ,Di 内 与 形式 w 对 应 的 形式 是 

prfa(zjdzlA .Adzn) = a(z(t)) det p(t)dt* 和 信和 dt 
根据 重 积分 的 变量 替换 定理 , 等 式 
1/ a(zZ)dzr .dzn = / a(x(t)) det (区 dt dt 
Ds» D 


t 


成 立 . 它 说 明了 关系 式 (16) 的 左 端 与 在 M 上 所 取 的 坐标 系 无 关 . 因此 , 定义 7 合理 . 
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定义 8 设 w 是 流 形 M 上 的 形式 . 我 们 把 M 中 使 w(z) 关 0 的 点 的 集 的 闭 包 
叫做 形式 w 的 支 集 .. / 

用 suppw 表示 形式 w 的 支 集 , 在 0- 形式 的 情形 , 即 w 是 函数 时 , 我 们 曾 过 到 过 
这 一 概念 , 在 形式 支 集 之 外 , 在 任何 局 部 坐标 下 , 形式 的 坐标 表示 是 与 给 定形 式 次 数 
相同 的 零 形式 . 

定义 9 在 流 形 M 上 给 出 的 形式 w 叫做 具 紧 支 集 的 形式 , 假如 suppw 是 M 中 
的 紧 集 . 

定义 10 设 w 是 m” 维 光滑 流 形 M 上 的 具 紧 文集 的 n” 次 形式 ,WM 由 图 册 4 定 
器. 又 设 pi : Di — Ui, {(Ui, Pi),? 一 上: , 7} 是 图 册 A 的 有 限 多 个 图 构成 的 有 限 图 
组 , 其 有 效 域 U0,:…. ,Us 履 盖 suppw, 而 el ,en 是 从 属于 这 个 履 盖 的 suppw 上 
的 单位 分 解 . 把 某 些 图 重复 若干 次 , 即 可 认为 到 = 天 且 suppei C Ui,i= 1,:…,m. 

称 

人 = > 上 io (17) 

为 具 紧 支 集 的 形式 w 活 定 向 流 形 M 的 积分 ; 这 里 p+ (eiw) 是 在 相应 的 局 部 图 的 坐 
标 变化 区 域 D; 内 , 形式 eiwlu, 的 坐标 表示 . 

我 们 来 证 明 这 定义 的 合理 性 . 

<4 设 4= {5;:D; 一 Uj} 是 在 M 上 给 定 的 与 图 册 4 具有 同样 的 光滑 结构 
及 定向 的 另 一 个 图 册 , 并 设 页，… ,Uni,1，… ,Em 是 suppw 的 相应 的 覆盖 以 及 从 属 
于 它 的 suppw 上 的 单位 分 解 . 引入 函数 fi; = ei@,i 二 1,… 037 二 1,… ,而 , 并 令 
Wi 一 fijw. 

注意 ,suppwi; C Wi; 一 U:; 0 U;. 由 此 ， 并 根据 沿 由 一 个 图 给 定 的 定向 流 形 的 积分 
定义 7 的 合理 性 得 到 z 


人 Pi (Wij) = | sw, Pi (wij) = 大 PI (Vij) = | Pi (Wi) 
将 这 些 等 式 关 于 i 从 1 到 m, 关 于 ;从 1 到 疯 求 和 ,并 注意 fi; = 可 | > fi; = 
i=1 j= 

ei, 就 能 得 到 我 们 所 需要 的 恒等式 . > 

5. 斯 托 克 斯 公式 

定理 设 M 是 定向 光滑 n 维 流 形 , 而 由 是 MM 上 具 紧 支 集 的 n 一 1 次 光滑 微分 
形式 . 则 成 立 z 

| =/ 8) 
QM M 


其 中 流 形 M 的 边界 91M 的 定向 取得 与 M 的 定向 和 谐 . 车 6M = 8, 则 [ydw =0. 
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< 不 失 一 般 性 可 以 认为 , 流 形 M 的 所 有 局 部 图 的 坐标 (参数 ) 的 变化 区 域 , 或 
者 是 开 的 方 体 了 = {x € R"|0 < zi < 1,i = 1,… ,n), 或 者 是 对 方 体 了 加 上 一 个 ( 确 
定 的!) 面 而 成 的 方 体 了 = {ze R"I0<zigs1A0<zi<1,i=2,...,n}. 

借助 单位 分 解 ， 定理 的 论断 可 归结 为 suppw 包含 在 一 张 形 如 :TIT 一 U 或 


2 = yailejda A AdviA... Adr™, 
i=1 
这 里 的 符号 “一 ”照例 表示 这 个 因子 空缺 . 
由 于 积分 是 线性 的 , 所 以 只 要 对 和 中 的 一 项 


wi 一 ailzZjdz AAAdz AAAdzZn (19) 


来 证 明 我 们 的 断言 即 可 . 这 个 形式 的 微分 是 n- 形式 


i_1 Da 


dwi = (~—1) Dri (Td 入 .… .Adzn， (20) 


对 于 形 如 wp : I 一 UV 的 图 , 形式 (19),(20) 在 (18) 由 的 两 个 积分 都 等 于 过 : 
第 一 个 等 于 零 是 因为 suppat C7; 而 如 果 考 虑 到 富 比 尼 定 理 及 关系 内 52:dzi = 
ai(1) 一 ai(0) = 0, 则 根据 同样 的 理由 , 得 到 第 二 个 积分 也 等 于 零 . 这 就 把 9M = 9 的 
情况 一 并 都 解决 了 . 

因此 , 剩 下 的 是 对 图 yg :了 一 Z 验证 (18) 式 . 

如 果 i > 1 则 对 于 这 样 的 图 , 从 上 述 推理 得 , 两 个 积分 也 都 等 于 零 

而 如 果 i = 1, 则 


/ = fo - /如 — (x)dr!. CT 
MM U Ox 
1 1 1 
Oa1l 1 2 
一 .，， 一 一 (ZJdz | az .QT 
/ | ( 0 Bri z 
1 1 
= | |/ al1(1, 2,... ,xT")dr dm 
. Jo 0 


=- / = | wil. 
OU DA 


因此 , 在 ”> 1 情况 证 明了 公式 (18). 

当 n= 1 时 , 只 要 把 定向 线段 [a, 8] 的 端点 a,6B 表 做 a_ 与 8;, 并 令 0- 形式 
g(xz) 沿 此 定向 点 的 积分 分 别 为 -g(a) 与 +g(9), 那么 , 这 种 情况 就 是 牛 题 - 羔 布 尼 
茨 公式 . > 

对 于 刚才 证 有 明 的 定理 做 几 个 注释 . 
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注 1 在 定理 的 叙述 中 , 对 流 形 M 及 形式 w 的 光滑 程度 什么 都 没 说 . 在 这 种 情 
况 下 , 通常 就 表示 这 些 对 象 的 光滑 度 是 C(%). 但 由 定理 的 证 明显 然 可 见 , 当 流 形 M 
及 形式 w 的 光滑 度 都 是 C2 时 , 定理 就 成 立 . 

注 2 由 定理 的 证 明 , 还 可 从 公式 (18) 本 身 看 出 , 如 果 suppw 是 严格 位 于 MM 内 
( 即 suppwmaM = 2) 的 紧 集 , 则 [dw = 0. 


注 3 车 M 是 紧 流 形 , 则 对 M 上 的 任何 形式 w, 其 支 集 suppw, 作为 紧 集 M 
的 闭 子 集 , 仍然 是 紧 集 . 因此. 这 时 M 上 的 任何 形式 都 是 具 紧 支 集 的 , 且 等 式 (18) 
成 立 . 特别 地 , 当 M 是 没有 边界 的 紧 流 形 时 , 对 于 M 上 的 任何 光滑 形式 , 必 有 等 式 
fv dw = 二 0 成立. 

注 4 设 流 形 M 本 身 不 是 紧 的 , 则 对 于 M 上 的 非 紧 支 的 形式 w, 公式 (18) 一 
般 来 说 不 再 成 立 . 

例如 , 在 标准 笛 卡 儿 坐 标 下 , 考察 定义 在 圆 环 M = {(x,y) € R*|1 < zx*+y < 2} 
内 的 大 家 熟知 的 形式 w 二 “ 字 i 这 时 ,M 是 紧 的 二 维 定向 流 形 , 它 的 边界 9M 
由 两 个 圆周 Ci; = {(x,y) € R2|z2 +4 妇 = 一 庄 组 成 ;= 1,2. 因为 dw = 0, 所 以 据 公 式 


(18) 得 到 
-大 


这 里 圆周 Ci 与 C2 都 是 沿 着 逆 时 针 方 向 运行 的 . 我 们 知道 


| ,= 上 ww 一 27 尖 0. 
C1 C2 


这 就 是 说 , 如 果 代 蔡 M 而 来 考察 M= M\C1, 则 38M =C2, 且 


f=0#2r= 人 
M OM 


练 习 


1. a) 称 光滑 流 形 M 上 的 两 条 光滑 道路 xy : R 一 M,i = 1,2， 在 点 PE M 相 切 ， 如 果 
yi1(0) = yz(0) = p, 且 在 有 效 域 U 包含 p 的 每 个 图 p : R"(H") 一 U 的 局 部 坐标 系 中 ， 


成 立 关系 式 z 
lp oq(t) -yp 0%(t)|=o(t), 当 上 一 0. (21) 
试 证 , 如 果 等 式 (19) 在 上 面 说 的 一 个 坐标 系 内 成 立 , 那么 , 它 在 光滑 流 形 M 的 其 
他 这 样 的 局 部 坐标 系 内 也 成 立 . 


b) 道路 在 点 p 相 切 这 个 性 质 , 是 M 上 通过 该 点 的 光滑 道路 之 集合 上 的 等 价 关 系 . 按照 这 
种 关系 组 成 的 等 价 类 , 叫做 在 点 p E RM 处 的 切 径 束 , 试 建立 83 第 1 段 中 所 设想 的 空间 
了 Mo 的 向 量 与 在 点 pe M 处 的 切 径 束 之 间 的 一 一 对 应 关系 . 
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c) 试 证 , 如 果 道 路 1, ”2 在 点 PE M 相 切 ,而 f € CUUAT ,可 )， 则 


df om mn _ YoY 
(0) = 0). 


d) 试 指出 , 对 于 每 个 向 量 & e TM,, 具有 性 质 (8),(9) 的 泛 函 1 = le(= De) : Cee (AM 了) 一 
了 是 怎样 与 之 对 应 的 , 这 里 xo = p. 具有 这 些 性 质 的 泛 函 , 叫做 在 点 PE M 的 微分 法 . 
验证 , 在 点 p 的 微分 法 ! 是 局 部 算 子 , 即 若 fi, 户 e C(%) (MM, 恨 ) 且 在 点 p 的 某 邻 
域内 fi(z) = fz(7z), 则 Lfi = lfo. 


e) 试 证 , 若 21，… ,z" 是 点 p 的 邻 域内 的 局 部 坐标 , 则 1 = 守 (lzi) 过 ;, 其 中 过 7 是 在 
点 > 处 对 zi 的 偏 导数 运算 ,z 是 与 点 p 对 应 的 点 (提示 : 用 局 部 举 标 写 出 函数 flucp) : 


M 及. 注意. 对 于 函数 fe Cee)(R” ,及 ) 成 立 分 解 式 f(z) = f(0) + 六 zigi(z), 这 
t=1 


里 9i 和 CI)R", R) 且 gi(0) 一 0),1 一 1,- | , 1). 


f) 验证 , 若 M 是 Cee) 类 流 形 , 则 在 点 pe M 处 微分 法 的 线性 空间 , 与 本 节 第 1 段 内 M 
在 p 点 的 切 空 间 TM 同 构 . 


若 在 光滑 流 形 M 的 每 点 p E M 处 , 固定 一 向 量 上 (p) € TMy, 就 说 在 流 形 M 上 给 出 
了 一 个 向 量 场 , 设 X 是 流 形 M 上 的 向 量 场 . 因为 根据 前 面 的 练习 , 任何 癌 量 X(p) = 
£ € TM 都 可 解释 成 在 对 应 点 p 处 的 微分 法 , 所 以 对 于 任何 函数 f e Ce (M,R),， 可 
以 做 出 一 个 函数 基 f(p), 它 在 任意 点 p 处 的 值 , 就 是 X(p) 对 了 作用 的 值 , 即 f 沿 
场 X 的 向 量 X(p) 的 微分 值 . M 上 的 场 X 叫做 Cee) 类 光滑 的 , 如 果 对 于 任何 函数 
ec Co)(M,R),， 函数 Xf 也 属于 C' (MM, 民 ) 类 . 


试 给 出 向 量 场 的 局 部 坐标 写法 , 以 及 等 价 于 前 边 在 光滑 流 形 上 引进 的 (C*%) 类 ) 光 
滑 向 量 场 的 用 坐标 形式 写 出 的 定义 . 


设 义 ,Y 是 流 形 M 上 的 两 个 光滑 向 量 场 ， 对 于 函数 f € CJ)(M, 民 )， 建立 泛 函 : 
[X,Y]f := XX(Yf) --Y(Xf). 试验 证 , [X,Y] 也 是 M 上 的 光滑 向 量 场 ， 叫做 向 量 场 
外,Y 的 泊 松 括号 . 


c) 试 在 流 形 上 的 光滑 向 量 场 中 建立 李 代 数 结构 . 


3. a) 设 X 与 w 是 光滑 流 形 M 上 的 光滑 向 量 场 与 光滑 1- 形式 . 令 wX 表示 将 w 作用 于 场 
X, 在 流 形 M 的 相应 点 处 的 向 量 . 试 证 , wX 是 M 上 的 光滑 函数 . 


b) 考虑 到 练习 2, 证 明 下 面 的 关系 式 成 立 


by 
也 
mie 


dw (X,Y) = X(wY)—Y(w X)—w (X,Y)), 


”其 中 X,Y 是 光滑 向 量 场 , dt 是 形式 wi 的 微分 , dw' (X,Y) 表示 将 dt 作用 在 同一 
点 处 场 X,Y 的 向 量 对 上 . 
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c) 验证 , 在 w 是 m 次 形式 的 一 般 情况 下 , 下 面 的 关系 式 成 立 


dw(X1,.…- ,m+1) 
mm 十 1 一 
— D1 Xiw(X1, ,项 i ,m+1) 


t= 二 1 
+ 2 (CD) w(xXi, Xi], Xi 有 
l&i<ij& m+ 1 z 
这 里 记号 “一 ”表示 空 项 , [Xi Xi] 是 场 Xi Xi 的 泊 松 括号 , 而 Xiw 是 函数 w(X1,:…， 
Xi ,Xnm+li) 沿 场 X; 的 向 量 作 微 分 . 因为 泊 松 括号 是 定义 不 变 的 , 所 以 , 得 到 的 关 
系 式 可 以 看 作 是 外 微分 算 子 d : 8 一 2 的 相当 复杂 , 但 不 变 的 定义 . 

d) 设 w 是 光滑 n 维 流 形 M 上 的 光滑 m- 形式 . 设 (&1,… ,Em)i 是 下 ”内 的 一 组 问 量 ， 
它们 在 图 o; : 民 " 一 UC M 下 对 应 于 向 量 上 ,Em € TMp. 用 I; 记 由 下 ”内 的 
向 量 (&1,…… ,&m)i 构成 的 平行 多 面体 , AII; 是 向 量 (Xe ,和 Em)i 所 张 成 的 平行 多 面 
体 . 这 些 平行 多 面体 在 M 中 的 像 p(I;), p(AIT;) 分 别 用 II, AII 表示 . 试 证 


. 1 
dw{(p)(é1,.…- ,Em+1) 一 lim vari hs” 


a) 设 f:M 一 入 是 m 维 光滑 流 形 M 到 nn 维 光滑 流 形 N 内 的 光滑 映射 . 试 利用 流 形 的 
切 向 量 的 切 径 束 解释 (参看 练习 1), 建立 由 f 诱导 出 的 映射 f.(p) : TMyp 一 TN pp)- 

b) 试 证 映射 六 是 线性 的 , 并 把 它 用 流 形 M 与 N 相应 的 局 部 坐标 写 出 来 , 说 明 为 什么 把 
所 (p) 叫做 映射 了 在 点 p 处 的 微分 , 或 在 此 点 处 的 切 映 射 . 
设 f 是 微分 同 胚 . 试验 证 ，f[X,Y] = [f,X, f 了 ]. 这 里 是 M 上 的 向 量 场 , 而 |, *] 是 它们 
的 泊 松 括号 (参看 练习 2). 

c) 由 $1 已 知 , 切 空间 中 的 切 映 射 f(p) : TMp 一 TN 6=f(p) 产生 共 元 空间 中 的 共 罗 映 射 
f*(p), 一 般 来 说 , 这 里 的 共 罗 空 间 是 定义 在 空间 TNy(p) 与 TMp 上 k- 形式 的 空间 
设 w 是 N 上 的 大 形式 ; M 上 的 k- 形式 f*w 由 以 下 关系 定义 : 


(fw)(p)(é1,: 7 ,Ek) := w (fp)) (furé1,:. ,frék), 
这 里 上 如, ,上 ETAM 于 是 产生 了 映射 f* : 02*(N) 一 2*(M), 这 是 从 N 上 kk- 形 
式 的 空间 2*(N) 到 M 上 天- 形式 的 空间 2*(M) 内 的 映射 
设 M,N 都 是 C(%) 类 光滑 流 形 . 试验 证 映射 Jf* 有 以 下 的 性 质 : 
1" f* 是 线性 映射 ; z 
2° F(Aw2)= ff wrNf ww; 
3° dof*=f*o0d,Bp df*w)= f° (dw); 
4°” (f20f1) =fiof2. 
d) 设 M,N 都 是 n 维 光滑 定向 流 形 , 而 yp : M 一 NN 是 M 到 和 NN 上 的 微分 同 胚 . 试 证 , 者 
w 是 和 NN 上 具有 紧 文 集 的 n- 形式 , 则 


/ w= ef pw, 
vw(M) M 
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这 里 。 二 人 当 yp 保持 定 问 ，; 
一 1, 当 gy 改变 定 同 . 
e) 设 4 DB. 映射 i: B 一 A, 把 每 点 入 EB 对 应 到 集 4 内 的 此 点 本 身 , 就 说 i 是 到 
4 内 的 典型 府 入 . 
者 w 是 流 形 M 上 的 形式 , 而 M' 是 M 的 子 流 形 , 则 由 典型 嵌入 :MI 一 M 在 Mi 
上 产生 的 形式 入 w 叫做 形式 w 在 M 上 的 约束 或 限制 . 试 证 斯 托 克 斯 公式 (18) 的 正规 


写法 应 是 
人 au- 人 


其 中 ?0M 一 M 是 9M 到 M 内 的 典型 嵌入 , 而 在 6M 上 所 取 的 定 同 是 与 M 的 定 
加 和 谐 的 定 回 . 


a) 设 M 是 n 维 定向 C(™%) 光滑 流 形 , 27(M) 是 在 M 上 具 紧 支 集 的 C4) 光滑 m 形式 


的 空间 . 试 证 , 存在 唯一 的 映射 /， : 82 (AM) 一 RR, 具有 以 下 的 性 质 : 

1” 映射 / y， 是 线性 的 ; 

2 如 果 wp : 天 人) 一 U CM 是 M 的 定向 图 册 中 的 一 个 图 , suppw CU, 且 在 
这 个 图 的 局 部 坐标 z1,:… ,zx" 下 有 w= alzjdz 入:… 人 dz", 则 


1 w 一 [ afzZjdz ...dr”, 
M In(In) 


此 式 右边 是 函数 a 沿 方 体 I"(1") 的 黎 曼 积分. 


b) 上 面 所 指出 的 映射 , 是 不 是 总 能 延 拓 成 定义 在 (M 上 所 有 光滑 n- 形式 的 空间 ) 2"(M) 


上 , 且 具 有 同样 性 质 的 映 届 [0 : 2"(M) 一 RR? 

c) 试 利 用 以 下 这 两 个 事实 (参看 82 练习 9):“ 从 流 形 M 的 任何 开 和 覆盖 中 , 可 选 出 至 多 可 
数 的 M 的 局 部 有 限 覆 盖 ” 及 “对 M 上 的 这 种 覆盖 存在 从 属于 此 柳 盖 的 单位 分 解 ”, 定 
义 n- 形式 沿 定向 光滑 n 维 (不 一 定 紧 ) 流 形 的 积分 , 使 它 对 积分 取 有 限 值 的 那些 形式 
具有 上 面 指出 的 性 质 1°,2*. 试 证 , 对 此 积分 , 公式 (18) 一 般 不 再 成 立 , 并 在 M = R” 
及 M = H” 情况 , 给 出 一 个 保证 公式 (18) 成 立 的 加 在 w 上 的 充分 条 件 . 


a) 利用 微分 方程 2 = v(x) 的 解 的 存在 性 与 唯一 性 ， 及 对 于 初始 条 件 的 光滑 依赖 性 证 明 ， 


有 ”内 的 光滑 有 界 向 量 场 v(x) 可 以 看 做 是 稳定 流 的 速度 场 ， 准确 地 说 ,就 是 证 明 存 
在 这 样 的 光滑 依 束 于 参数 (时间) t 的 微分 同 胚 族 pt : 及 ”一 民 ”", 使 对 于 固定 的 值 
z € RR", pe(z) 是 我 们 方程 的 积分 曲线 , 即 Ze 人 二 v(ps(z)), 并 且 wo(z) = z. 显然 
映射 pi : 下” 一 腿 ” 刻画 的 是 介质 质点 在 时 段 t 内 的 位 移 . 试验 证 映射 族 pr : R” 一 民 ” 
是 单 参数 的 同 胚 群 , 即 (pi) 一 一 Pt pts © Pt = ptstti. 


b) 设 v 是 了 "内 的 向 量 场 , 而 ps 是 RR” 中 由 场 v 产生 的 单 参数 同 胚 群 . 验证 : 对 任何 光 


滑 函 数 f € CCce (R", RR), ER 
lim ~ (Fee(a) — f(z)) = Du(z)f 
如 果 引 用 练习 2 的 记号 v(f) := Ds,f, 而 且 记 得 fo pt =: 2: 就 能 得 出 
lm (pif — f)(2) = vf)(7). 
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c) 现在 自然 也 能 给 出 及 ”内 的 任意 次 光滑 流 形 沿 着 场 v 的 微分 的 定义 , 即 令 
o(o)j(z) := Jim 7 (ptw — w)() 
形式 v(w) 叫做 形式 w 沿 场 v 的 李 导 数 , 弟弟 用 专门 的 记号 Luw 表示 它 . 设 X 是 
” ”任意 光滑 流 形 M 上 的 场 , 试 定义 形式 w 沿 着 X 的 李 导 数 Lxw. 
d) 试 证 在 C0‘%) 流 形 M 上 , 李 导 数 具 有 以 下 性 质 : 
1” Lx 是 局 部 运算 , 即 若 在 点 ze M 的 一 个 邻 域 UC M 内 , 场 Xi, 关 2 和 形式 
wil;w2 分 别 相 同 , 则 (Lxiw1)(72) = (Lx,w2)(7X). 
2° LxPe(MJ CPM 
3"” Lx : 2*(M) 一 2*(M) 是 线性 上 映射, = 0,1,2,:…. 
4° Lx(wiAN\w2) = (Lxw) Aw2 十 1 A Lxw2. 
5” 车 fe 0°(M), 则 Lxf = df(X)=: XIf. 
6 车 fe 人 2°(M), 则 Lxdf = ad(Xf). 
e) 验证 , 由 上 面 的 性 质 1° 一 6°, 能 唯一 地 确定 算 子 Lx 


7. 设 M 是 光滑 流 形 , X 是 M 上 的 向 量 场 , 而 w 是 M 上 的 次 形式 . 
用 关系 式 (ixw)(Xi,:… ,Xk-_1) := w( 关 ,六 1,'… ,Xk-_1) 确定 的 (k 一 1) 形式 , ixw, 也 
记 作 X_w, 叫做 场 X 与 形式 w 的 内 积 , 其 中 Xi1,… ,Xk-1 是 M 上 的 向 量 场 . 对 于 o- 形 
式 ( 即 M 上 的 函数 ) 令 XJ =0 
a) 试 证 , 若 在 图 p : R* 一 DC M 的 局 部 坐标 z'，…. ,xz” 下, 形式 w (确切 的 记 法 是 wlv) 
的 表达 式 是 》、 ai iTZ)dz A 和... A dr'k = La, dri 入 … -人 dz, 而 


1&i1 < ik Sn k! 
.0 1 , 
-Xi 则 ixw = Nig dr A...Adrir. 
X=X Bi 则 ixw 1 人 0iiz id 人 人 dr 
、 of ，; ; Of _ 
b) 再 验证 : 如 果 df = Bi dr , 则 ixadf = 二 六 Ft 一 X(f)= Dxf. 


c) 设 XX(M) 是 流 形 M 上 向 量 场 空间 , 而 2(M) 是 M 上 的 斜 对 称 形 式 环 . 试 证 , 只 存在 
一 个 映射 i: XUM) x CM) 一 2(M) 具有 以 下 的 性 质 : / 
1” % 是 局 部 运算 , 即 车 场 X, X2 及 形式 wi,wz 分 别 在 点 ze M 的 一 个 邻 域内 
一 致 , 则 (ixiwi)(z) = (ix2w2)(7); 
2° ix(Q*(M)) C 8 LAM); 
3。 ix : {2*(M) 一 2*-1(M) 是 线性 映射 ; 
4 车 wi€ 1(M),w2 € RQ®(M), ix(wi Aw2) = ixwi Nw + (—1) "wl 人 


5 大 weE TAN) 则 ixw 一 以 (全 )， 而 车 f € 人 (AM), 则 ixf =0. 


8. 试 证 下 列 诸 断言 : 
a) 算 子 dix 及 工 x( 参 看 习题 6,7) 满足 所 谓 同 伦 恒等式 


Lx = ixd+ dix, | (22) 


这 里 X 是 流 形 上 的 任意 的 光滑 向 量 场 . 
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b) 李 导 数 与 d 及 ix 可 交换 , 即 


Lxod=doLx,Lx oix = txoLx 


c) [Exyir] = iix,Yl; [Lx,LY] = Lx,yY], 这 里 , 照例 对 任何 使 Ao B 一 Bo A 有 定义 的 算 
子 4,B, 记 [4,B] = A4oB 一 Bo 人 A. 在 现在 的 情况 , 所 有 括号 [,] 都 有 定义 . 
d) Lxfw = fLxw+t+df 信 ixw, 这 里 f € f°(M), 而 we 1"*(M). 
(提示 . 在 本 题 内 ,a) 是 基本 的 . 它 可 用 比如 归纳 法 去 验证 ; 归纳 是 对 算 子 所 作用 的 
形式 的 次 数 做 的 .) 


$4” 流 形 上 的 闭 形式 与 恰当 形式 


1， 庞 加 菜 定 理 


本 节 将 补充 介绍 闭 微分 形式 与 恰当 微分 形式 的 知识 , 这 些 概念 , 在 第 14 章 83 中 
由 于 讲述 空间 R" 的 区 域内 的 向 量 场 理论 , 已 作 过 说 明 . 像 前 面 一 样 , 用 02?(M) 记 
光滑 流 形 M 上 所 有 光滑 实 值 p 次 形式 的 空间 , 而 2(M) = Uf?(M). 


定义 1 形式 we 0Q?(M) 叫 闭 形式 , 假如 dw = 0. 


定义 2 形式 we QP(M),p > 0, 叫做 恰当 形式 , 假如 存在 形式 a € 2? (MM)， 
使 w = da. 


流 形 M 的 所 有 闭 > 形式 的 集 记 作 Zp(M), 而 M 上 所 有 恰当 pp- 形式 的 集 记 作 
B?(M). 

对 于 任何 形式 w e 0(M), 关系 式 @d(dw) = 0 成 立 , 它 说 明 2Z?(M) 2 B?(M). 
我 们 已 由 第 14 章 83 知道 , 一 般 地 说 , 这 个 包含 关系 是 严格 的 . / 

方程 da = w( 关 于 a) 的 可 解 性 这 个 重要 问题 , 当 形 式 满足 必要 条 件 dw = 0 时 ， 
是 与 流 形 M 的 拓扑 结构 密切 相关 的 , 下 面 将 给 出 一 个 比较 全 面 的 说 明 . 


定义 3 称 流 形 M 为 可 缩 (于 一 点 zo e M) 的 ,或 单 点 同 伦 的 ,假如 存在 光 沸 
映射 hh:M xI- M, 这 里 I= {te€eRi0Og<tg1), 使 h(z,1)= x, 而 h(x,0) = zo. 

例 1 空间 R", 借助 于 映射 h(x,t) = tz 收缩 于 一 扩 . 

定理 1 ( 庞 加 芋 ) 设 流 形 M 可 缩 于 一 点 , 则 M 上 的 任何 闭 (p 十 1)- 形式 (p 之 0) 
都 是 恰当 形式 . 

< 证 明 的 非 平凡 部 分 , 由 下 面 的 对 于 任何 流 形 都 适用 的 “ 柱 ” 结 构 组 成 . 


@ 由 于 算 子 d 引入 的 方法 不 同 , 这 一 性 质 或 为 需要 证 明 的 断言 , 这 时 , 常 把 它 叫做 庞 加 莱 引 理 ， 
或 把 它 放 到 算 子 a 的 定义 中 去 . 


考察 “ 柱 ”M x 了 (M 与 单位 线段 工 的 直 积 ) 及 使 M 分 别 等 同 于 柱 M xz 的 
两 底 的 映射 j; : M 一 M x 了 ,7X) = (2z, 引 ,i = 0,1. 这 时 , 自然 产生 相应 的 两 个 映射 
六 : 27(M x 了) 一 227(M), 它们 是 把 2?(M x 了 的 形式 中 的 变量 t 代 之 以 相应 的 ; 
的 值 (=0,1) 的 运算 , 这 时 , 当然 di = 0. 

做 线性 算 子 K : 2?+1(MM x 了 一 227(MM), 它 在 单项 式 上 的 取 值 如 下 定义 : 

K(a(z,t)dri! A...Adz'rt!) := 0, 


1 
Kl(a(z,t)dt dr! 入.… Adzz) := (/ ad dza 入.… :Adz'， 
0 


我 们 所 需要 算 子 K 的 基本 性 质 是 , 对 任何 we f2?+1(M x 了) 成 并 以 下 关系 式 : 

K(dw) + d(Kw)= 1w ~ jow (1) 
只 要 对 单项 式 验证 这 一 性 质 就 够 了 , 因为 所 有 算 子 K,d, 认 ,及 都 是 线性 的 . 
如 果 w = alz,t)dzrii 入 Adztp+l 则 Kw = 0,dKw = 0， 


dw 二 人 di 入 .…Adzip+l 十 | 不 含 dt 的 项 ]， 


1 Oa . - 
K(dw) = (/ Rt) GZ 1 A 人... A dz'rt! 
0 CO 
= (a(x,1) 一 alz;0))dza AAA 人 dzztl = jw — Nw, 


从 而 关系 式 (1) 成 并 . \ 
如 果 w = a(zx,t)dt 人 dzii 入 :Adza, 则 并 wo = 庆 w = 0. 此 外 ， 


Kldw)= EK 忆 2 CQ gp A dyio 人 dz A Ade 
20 


Dz?0 


1 
一 一 》， (/ Bd) dzio A dz’! 和 A...Adz'r, 
io 0 DZ?z0 


d(Kw)=4d ((f a t)dt dx"! 和.…… 信 do ) 


1 
一 》 (/ aa) dztio Adzia 和 人 .人 drtep 
to 0 
1 
一 > (/ edt) dxzio A dr’'! 和 人...Adr'?r. 
io 0 《7 


因此 , 在 这 种 情况 下 ,(1) 式 也 成 六 . 
@ 在 上 式 中 , 能 在 积分 号 下 对 变量 进行 微分 的 理由 , 可 参看 第 17 章 81 
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今 设 M 是 可 缩 于 点 zo e M 的 流 形 .h : M xT 一 M 是 定义 3 中 指出 的 上 映射,w 
是 M 上 的 (p 十 1)- 形式 . 这 时 , 显然 hh of1 : M 一 M 是 恒 等 映射 ,而 hoj0:M 一 zo 
是 M 到 一 所 zo 的 映射 , 所 以 (六 or)w ==w, 而 (种 oh*)w = 0. 因此 这 时 由 (1) 式 
推出 
K(dh*w)) + dK (hw)) = ww. (2) 
如 果 加 上 w 是 M 上 的 财 形式 这 个 条 件 , 那么 , 因为 dhrw) = h*(dw) = 0, 从 
(2) 式 即 得 
QUE(R wii 一 ww. 
于 是 , 闭 形式 w 是 形式 a = K(h*w) e 2(M) 的 外 微分 , 亦 即 w 是 M 上 的 恰 
当 形 式 . > 


一 一 一 二 4b， (3) 


要 使 方程 组 (3) 相 容 , 显然 函数 4, B,C 必须 满足 关系 
84 6B 6C_ ， 


Dr Oy Oz | 
它 与 形式 / 
w= AdyAdz+ BdzAdzrz+i+CdzrAdy 
在 R3 内 的 闭 性 等 价 . 


如 果 能 找到 形式 
: ca = Pdz + Wdy + Rdz 


使 da = w, 则 方程 组 (3) 可 解 . 
根据 定理 1 的 证 明 中 叙述 的 方案 , 再 考虑 到 例 1 内 所 建立 的 映射 h, 经 过 简单 
的 计算 , 就 得 到 
Qa=K(h'w)= (1 4(tz, ty, tz)tdt ) (ydz 一 zdy) 
十 (1 Bl(tz, ty, to)tdt ) (zdzx 一 zdz) 
0 


1 
十 (/ Cdm ty to)tdt) (zdy — ydz). 
0 
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直接 验证 即 知 da = w. 

注 选取 满足 条 件 da = w 的 形式 a 通常 有 很 大 的 任意 性 . 例如 当 用 任何 形 如 
a 十 dn 的 形式 代替 形式 a 时 , 显然 也 满足 这 个 方程 . 

根据 定理 1, 在 可 缩 流 形 M 上 , 满足 条 件 da = d6 = w 的 任意 两 个 形式 a, 6B, 其 
差 是 一 个 恰当 形式 . 实际 上 , d(a - 8) = 0, 即 形式 (a - 86) 在 M 上 是 闭 的 , 因此 , 根 
据 定理 1, 它 是 恰当 的 . 


2. 同调 与 上 同调 


据 庞 加 菜 定理 , 流 形 上 的 任何 闭 形式 是 局 部 恰当 的 .要 把 这 些 局 部 的 原 像 粘 成 
整个 流 形 上 的 一 个 形式 , 并 不 是 总 能 做 到 的 , 这 与 流 形 的 拓扑 结构 有 关 . 例如 , 在 第 
14 章 83 内 考察 的 打 了 洞 的 平面 R2\O 内 , 形式 = es 局 部 地 是 点 (zx,y) 
的 极 角 函数 o = wo(z.y) 的 微分 . 然而 , 这 个 函数 在 区 域 RNO 内 的 延 拓 , 当 这 延 折 
沿 着 一 个 绕 过 小 洞 (点 O) 的 闭路 进行 时 , 就 导致 多 值 性 的 产生 . 对 其 他 次 数 的 形式 
情况 大 致 也 是 这 样 . 流 形 内 的 “ 洞 ", 可 能 各 种 各 样 , 不 只 是 针 孔 , 也 可 能 是 像 环 面 或 
8 字形 小 面 点 有 的 那样 的 洞 . 高 维 流 形 的 结构 可 能 相当 复杂 . 流 形 作为 拓扑 空间 的 结 
构 , 流 形 上 的 闭 形式 和 恰当 形式 的 相互 关系 , 这 两 个 问题 之 间 的 联系 是 用 所 谓 流 形 
的 (上 ) 同调 群 来 描述 的 

流 形 M 上 的 闭 实 形式 与 恰当 实 形式 , 分 别 构成 线性 空间 Zp(M) 与 Bz(M), 并 
且 Zp(M) > B?(M). 


定义 4 称 商 空间 
H?(M) := Z?(M)/B?(M ) (4) 


为 流 形 M 的 ( 实 系 数 ) p 维 上 同调 群 
因此 , 两 个 闭 形式 wi,w2 e 2Z?(MM) 位 于 同一 个 上 同调 类 , 或 说 它们 是 上 同调 的 ， 
是 指 wi - wo e B?(M), 即 它们 只 相差 一 个 恰当 形式 , 形式 we 2?(M) 所 属 的 上 同 
因为 Z?(M) 是 算 子 d? : 27(M) 一 2?+1(M) 的 核 , 而 B?(M) 是 算 子 dr : 
02?-1(M) 一 2?7(M) 的 像 , 所 以 经 常 把 (4) 式 写 成 


H?(M) = Kerd? /Imd?™. 


计算 上 同调 , 通常 是 一 件 困 难 的 事情 . 然而 我 们 可 以 做 一 些 简 单 明显 的 一 般 观 察 . 

由 定义 4 推 知 , 车 p > dim M, 则 显然 H?(M) = 0. 

由 庞 加 莱 定 理 知 , 如 果 M 是 可 缩 的 , 则 当 p > 0 时 ,H?(M)=0. 

在 任何 连通 流 形 M 上 , 群 H°(M) 与 R 同 构 , 因为 如 "0(M) = 20(AM), 而 当 在 连 
通 流 形 M 上 定义 的 函数 f : M 一 民 满足 关系 df = 0 时 , 有 f= 常数 . 
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因此 , 例如 对 于 空间 有" 得 到 : 当 p > 0 时, 有 H?(R") = 0, 而 万 0(R") ~ 及. 这 
言 ( 除 最 后 这 种 平凡 的 关系 ) 等 价 于 当 M = R" 时 的 定理 1, 并 且 也 叫做 庞 加 莱 
定理 . 
所 谓 同 调 群 与 流 形 M 有 更 直观 的 几何 联系 . 


定义 5 将 p 维 方 体 PC R? 映 入 流 形 M 的 光滑 映射 c : I? 一 M, 叫做 流 形 
M 上 的 奇异 方 体 . 


这 是 光滑 道 路 概念 往 任 意 维 数 bp 的 情况 的 直接 推广 . 特别 地 , 奇异 方 体 可 能 是 
将 方 体 I? 变 为 一 点 的 变换 . 


定义 6 任意 有 限 个 流 形 M 上 的 奇异 p 维 方 体 的 形式 的 实 系 数 线性 组 合 
2 onck, 叫做 流 形 M 上 的 p 维 (奇异 方 体 的 ) 链 . 


像 道路 那样 , 两 个 奇异 方 体 , 如 果 能 用 具 正 雅 可 比 的 参 变量 微分 同 胚 变换 从 一 
个 得 出 男 一 个 , 则 说 它们 是 等 价 的 , 而 且 视 两 个 等 价 的 奇异 方 体 是 等 同 的 . 如 果 这 种 
OY 则 称 这 两 个 ( 定 问 相反 的 ) 奇异 方 体 c 和 c_ 是 相反 
的 , 并 记 作 c_ = 

流 形 M 上 的 p , 维 链 | 关于 标准 的 加 法 及 乘 以 实数 的 运算 ， 显然 构成 线性 空间 . 
我 们 用 C,(M) 表示 这 个 空间 . 


定义 7 称 R? 中 的 p 一 1 维 链 
oI - 一- >》 》 CD) (5) 


i=0 j=1 
为 R? 内 的 pb 维 方 体 lf 的 边界 ， 这 里 Ci7 : 1 — R? 是 从 pO”— 1 维 方 体 到 R? 内 
的 映射 , 它 是 由 方 体 I? 的 相应 边界 往 R? 内 的 典型 嵌入 诱导 出 的 映射 ， 确 切 地 说 ， 
者 I?-! = {fz € R?-1l0 < zm < 1,m=1,.…,p -1}, 则 ci;(£) = (£1,... ,£171,s, 
TIL ... , £?) € R?. 
容易 验证 , 这 样 定义 的 方 体 边 界 , 与 取 标 准 定 同方 体 I? 的 边界 的 运算 是 完全 一 
致 的 (参看 第 12 章 83). 


定义 8 p 维 奇 异 方 体 的 边界 Bc 是 (p 一 1) 维 链 
1 p 
Oc := 人》 》_(-1)'tico Ci 
i=0 j=1 


定义 9 流 形 M 上 pmp 维 链 5 kc 的 边界 是 p 一 1 维 链 


| b> mor :一 > QkOCE. 
kK k 
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因此 , 在 任何 p 维 链 空间 C,(M) 上 , 定义 了 线性 算 子 
0= 0 :Cp(M)— Cp-1(M). 

根据 关系 式 (5), 对 任何 方 体 可 以 验证 9(87) = 0. 因此 9oe8 = 62 = 0 普遍 成 立 . 

定义 10 设 z 是 流 形 M 上 的 p 维 链 . 如 果 9z = 0, 就 称 它 是 p 维 闭 链 或 p- 闭 链 . 

定义 11 如 果 流 形 M 上 的 p 维 链 b 是 某 个 p 十 1 维 链 的 边界 , 就 称 b 为 流 形 
十 的 p 维 边界 闭 链 . 

设 00M) 与 B,(M) 是 流 形 M 上 的 p 维 闭 链 与 p 维 边 界 财 链 的 集 . 显然 ， 
2Z,(M) 与 B,(M) 都 是 域 凡 上 的 线性 空间 , 并 且 Z,(M) > Bp(M). 

定义 12 我 们 把 商 空间 

Hp(M) := Zp(M)/ Bp(M) (6) 


叫做 流 形 M 的 p 维 ( 实 系数 ) 同调 群 . 

因此 , 如 果 两 个 闭 链 z ,ze 2Z,(M) 的 差 zj - zo < B,(M), 即 它们 只 相差 某 个 
链 的 边界 , 则 称 zi, > 位 于 同一 个 同调 类 中 , 或 说 它们 同调 . 闭 链 z e Zp(MM) 的 同调 
类 记 作 jz]. 

如 同上 同调 的 情形 , 我 们 又 可 把 (6) 式 改 写成 


H,(M) = KerOp /ImoOp+i. 


定义 13 设 c: 了 一 M 是 奇异 p 维 方 体 , ww 是 流 形 M 上 的 > 形式 . 就 称 


fs :二 | ee (7) 
为 形式 w 沿 此 奇异 方 体 c 的 积分 . 
定义 14 设立 akck 是 p 维 链 , 而 w 是 流 形 M 上 的 p 形式 . 就 把 w 沿 着 这 些 
k 
奇异 方 体积 分 的 线性 组 合 ax 人 w 叫做 形式 w 沿 着 该 链 的 积分 
k 


由 定义 5 -8 及 13,14 推 知 , 对 于 沿 着 奇异 方 体 的 积分 , 斯 托 克 斯 公式 


ek 0 


成 立 , 这 里 。 的 维 数 是 p,w 的 次 数 为 p - 1. 如 果 再 把 定义 9 考虑 进去 , 就 得 到 结论 
斯 托 克 斯 公式 (8), 对 于 沿 链 的 积分 仍然 有 效 

定理 2 a) 恰当 形式 沿 闭 链 的 积分 为 零 

b) 闭 形式 沿 链 的 边界 的 积分 为 零 
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c) 闭 形 式 沿 闭 链 的 积分 , 只 与 财 链 的 同调 类 有 关 . 
d) 闭 形式 沿 闭 链 的 积分 , 只 与 形式 的 上 同调 类 有 关 . 
ej 如 果 了 P 次 闭 形 式 wl,wa 与 p 维 闭 链 z1,z2 满足 [wi = [waj, [lz1| = [z2]， 那么 


[ “=|/ C9, 
之 1 总 祷 


< a) 因为 9z = 0, 所 以 由 斯 托 克 斯 公式 人 如 = [5,w =0. 


b) 因为 dw = 0, 所 以 由 斯 托 克 斯 公式 , [3.w = /dw = 0. 
c) 由 b) 推 知 

d) 由 a) 推 知 . 

e) 由 c) 与 d) 推 知 .m 


推论 由 公式 (we) 呈 卫 ww 给 出 的 双 线 性 映射 VDP(M) x Cp(M) 一 民 , 诱导 出 双 
线性 映射 Z?(1M) x ZUMI) 一 民 及 双 线 性 映射 H?(M) x Hp(M) 一 民 , 后 者 由 公式 


(四 ,加 ) = / w (9) 


给 出 , 这 里 we 2Z?(M),z € 2Z,(M). 


定理 3 ( 狄 . 拉 姆 中 ). 由 公式 (9) 给 出 的 双 线 性 映射 五 PLM) x Hp(M) 一 民用 
非 退 化 的 包 . 


我 们 不 去 证 明 拉 姆 定理 ,只 给 出 它 的 一 些 变形 , 使 它 能 够 对 于 分 析 提 供 一 些 有 
用 的 推论 . z 

首先 注意 ,根据 (9) 式 , 每 个 上 同调 类 |w] e H?(M), 可 以 解释 成 线性 明 数 
[wj([4]) = [.w， 于 是 , 自然 地 产生 了 一 个 映射 8H?(M) 一 天 (AM), 这 里 环 (M) 是 
H,(M) 的 共 轿 空间 ， 狄 . 拉 姆 定理 断定 ， 这 个 映射 是 同 构 映射 ， 在 这 种 意义 下 
H?(M) = H:*(M). 


定义 15 如 果 w 是 p 次 闭 形式 ,z 是 流 形 M 上 的 p 维 闭 链 , 则 称 量 per(z) := 
[_w 为 形式 w 在 闭 链 z 上 的 周期 (或 者 叫做 闭 链 常数 ). 
特别 地 , 当 闭 链 z 同调 于 零 时 , 则 由 定理 2 的 断言 b) 应 推出 per(z) = 0. 据 此 
原因 , 周期 之 间 具 有 以 下 关系 : 
[>》， ok 次 ] = 0 一 全 》 akper(2zk) = 0, (10) 
k k 


中 狄 . 拉 姆 (de Rham) (1903 一 1969) 比利时 数学 家 ， 其 基本 工作 在 代数 拓扑 学 方面 . 
四 双 线 性 形式 L(z,vy) 叫做 非 退 化 的 , 如 果 任 意 固定 它 的 一 个 变量 于 非 零 值 , 所 得 关于 为 一 变量 
的 线性 形式 不 恒 等 于 零 . 
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这 就 是 说 , 如 果 闭 链 的 线性 组 合 构成 边界 财 链 , 或 者 说 它 同调 于 零 , 那么 其 相应 周期 
的 线性 组 合 也 等 于 零 . 


还 有 以 下 两 个 狄 . 拉 姆 定理 , 它们 合 起 来 等 价 于 定理 3. 
定理 4 ( 狄 . 拉 姆 第 一 定理 ) 闭 形式 为 恰当 形式 的 充 要 条 件 是 它 的 所 有 周期 都 


是 舌 . 


定理 5 ( 犹 . 拉 姆 第 二 定理 ) 如 果 把 流 形 M 上 的 每 个 p 闭 链 z € Zp(JM) 对 应 


于 一 个 数 per(z), 且 保 持 条 件 (10), 则 在 M 上 存在 闭 p- 形式 w, 使 得 对 于 任何 闭 链 
z E Zp(M), 有 [w= per(z). 


练 


~ 


习 


. 用 直接 计算 验证 例 2 中 所 得 的 形式 a 确实 满足 方程 da = w. 
a) 试 证 有 ”内 的 任何 单 连通 域 可 收缩 于 一 点 . 
b) 试 证 , 对 Rs 来 说 , 上 面 的 断言 一 般 不 成 立 . 
. 分 析 一 下 庞 加 莱 定 理 的 证 明 , 并 证 明 , 如 果 把 光滑 映射 h : M x I 一 M, 看 做 是 一 族 依 赖 于 
参数 te 的 映射 hi : M 一 M, 那么 对 于 M 上 的 任何 闭 形 式 w, 所 有 闭 形式 htw,t ET 
将 属于 同一 个 上 同调 类 . 

a) 设 th €E C(%) (M,N) 是 光滑 地 依赖 于 参数 te TC RR 的 一 族 把 流 形 M 上映 入 流 形 

N 的 映射 . 试验 证 对 任何 形式 we ZLN), 以 下 同 伦 公 式 成 立 


(hw)(?) = dhi (ixw)(z) + he (ixdw)(z) (11) 


这 里 ze M,X 是 N 上 的 向 量 场 , 并 且 XX(x,t) €E TNnz) 而 XX(z,t) 是 道路 蕊 一 
hu(zx) 在 t ==t 时 的 速度 向 量 ; 形式 与 向 量 场 的 内 积 算 子 ix 是 在 上 节 练 习 7 内 定义 的 . 

b) 试 由 公式 (11) 求 出 练习 3 所 说 的 断言 . 

c) 试 依据 公式 (11) 重新 证 明 庞 加 莱 定 理 1. 

d) 试 证 , 如 果 K 是 可 缩 于 -一 点 的 流 形 , 则 对 于 任何 流 形 M 及 任何 整数 p, 等 式 H?(K x 
M) = H?(M) 成 立 . 

e) 试 从 公式 (11) 推出 前 节 的 公式 (20). 


5. a) 利用 定理 4 直接 证 明 : 如 果 球 面 S$ 上 的 闭 2- 形式 满足 [sw = 0, 则 w 是 恰当 形式 . 


b) 试 证 群 H?(5S?) 同 构 于 民 
cj 试 证 : 五 (5 ) = 0 


6. a) 设 vp :5? 一 3S2 是 一 映射 , 它 使 每 点 ZE 95- 与 过 此 点 的 直径 的 另 一 端点 -ze 95” ( 反 


极点 ) 对应. 试 证 在 射影 平面 RP? 上 的 形式 与 球面 95 上 关于 映射 p 不 变 的 形式 ( 即 
orw = ww) 之 间 有 双方 单 值 对 应 . 


. 318 . * 第 十 五 章 ” 流 形 上 微分 形式 的 积分 


b) 把 RP* 看 做 商 流 形 S”/ 卫 , 这 里 厂 是 由 球面 S$ 上 的 恒 等 映 射 及 反 极 点 映射 p 组 成 的 
变换 群 . 设 :5 一 REP” = S*/T 是 自然 射影 , 即 r(z) = {zx, 一 x}. 试 证 row = T， 
并 验证 

Yn € PP(S (om = 7) < jw E f°? (RP’)(A*w = 9). 

c) 利用 练习 5a), 证 明 H?(R?2P) = 0 

dj 试 证 , 如 果 函 数 fe C(S*, 民 ) 满足 f(z) 一 f( 一 z) 三 常数 则 f = 0. 考虑 到 练习 5 c)， 
由 此 即 可 推 得 H' (RP*) = 0. 

7. a) 把 RP* 表示 成 标准 矩形 I 的 形式 , 并 使 其 反 向 放置 的 对 边 等 同 起 来 , 在 图 98 上 指出 了 

其 对 边 的 定 同 . 试 证 : OU = 2c 一 2c,0c 二 PQ:0c = PQ. 


0 P 
Cc 1 

P C WY 
图 98 


b) 从 对 上 面 习题 的 观察 导出 : 在 RP* 上 设 有 非 平 凡 二 维 闭 链 , 并 利用 狄 . 拉 姆 定理 证 明 
H?(RP?) = 0. 

c) 试 证 , 在 RP? 上 唯一 的 (不 计 及 因数 ) 非 平 凡 一 维 闭 链 是 闭 链 c' 一 c, 而 且 , 因为 有 
c 一 C 一 5 BIT 由 狄 . 拉 姆 定理 能 导出 五 (了 RE ) = 0. 


8. 求 群 H?(M), H1(M), H*(M), 如 果 : 
a) M = 5S 一 一 圆周 ; : 
b) M = 7T? 一 一 二 维 环 面 ; 
c) M = 天 ”一 一 殉 莱 因 瓶 ， 
9. a) 证 明 : 微分 同 胚 的 流 形 有 相应 维 数 的 同 构 (上 ) 同调 群 . 
b) 以 R? 与 RP? 为 例证 明 : 一 般 来 说 , 上 述 断 言 的 逆 命 题 不 成 立 . 


10. 设 XY 是 域 及 上 的 线性 空间 , 而 工 :Xx YY 一 民 , (zx,y) Fr L(x,y) 是 非 退化 的 双 线 性 形 
式 , 考察 映射 X 3 x 一 了 工 (Z) EY”. 
a) 证 明 : 这 个 映射 是 内 射 ， 
b) 证 明 : 对 空间 Y 中 任意 的 线性 无 关 的 向 量 组 y1,…. ,yx, 在 空间 X 中 能 找到 这 样 一 组 
向 量 中 ,使 得 ww) 一 La 一 起 其中 国王 
c) 验证 : 上 边 建 立 的 映射 X 一 Y* 是 线性 空间 X 与 Y* 间 的 同 构 映 射 . 
d) 试 证 : 狄 . 拉 姆 第 一 、 第 二 定理 合 在 一 起 , 就 表明 , 在 同 构 意 义 下 有 H?(M) = Hp(M). 
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81 ， 逐 点 收敛 与 一 致 收 伍 


1. 逐 点 收敛 


定义 1 称 函 数 所 :XX 一 民 的 序列 { 记 ,meN] 在 点 ze 和 X 收 化, 如 果 这 些 国 
数 在 点 z 的 值 的 序列 {f(z),n € N} 收 钱 . 


定义 2 使 函数 所 : 久 一 民 的 序列 {fr,n € N} 收敛 的 点 的 集 巨 C 半 叫 做 函 
数 序列 的 收 伍 集 . 

定义 3 在 函数 序列 { 刀 ,ne N} 收敛 集 媚 上 由 关系 式 f(x) := im fn(2) 产生 
的 函数 :一 及, 叫做 序列 { 记 ,me N} 的 极限 函数 或 函数 序列 { 户 ,me N} 的 极 
限 . 

定义 4 如 果 :五 一 及 是 序列 { 放 neRN] 的 极限 函数 , 那么 , 就 说 这 个 函数 
序列 在 妃 上 收 敏 (或 逐 点 收敛 ) 到 函数 三 

在 这 种 情况 下 , 记 作 f(x) = lim fn(z)(z € E) 或 当 n 一 oo 时 ,所 一 f( 在 E 上 ). 

例 1 设 铸 = {xeERRz>0), 函数 所 :XX 一 民 由 关系 式 所 (7) = xz?,nEN 给 
出 . 这 个 函数 序列 的 收敛 集 显 然 是 区 间 I = [0, 1], 而 极限 是 由 条 件 


0,0<7z<1, 
T) 一 
/四 -人 
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确定 的 函数 :了 BR 
例 2 函数 序列 (2) = J 在 R 上 收敛 到 恒 等 于 零 的 函数 / : =， 0 


例 3 序列 f(z) = 42 也 有 恒 等 于 零 的 极限 函数 / :2 0 


例 4 我 们 考虑 在 区 间 了 = [0,1] 上 的 函数 序列 f(z) = 2(n 二 1)z(1 - x2)". 
为 当 lql < 1 时 ,non 一 0(n 一 oo), 所 以 这 个 序列 在 整个 区 间 了 上 趋 于 零 . 


例 5 设 m,n eN, 县 jm(z) := lim (cos nlrzZ) 如 果 mix 是 整数 ,那么 
fm(7) = 1; 如 果 mlz 4 Z, 那么 显然 有 f(x) = 0. 


现在 , 我 们 考虑 序列 {fi%,m e N}, 并 且 证 明 在 整个 数 轴 上 , 它 收敛 到 狭 利 元 雷 


函数 
-人 
1,7 EQ. 
事实 上 , 如 果 z & Q, 那么 对 任何 一 个 m e Nmlz ¢ Z, 且 f(x) = 0, 因此 ， 
f(z)=0. 而 如 果 z= EQ 其 中 pe Z,gq EN, 那么 当 m >9g 时 ,有 mlz ez, 是 
fm(7z) = 1, 从 而 f(x)=1. 
因此 ， lim f(z) = D(z). 


2. 基本 问题 的 提出 


在 分 析 中 每 走 一 步 都 会 遇 到 极限 过 渡 问 题 , 而 且 , 弄 清楚 极限 函数 具有 怎样 的 函 
数 性 质 常常 是 很 重要 的 . 在 这 些 性 质 中 对 于 分 析 来 说 主要 的 是 连续 性 、 可 微 性 和 可 
积 性 . 这 就 是 说 , 重要 的 是 要 阐明 : 如 果 趋 于 极限 的 函数 是 连续 , 可 微 , 可 积 的 , 极限 
函数 是 否 也 具有 相应 的 性 质 . 这 时 , 特别 重要 的 是 要 寻求 足够 方便 的 条 件 , 当 这 些 条 
件 满足 的 时 候 . 能 从 函数 的 收敛 性 推出 这 些 函 数 的 导数 或 积分 收 往 到 极限 函数 的 寻 
数 或 积分 . 

从 分 析 过 的 最 简单 的 例子 中 看 出 , 如 果 没 有 任何 附加 条 件 , 一 般 来 说 , 由 关系 式 
“ff 一 了 在 [a,b] 上 , 当 n 一 o0” 既 不 能 推出 极限 函数 的 连续 性 (即使 函数 fi 是 连 
续 的 ), 也 不 能 推出 关系 式 /一 了 或 广 f(r)dr 一 户 Flzydz( 即 使 所 指出 的 导数 和 ” 
积分 都 是 有 定义 的 ). 

事实 上 ， 

在 例 1 中 , 极限 函数 在 区 间 [0,1] 上 是 间断 的 , 虽然 趋 于 极限 的 函数 在 该 区 间 上 
是 连续 的 . : 

在 例 2 中 , 趋 于 极限 的 函数 的 导数 ncosn?z 一 般 不 收敛 , 当然 也 就 不 会 收敛 到 
极限 函数 的 导数 , 这 个 极限 函数 恒 等 于 零 . 

在 例 4 中 , 对 任何 ne€ N, 有 Ds 所 (z)dzr = 1. 同时 有 万 f(x)drz = 0. 
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在 例 5 中 , 在 任何 区 间 [a,4] Cc R 上 , 每 个 函数 户 除去 有 限 个 点 外 处 处 为 零 , E 
此 放 fn(z)dz = 0 ,而 此 时 , 极限 函数 号 本 身 在 数 轴 内 任何 一 个 区 间 上 都 不 可 积 . 

此 外 : 

在 例 2, 3, 4 中 , 无 论 是 趋 于 极限 的 函数 还 是 极限 函数 都 是 连续 的 . 

在 例 3 中 , 函数 序列 一 5 的 导数 一 一 的 极限 和 这 个 序列 的 极限 函数 的 导 
数 是 一 样 的 ， 

在 例 1 中 ,fo fn(z)dz = 0 f(z)dz 名 一 oo) 

我 们 的 基本 目的 是 阐明 在 什么 样 的 条 件 下 , 在 积分 符号 或 微分 符号 下 取 极限 是 
合理 的 

再 来 看 一 个 这 方面 的 例子 . 


例 6 我 们 知道 , 对 任何 z e 民 . 有 


1 (—1)™ m+1 
sinz = 2 — 2 十 可 2 一 + rm 十 (1) 
然而 , 在 看 了 上 边 举 的 那些 例子 之 后 , 我 们 知道 , 关系 式 
。 1 — (—1)™ 7 | | 
(sin xz) = 2 (a 1 + (2) 
® 。 二 (一 1 有 7 十 1 
/ ned = 2 7 mT tidz (3) 
一 般 来 说 是 需要 检验 的 . 


事实 上 , 如 果 把 等 式 
S(T) 一 al(z) 十 az(Z) 十 .… 十 am(Z) 十 


理解 为 S(z) = lim Sn(z), 其 中 Sn(z) = > am(z), 那么 , 由 于 微分 与 积分 运算 的 线 
性 性 质 , 关系 式 


[ S(z)ar = 3 [ Qam(X) dr 


?一 上 


分 别 等 价 于 


S'(r) = lim 9 (7), 


b b 
| sls)dr = lim | Sn(X)dz 
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它们 是 我 们 现在 应 该 谨慎 地 对 答 的 等 式 . 

关系 式 (2),(3) 是 容易 验证 的 . 因为 对 任 一 ze 民 , 显然 有 
(—1)™ 
21! (2m)! 


但 是 , 设想 等 式 (1) 是 函数 sinz 的 定义 . 要 知道 当 目 变量 是 复 信 时 , 函数 sin z， 
cosz,e* 的 定义 正 是 这 样 的 . 那 时 , 如 果 我 们 需要 所 产生 的 新 函数 的 性 质 ( 它 的 连续 
性 、 可 微 性 、 可 积 性 ) 的 话 和 等 式 (2),(3) 的 合理 性 一 样 , 就 要 直接 从 这 个 函数 是 
给 定 的 级 数 的 部 分 和 序列 的 极限 函数 的 事实 去 析 取 . 

一 致 收敛 性 是 个 重要 的 概念 , 在 83 中 将 利用 它 得 到 上 述 极限 过 渡 合 理性 的 充分 
条 件 . 


3. 依赖 于 参数 的 函数 族 的 收敛 性 和 一 致 收敛 性 


在 问题 提 法 的 讨论 中 , 我 们 仅 局 限于 考察 函数 序列 的 极限 . 而 消 数 序列 是 依赖 
于 参数 上 的 函数 族 f(z) 当 te N 时 的 重要 的 特殊 情形 . 这 样 一 来 , 函数 序列 所 处 的 
位 置 和 序列 极限 理论 在 函数 极限 理论 中 所 处 的 位 置 是 一 样 的 . 关于 函数 序列 的 极限 
以 及 和 它 相 联系 的 函数 项 级 数 的 收敛 理论 , 我 们 将 在 82 中 详细 叙述 , 这 里 只 讨论 依 
赖 于 参数 的 函数 族 的 收敛 性 与 一 致 收敛 性 这 些 在 整个 后 续 理论 中 的 基本 概念 . 


定义 5 称 定义 在 集合 X x 上 的 两 个 变量 zx,t 的 函数 (z,t) 呈正 (z, 昌 为 依赖 
于 参数 上 的 函数 族 , 如 果 由 于 这 样 或 那样 的 原因 , 能 把 变量 te 7 分 出 来 . 并 称 它 为 
参 变 量 的 话 . 


这 时 , 集合 T 称 为 参 变 量 集 或 参 变量 域 . 而 函数 族 本 身 , 则 把 参数 直接 标 出 来 ， 
常 记 作 f(z) 或 {fi,t € TT}. 

在 本 书 中 . 我 们 通常 需要 考虑 这 样 的 函数 族 . 它 的 参数 域 了 是 自然 数 集 N, 实数 
集 了 或 复数 集 C ,或 者 是 它们 相应 的 子 集 , 虽然 , 一 般 来 说 , 集 工 可 以 是 有 任何 自然 
属性 的 集合 . 这 样 , 在 上 面 考察 的 例 1 一 5 中 T= N. 在 例 1--4 中 , 如 果 不 损 害 它 们 
具有 的 丰富 内 容 , 可 以 认为 参数 n 是 任意 的 正 数 , 而 极限 是 关于 基底 n 一 co,mE 琢 + 
的 极限 . 


定义 6 设 {fi :XX 一 民 ,t € T} 是 依赖 于 参数 t 的 函数 族 , 仍 是 参 变量 集 了 
的 基 . 

如 果 对 于 确定 的 ze X, 极限 limfi(z) 存在 . 则 称 函 数 族 在 点 Z 收 合 . 

全 体 收 敛 点 的 集合 称 为 函数 族 关 于 给 定 基 人 肖 的 收 化 集 . 


定义 7 如 果 函 数 族 在 每 点 ze E 关于 基 名 收敛 . 则 称 函 数 族 在 集 忆 CX 上 
关于 基 好 收 化 


Tm 
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BB 上 的 函数 f(z) := limfi(z) 叫做 函数 族 ft 在 召 上 关于 基 允 的 极限 函数 或 
极限 . 

例 7 设 jz)=e-() ,zeX=RteT= 及 \0,% 是 基 上 -0. 这 个 函数 族 
在 整个 依 上 收敛 , 且 


1l,T=0, 
lim fi(x) = 
一 0, 7 天 0. 


现在 给 出 两 个 基本 定义 

定义 8 如 果 在 每 一 点 Ze E, 有 limfi(2) = f(z), 则 称 函 数 户 : 和 一 及 构 
成 的 函数 族 {f,t e T} 在 集 妃 CX 上 关于 基 中 逐 点 收敛 (简称 为 收敛 ) 到 函数 
f:E— RR. 

此 时 , 第 记 作 (在 EL 上 hf) 

定义 9 如 果 对 于 任意 的 。 > 0, 存在 Be %. 使 得 对 任意 的 t € B 及 任意 的 
xTE€B, 有 

|f(z)— fi(z)| <e 

成 立 , 则 称 函数 f, : XX 一 及 构成 的 函数 族 {fi,t e T} 在 集 巨 CX 上 关于 基 咀 一 臻 
收 黎 到 函数 f :EE 一 RR. 


此 时 , 常 记 作 (在 已 上 上 产 也 用 
下 面 再 给 出 这 些 重要 定义 的 形式 写法 . 
(在 EL 上 ft B f) 
:二 Ye>0 vreE I3Be®B vteB(lf(r)— f(r) < es) 
(在 E 上 所 二 有 
p 


:Ye>0 IJBEe®B vrepE vteB(f(z)— f(r)| < e). 


收敛 和 一 致 收敛 之 间 的 关系 使 我 们 联想 到 函数 在 集合 上 连续 和 一 致 连续 之 间 的 
”为 了 更 好 地 了 解 函数 族 的 收敛 和 一 致 收敛 之 问 的 相互 关系 , 我 们 引入 度量 在 所 
z EE 处 函数 有 的 值 对 f 的 值 的 偏差 量 Al(z) = |jf(z) - fi(z)|， 还 考察 量 A; = 
supAt(z), 粗糙 地 说 , 它 刻 画 了 对 一 切 ze EB, 函数 fi 的 值 与 函数 f 相应 的 值 之 间 
的 最 大 的 偏差 (虽然 它 可 能 不 存在 ). 这 样 一 来 , 对 每 个 ze E, 有 Ai(z) 和 Ai. 

用 这 些 记号 , 显然 可 以 把 上 边 引 进 的 定义 写成 以 下 形式 : 

(在 E 上 fi 辟 f) := Vz € E(A:(7) — 0 关于 %)， 
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(在 已 二 天 去 力 :二 (A: 一 0 关于 外 )， 

现在 , 显然 有 

(在 BE 上 于 有 (在 BE 此 邓 从 
即 , 如 果 函 数 族 户 在 集 万 上 一 致 收敛 到 函数 f, 那么 它 在 E 上 逐 点 收敛 到 f. 一 般 
来 说 , 相反 的 断言 是 不 正确 的 . 


例 8 我 们 考虑 定义 在 区 间 T= {zx e RRI0 < xz < 1} 上 依赖 于 参数 t € [0,1] 的 
函数 族 f. : 7 一 了 函数 y = f(z) 的 图 像 如 图 99 所 示 . 显然 , 在 任 一 反 x eE I. 有 
limf(z) = 0, 即 , 当 t 一 0 时 ,有 天 (z) 一 f(z) =0, 并且 


A: = sup|f (zx) — f(x)| = sup|fi(z)| = 
rel ZTE: 


即 , 当 t 一 0 时 , A; 过 0, 这 就 是 说 , 函数 族 收敛 但 不 一 臻 收敛 
为 了 方便 起 见 , 在 这 种 情况 下 , 我 们 就 说 函数 族 不 一 致 地 收 仇 到 极限 函数 
如 果 把 参数 上 解释 为 时 间 , 那么 函数 族 f. 在 集 已 上 
收敛 到 函数 / 就 意味 着 , 对 任 给 的 精确 度 。 > 0 及 任 一 “外 
点 ze EE, 能 指出 时 刻 t, 从 这 个 时 刻 起 , 即 当 上 > 时 ， 
所 有 的 函数 六 在 点 z 的 值 与 f(z) 值 的 误差 均 小 于 < 
而 一 致 收敛 则 表示 总 有 一 个 时 刻 te， 从 这 个 时 刻 开 
始 , 即 当 t > t 时 , 立即 在 所 有 的 点 z e 已 已 都 满足 关 
系 式 |f(z) - f(z)| < < 
图 99 所 描绘 的 斜率 很 大 的 跑 动 驼峰 的 图 形 是 不 一 9 1 
致 收敛 的 典型 例子 0 


例 9 给 定 在 区 间 0 < zx < 1 上 的 函数 序列 f(z) = zx" 一 x2", 容易 看 出 , 在 
这 个 区 间 上 的 任 一 点 x, 当 n 一 ce 时 , 它 趋 于 零 ， 为 了 说 明 这 个 收敛 性 是 不 是 一 
致 的 , 我 们 先 求 出 量 A。= das |fn(D)|. 因为 当 z=0 和 z= 2-* 时 f(z) = 
mZn (1 ~ 27z"*) = 0, 所 以 显然 有 An = 二 所 (2-*) = 1/4， 这 样 一 来 , 当 m 一 oo 
时 ,.A，-0, 从 而 , 我 们 的 序列 不 一 致 地 收敛 到 极限 函数 f(x) = 0. 


例 10 在 例 1 中 研究 的 函数 序列 f(z) = z” 在 区 则 0 入 z 和 1 土 不 一 致 地 收 


敛 到 极限 函数 f(z) = {? "< 2 < 这 是 因为 对 任 一 n € RN， 


An = sup |f(z)— fn(z)|= sup | jc) 一方 
OIE1 0 入 2 女工 


= sup |fn(z)| = sup |Z | = 1 
0 过 z<1 0<z<l1 
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例 11 在 例 2 中 研究 的 函数 序列 f(z) = ?在 整个 集合 民 上 , 当 n- oo 
时 一 致 收敛 到 零 . 这 是 因为 这 时 有 
f(z) — 户 (zj| = (f(z)| = 


sinn<z 1 
< 
7 


即 A, < ~ 因此 , 当 nn 一 co 时 ,A, 一 0. 


4. 一 致 收敛 的 柯 西 准则 


在 定义 9 中 , 我 们 曾 说 过 函数 族 f4 在 一 个 集合 上 一 致 收敛 到 该 集合 上 给 定 的 一 
个 函数 是 什么 意思 . 通常 , 当 给 定 了 函数 族 时 , 极限 函数 还 是 未 知 的 , 因此 采用 以 下 
定义 是 合理 的 . 


定义 10 称 函数 上 疡 :X 一 RR 构成 的 函数 族 {fi,t ET} 在 集 忆 CX 上 关于 基 角 
一 致 收 黎 , 如 果 它 在 这 个 集合 上 收敛 , 并 且 由 这 个 收敛 性 确定 的 极限 函数 六 :已 一 下 
按 定义 9 的 意义 是 一 致 的 . 


定理 (函数 族 一 致 收敛 性 的 柯 西 准则 ) 设 {fi,t ET} 是 依赖 于 参数 上 ET 的 由 
函数 户 :X 一 下 构成 的 函数 族 , 而 申 是 全 中 的 基 . 函数 族 {fi,t ET} 在 集 EECX 
上 关于 基 妇 是 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任意 的 < > 0, 存在 基 外 中 的 元 素 BB， 
使 对 任何 参数 值 1,t2 E B 及 任 一 点 z E BE, 都 满足 不 等 式 


fu (x) — fis (zt)| < &. 
用 形式 化 的 写法 , 这 就 是 : f 在 EE 上 关于 基 外 一 致 收敛 
ve >0, 3B eB,vti,to €B, Yr EE,|fe(x)— f(T) < ec. 


二 必要 性 引进 的 条 件 的 必要 性 是 显然 的 . 因为 如 果 f :EE—R 是 极限 函数 ， 
且 在 EE 上 关于 基 汉 有 f 马 了 ,那么 能 找到 Be %, 对 任 一 te B 及 任 一 xz € EE, 有 
f(z) - f(z)| < 5, 这 时 , 对 任意 的 忆 , 妇 < B 和 任 一 z € ,将 有 

fe (7) — fol) < f(z) — fa(o)+ Ne) -falo)| < 3+3=e 

充分 性 ”对 每 一 个 确定 的 z e 5, 量 f(z) 可 以 看 作 参 变量 t eT 的 函数 . 如 果 
定理 的 条 件 满足 , 那么 这 个 函数 就 会 满足 它 关 于 基 外 的 极限 存在 的 柯 西 准则 . 

这 就 是 说 , 函数 族 {f,t e T} 关于 基 和 在 集 已 上 至 少 逐 点 收敛 到 某 个 函数 
f:E— RR. 

现在 , 如 果 对 任何 的  ,t。€ B 和 任何 的 ze 五 都 正确 的 不 等 式 |fi,(7) 一 
f(z)| <e 中 取 极 限 . 那么 对 任何 的 刀 E 互 和 任何 的 ze 五 能 够 得 到 |f (xz) 一,(z)| 去 
e. 不 计 一 些 非 本 质 的 记号 的 变化 以 及 用 非 严格 不 等 式 代 蔡 严 格 不 等 式 , 这 正好 与 函 
数 族 {f.,t e T} 在 集 EE 上 关于 基 人 B 一 致 收敛 到 函数 六 :五 一 到 的 定义 一 致 . w 
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注 1 我 们 对 于 实 值 函数 族 f, : XX 一 恨 引进 的 收 合 与 一 致 收 合 性 定义 当然 对 
于 在 任何 一 个 度量 空间 Y 内 取 值 的 函数 族 fi :X 一 Y 也 是 适用 的 . 这 时 在 定义 中 
应 该 做 的 自然 的 变更 是 将 |f(z) 一 有 (xz)| 换 为 dy (f(z), f(x)), 其 中 dy 是 空间 Y 的 
度量 . 

对 于 赋 范 向 量 空间 Y, 特别 地 , 对 于 了 = C, 或 了 =Rm, 或 了 =Cm, 甚至 连 这 
种 形式 的 变更 也 不 需要 . 


注 2 当然 , 柯 西 准 则 对 于 函数 值 取 在 度量 空间 Y 中 的 函数 族 有 :XX 一 Y 也 
是 适用 的 , 如 果 Y 是 完备 度量 空间 的 话 ， 从 证 明 中 可 以 看 到 , Y 的 完备 性 条 件 仅 仅 
在 准则 的 充分 性 条 件 中 是 需要 的 ， 


练 ” 习 


1. 说 明 例 3 一 5 中 所 研究 的 函数 序列 是 否 一 致 收敛 . 
. 证 明 等 式 (2),(3). 
a) 证 明 例 1 中 所 研究 的 函数 序列 在 任何 一 个 区 闻 [0,1 一 引 C [0,1] 上 一 致 收敛 , 但 在 集合 
[0, 1] 上 不 一 致 收敛 . 
b) 证 明 上 述 结论 对 于 例 9 所 研究 的 序列 也 是 正确 的 . 
c) 证 明 例 8 中 研究 的 函数 族 fe, 当 t 一 0 时 , 在 任何 一 个 区 间 [6, 1] < [0,1 上 一 致 收敛 ， 
但 在 集合 [0, 1] 上 不 一 致 收敛. 
d) 研究 函数 族 f(x) = sintz 当 t 一 0 时 的 收敛 性 和 一 致 收敛 性 , 然后 再 研究 t 一 co 的 
情况 . 
e) 说 明 函 数 族 请 (z) = e-t 姑 ” 当 上 一 十 oo 时 在 任意 确定 的 集合 EC 了 上 的 收敛 性 特性 . 
4. a) 验证 : 如 果 函 数 族 在 集合 上 收敛 (一致 收敛 ), 那么 它 在 这 个 集合 的 任 一 子 集 上 也 收敛 
(一 致 收敛 ) / 
b) 证 明 : 如 果 函 数 族 ff : 古 一 及 关于 基 和 外 在 集合 忆 上 收 鳅 (一 致 收敛 ), 而 g: 针 一 民 
是 有 界 函 数 , 那么 , 函数 族 g . f; : 六 一 展 关 于 基 人 B 在 集合 上 也 收 钱 (一 致 收敛 ). 
c) 证 明 : 如 果 函 数 族 疡 :X 一 区 ,gi : XX 一 民 关于 基 信 在 集合 EC X 上 一 致 收敛 , 那 
么 沙 数 族 ht = afi 十 Bgi(a,B € 民 ) 关于 基 B 在 集合 上 也 一 致 收敛 . 
5. a) 在 证 明 柯 西 准则 充分 性 条 件 时 , 我 们 关于 了 中 的 基 8 取 极限 limfi, (x) = f(z)， 但 是 
ti1€B, 而 汉 是 TT 的 基 , 不 是 B 的 基 . 我 们 能 保持 t1 在 B 中 , 实现 这 个 极限 过 渡 吗 ? 
b) 说 明 在 函数 族 户 :X 一 民 的 一 致 收敛 性 柯 西 准则 的 证 明 中 , 何 处 用 到 了 民 的 完备 性 . 
c) 注意 , 如 果 函 数 族 {fi : XX 一 民 ,t E T} 中 所 有 函数 都 是 常 值 函数 , 那么 所 证 明 的 定理 正 
好 给 出 了 函数 p :人 一 及 关于 了 中 基色 的 极限 存在 性 的 柯 西 准则 . 
， 证明: 如 果 区 间 了 = {x € Rla < x < b} 上 的 连续 函数 族 f: e C(7 了 ) 在 区 间 ]a,b[ 上 一 致 
收敛 , 那么 它 在 整个 区 间 [a, 上 收敛 而 且 是 一 致 的 . 


ww 
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82 函数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 


1. 级 数 一 致 收敛 性 的 基本 定义 和 判别 准则 

定义 1 设 {a : X 一 C;n € N} 是 复 值 (包括 实 值 ) 函数 序列 如 果 序 列 
{Sm(7) = 0 n(T),m € N} 在 上 收敛 或 一 致 收敛 , 则 称 级 数 二 ma ) 在 ECX 
上 收 化 或 一 “至 收敛 

定义 2 如 同 数 项 级 数 的 情况 一 样 , 称 函 数 5,,(z) = 关 (zx) 为 部 分 和 , 更 确 


切 地 说 , 称 为 级 数 二 an(z) 的 前 m 项 部 分 和 . 
定义 3 级 数 的 部 分 和 序列 的 极限 叫做 级 数 的 和 . 
这 样 一 来 , 记号 
9(Z) = >》 an(z) 在 E 上 
表示 当 m 一 oo 时 ,在 EE 上 有 5S%(z) 一 S(z). 而 


表示 当 m 一 00 时 ,在 EE 上 有 Sm(x) 二 95(z). 
消 数 项 级 数 的 逐 扩 收敛 性 实质 上 就 是 数 项 级 数 的 收 合 性 , 这 是 我 们 已 经 知道 的 . 


例 1 我 们 曾 用 关系 式 
exp 2 :一 >》 2 (1) 


定义 了 函数 exp : C 一 C, 右 端的 级 数 对 每 个 Ze C 都 收敛 是 先前 已 经 确认 的 . 


用 定义 1 一 3 的 语言 可 以 说 , 函数 an(z) = 二 z” 的 级 数 (1) 在 整个 复 平 面 上 收 
钱 , 而 函数 exp z 是 它 的 和 . 

根据 定义 1,2, 在 级 数 及 它 的 部 分 和 序列 之 间 建 江 了 互 逆 的 联系 : 知道 了 级 数 的 
项 , 就 能 得 到 部 分 和 序列 ; 而 知道 部 分 和 序列 , 也 能 获得 级 数 的 所 有 的 项 ; 级 数 的 收 
敛 性 质 等 价 于 它 的 部 分 和 序列 的 收 钱 性 . 


例 2 在 81 的 例 5 中 ,我 们 曾 构 造 过 在 及 上 收敛 到 狄 利 殉 雷 函 数 人 D(z) 的 函数 
序列 {fm,m € N}. 如 果 令 aitz) = 户 (z))an(z) = fn(7) — fn- 1(7), 当 n> 1 时, 那 
么 , 我 们 将 得 到 级 数 二 an(z), 它 在 整个 数 轴 上 收敛 且 二 an(zZ) = D(z). 
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例 3 在 81 的 例 9 中 , 曾 指出 函数 序列 户 (z) = z" 一 z2n 在 区 间 [0,1 上 
收敛 到 零 , 但 不 一 致 收敛 这 识 是 说 令 ai(z) = 万 (z), 而 当 n > 1 时 , a,(z) = 
fn(7z) 一 fn-1(7), 我 们 得 到 的 级 数 > an(z) 在 区 间 {0,1] 上 收敛 到 零 , 但 不 一 致 收敛 . 


函数 项 级 数 和 函数 序列 的 直接 联系 使 得 每 个 函数 序列 的 断言 都 能 改变 陈述 成 为 
函数 项 级 数 的 相应 论 新 . 

比如 , 把 81 中 证 明了 的 函数 序列 在 集 CX 上 一 致 收敛 的 柯 西 准 则 运用 到 函 
数 序列 {5 :X 一 C,n € N}, 就 得 到 


ve >0 dNEN Vnina >N vreE (lS (7)— Sn,(r)| < e). (2) 


由 此 并 考虑 定义 1, 就 得 到 


定理 1 (级 数 一 致 收敛 的 柯 西 准则 ) 级 数 》 an(z) 在 集 媚 上 一 致 收 化 ， 当 且 

仅 当 对 任意 的 s<> 0, 能 找到 NE 使 时 任何 满足 m 宇 n> NN 的 自然 数 m,n, 在 一 
切 点 工 EEB, 满足 不 等 式 

lan(T)+ :+am(T)| < e. (3) 


< 事实 上 , 在 (2) 中 取 ni = m,ns = 二 nn 一 1, 且 认 为 5%(z) 是 级 数 的 部 分 和 时 , 就 
得 到 不 等 式 (3). 同样 地 , 在 相同 的 符号 与 定理 条 件 下 ,从 不 等 式 (3) 能 得 到 关系 式 
(2). > 

注 1 在 定理 1 的 叙述 中 , 我 们 没有 指明 函数 an(z) 的 值 域 , 这 就 意味 着 它 可 以 
是 恨 或 C. 显然 , 值 域 实际 上 可 以 是 任何 一 个 赋 范 同 量 空间 , 只 要 它 是 完备 的 , 例如 
有 ”或 Cn. 

注 2 如 果 在 定理 1 的 条 件 下 , 所 有 函数 au(z) 是 贡 数 , 我 们 就 得 到 早已 熟悉 的 
数 项 级 数 > an 的 柯 西 准则 


推论 1 (级 数 一 致 收 全 的 必要 条 件 ) 若 级 数 > on(z) 在 全 妃 上 一 至 收敛, 则 
当 n 一 00 时 ,在 五 上 有 an(z) 二 0. 


4 这 可 从 序列 一 致 收敛 到 零 的 定义 和 在 不 等 式 (3) 得 到 ， 只 要 在 其 中 令 


nN 二 mm.P 


例 4 级 数 (1) 在 复 平面 C 上 的 收敛 是 不 一 致 的 , 这 是 因为 对 任何 n € N, 
| _ oo， 可 是 按 一 致 收敛 的 必要 条 件 , 当 (1) 一 致 收敛 时 ， 量 sup | 证 


rah 


应 该 收敛 于 零 . 
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例 5 正如 我 们 所 知 , 级 数 壮志 在 单位 图 K = {ze Cllz| < 1} 内 收敛 . 因为 


Vz c Kl < ,那么 ,在 K 上 , 当 n 一 oo 时 ,有 一 二 0, 一 至 收敛 的 必要 条 件 
成 立 ; 但 这 个 级 数 在 K 上 不 一 致 收敛 . 事实 上 , 对 任 一 固定 的 ne N, 当 z 充分 靠近 
1 时 , 由 于 级 数 各 项 的 连续 性 , 能 使 不 等 式 


zn LN 
n 27n 


成 立 . 由 柯 西 准则 推出 此 级 数 在 集 K 上 的 收敛 性 不 一 致 
2. 级 数 一 致 收敛 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 检验 法 


定义 4 称 级 数 an(z) 在 集 巨 上 绝对 收 伊 , 如 果 在 任 一 点 ze 已 对 应 的 数 
项 级 数 绝对 收敛 . 


命题 1 如 果 级 数 》 au(z) 和 > ba(z) 对 任 一 + E 和 所 有 足够 大 的 n EN 
nn 二 1 光一 


> 


有 lan(z)| < bn(z), 那么 从 级 数 > b,(z) 在 巨 上 的 一 致 收敛 能 推出 级 数 > an(z) 
在 羽 上 绝对 且 一 致 收 伊 . 


< 由 条 件 , 对 所 有 足够 大 的 足 码 n 和 m( 设 ng m), 及 任 一 反 ZE 五 ， 有 不 等 式 


an(z) + 十 am(Z)| 和 |an(z)| 十 十 |om(zj) 
乏 b(Z) 十 十 pr(Z) =|b(Z) 十 十 pm(zi 


由 柯 西 准 则 , 对 任意 s > 0, 从 级 数 > bn(z) 的 一 致 收敛 性 可 找到 N e N, 使 对 
一 切 m>n>N 及 一 切 zt€EEB, 有 bn 四 十. 本 < e, 再 由 所 写 出 的 不 等 式 及 


推论 2 (级 数 一 致 收敛 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 强 函 数 检验 法 ) 如 果 对 于 级 数 > an(z) 
能 找到 一 个 收敛 的 数 项 级 数 二 M， 使 得 对 一 切 足 够 大 的 n e N, 有 


sup |an (2)| < Mn 
EE 


那么 级 数 an(z) 在 集 马 上 绝对 且 一 致 收 合 . 
人 一 上 


4 收敛 的 数 项 级 数 可 看 成 集 EE 上 常 值 函 数组 成 的 级 数 , 由 柯 西 准则 知 它 在 EE 
上 一 致 收敛 . 因此 , 如 果 令 bn(z) = M, 则 由 命题 1 就 得 到 魏 尔 斯 特 拉 斯 检验 法 . > 

魏 尔 斯 特 拉 斯 检验 法 是 最 简单 的 同时 也 是 最 常用 的 级 数 一 致 收敛 的 充分 条 件 . 
”作为 它 的 应 用 例子 , 我 们 证 明 下 面 有 用 的 
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命题 2 如 果 替 级 数 > cn(Zz 一 20) 在 点 CC 关 z0 收 襄 ,那么 它 在 任何 一 个 较 
= {z€Cllz—zol< qlc - 一 -zol}(0 <9<1) 内 绝对 且 一 致 收敛 


4 从 级 数 二 c (cz)n 的 收敛 性 的 必要 条 件 推出 , 当 一 oo 时 ,cu(C-zojm 0， 
这 就 是 说 , 在 所 考虑 的 圆 天 中 , 对 一 切 充分 大 的 ne N, 估计 式 


nlz — z0)"| = |en(C — 20)"| | —2 


<|cn(C—2z0) lg <qg 


是 正确 的 . 因为 当 |g| < 1 时 , 级 数 二 gm 收 傅 , 由 估计 式 |c,(z 一 zo)" < gr 及 一 臻 
收敛 的 强 函 数 检 验 法 就 得 到 命题 2. > / 

把 这 个 命题 和 关于 和 究 级 数 收 全 半径 的 柯 西 - 阿达 马公 式 比 较 (参看 第 5 章 , 85， 
(17) 式 ), 我 们 能 得 到 和 那里 一 样 的 结论 . 

定理 2 (关于 融 级 数 的 收 全 性质) 升级 数 > cn(z 一 2Z0)" 在 加 KK = {z€Cllz— 


zo| < RR} 中 收 化 ,半径 由 柯 西 - 阿达 马公 式 @ 尼 = ( [in VE)-1 确定 .在 这 个 国 
外 级 数 发 散 . 在 任何 严格 位 于 级 数 收 证 园 KK 内 的 闭 园 上 , 畴 级 数 绝对 且 一 致 收 伊 


注 3 如 例 1 和 例 5 指出 , 在 整个 圆 K 中 , 徊 级 数 未 必 一 致 收敛 . 同时 , 也 可 能 
有 那样 的 情况 , 寡 级 数 甚至 在 闭 圆 KK 上 一 致 收敛 


例 6 级 数 区 所 ”的 收敛 半径 等 于 1. 如 果 |z| < 1. 那么 所 | < 起, 按 魏 尔 斯 
必 拉 斯 检验 法 知 训 扣 计 闭 攻 K={zeClzl<1) 上 绝对 日臻 收敛 


3. 阿 贝 尔 一 狄 利克 雷 检 验 法 


下 面 一 对 相近 的 级 数 一 致 收敛 的 充分 条 件 是 比较 专门 的 , 并 且 本 质 上 是 与 所 考 
察 的 级 数 的 某 些 成 分 的 实 值 性 有 关 . 但 是 这 些 条 件 比 魏 尔 斯 特 拉 斯 检验 法 精细 些 ， 
因为 利用 它们 能 够 研究 收敛 但 不 绝对 收敛 的 那些 级 数 . 


定义 5 称 由 形 如 f :XX 一 C 的 函数 构成 的 函数 族人 是 集 忆 cCX 铸 上 的 一 致 有 
界 阴 数 族 ， 如 果 存 在 常数 M e 及 , 对 任何 一 个 f e 省 关系 式 sup|f (7)| < AM 成 并 . 


定义 6 称 函 数 序列 {5 : X 一 Rn e N} 在 集 EC X 上 是 不 减 的 (不 增 的 )， 
如 果 对 每 个 ze EE, 数列 {bn(z),n e N} 是 不 减 的 (不 增 的 ). 集合 上 不 减 的 和 不 增 的 
函数 序列 统称 为 该 集合 上 的 单调 序列 . 


在 特殊 情况 a YIcs| = co 时 , 认为 中 = 0 此 时 圆 退 化 为 一 点 zo. 
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我 们 记得 (必要 时 可 参看 第 6 章 ,82, 第 3 段 ) 以 下 等 式 , 它 叫 做 阿 贝 尔 变 换 : 


m—1 
arbr = Ambm — A, .1bn 十 >», Ar (bk 一 br+1), (4) 
n k=n 
其 中 Qk = Ax — Ak-1,k = nN, 4 
如 果 b,, bnr1) ” , Dm 是 单调 实数 列 ， 那么 ， 即使 Qn,) ntl1, "Om 是 复数 或 某 个 
赋 范 空间 中 的 向 量 , 根据 恒等式 (4) 能 得 到 下 面 的 我 们 所 需要 的 合计 式 


SE 


k 


2 akbk| < 4 na, Ax| : max{|b,|, bmn|}. (5) 
< 事实 上 ， 
m—1 
Ambm| 十 [An_ibn 十 >, Ax (bx bg+1) 
k=n 
7n—1 
< ,a |Ax|- 区 十 |pn| 十 2 | 外 一 oa 
一 六 4 (om| 十 bn| + Ibn — bm) 
<4 max, Ax| : max{lbnl, |bml}. 


在 上 述 计算 的 等 式 中 , 恰好 利用 了 数列 bx 的 单调 性 . > 


命题 3 (级 数 一 致 收敛 的 阿 贝尔 - 狱 利 克 雷 检验 法 ) 设 an:X 一 C 是 复 邓 
数 b,。: 贸 一 妥 是 实 函 数 .为 使 级 数 ai(z)jbu(z) 在 集 巨 CX 上 一 致 收敛 . 只 要 
满足 下 面 任何 一 对 条 件 就 可 以 了 : 

Qi1) 级 数 2 an(Z) 的 部 分 和 9k(Z) 一 之 an(z) 在 玉 上 一 致 有 界 ; 

B1) 函数 列 bn(z) 在 已 上 单调 且 一 致 趋 于 零 
或 者 

aa) 级 数 》 aufz) 在 已 上 一 致 收 仇 ; 

Bs) 函数 列 bn(z) 在 已 上 单调 且 一 致 有 界 ， 


< 对 每 个 ze E, 由 序列 加 (z) 的 单调 性 , 可 得 类 似 于 (5) 的 信 计 式 


> ak(Z)bk(Z) 
k=n 
其 中 我 们 取 Sk(T) 一 Sn _1(Z) 作为 Ar (zx). 

如 果 条 件 a1), B81) 实现 , 那么 , 一 方面 存在 这 样 的 常数 M, 使 对 任 一 ke N 和 任 
一 Zz CE, 有 |Ar(z)| < Mi; 另 一 方面 , 无 论 怎 样 的 e > 0, 对 所 有 足够 大 的 n,m 和 任 


4 max |4k(zZ)| max{lbn (2)|, lbm(2))}, (5 ) 


n—l<&k<m 
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一 ZE 五 ,将 成 还 不 等 式 maxf{|bn(7z)|, |bm(z)|} < 因此 , 从 (5) 推出 , 对 所 有 足 


够 大 的 n,m 和 任 一 ze 已 有 >» ax(z)br(z)| < < ,也 就 是 说 , 所 考虑 的 级 数 满足 一 
致 收敛 的 柯 西 准则 . 

在 条 件 az), 86。) 实现 的 情况 , 量 max{|b,(z)|, |bm (zx)|} 是 有 界 的 , 同时 , 由 于 级 数 
二 an(z) 一 致 收敛 , 根据 柯 西 准则 , 对 任意 的 s > 0. 对 任何 足够 大 的 n 和 k>n 以 
及 任何 z e EB, 有 |4(z= |Si(z) - S_1(z)| < < 由 此 , 从 不 等 式 (5) 再 次 推出 所 
考虑 的 级 数 满足 一 致 收敛 的 柯 西 准则 . > 


注 4 当 函 数 a,, 和 六 取 常 值 时 , 命题 3 化 作 数 项 级 数 收 敛 的 阿 贝 尔 - 狄 里 殉 


例 7 我 们 研究 当 x € RR 时 , 级 数 
》 -ein (6) 
的 收敛 性 . 
因为 ) 
ae _ a (7) 


所 以 当 a < 0 时 , 级 数 (6) 不 满足 收敛 性 的 必要 条 件 , 从 而 对 任 一 z € RR 都 发 散 . 于 
是 ， 以 下 认为 a > 0. 

如 果 a > 1, 那么 根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 检验 法 , 由 (7) 推出 级 数 (6) 在 整个 数 轴 职 
上 绝对 且 一 致 收敛 | 

为 了 研究 当 0 < a < 1 时 的 收敛 性 , 利用 阿 贝尔 - 狄 利 死 雷 检验 法 , 令 an(z) = 
cinr bz) = 二 a > 0, 常 值 函 数 六 (z) 单调 , 而 且 , 显然 它 关 于 z e RR 一 致 收敛 


到 零 . 剩 下 来 的 是 要 研究 级 数 > e” 的 部 分 和 


为 了 下 面 引用 欧 拉 公式 方便 起 见 , 我 们 考虑 和 式 > etkz 它 与 我 们 的 级 数 的 部 
一 日 


分 和 的 差别 仅仅 是 最 开始 的 一 项 1. 
利用 几何 级 数 公式 和 欧 拉 公式 , 当 z 关 2rm,m eZ 时 , 我 们 依次 得 到 


， 十 工 
。 。 1 
n os cilntD)z_] Sin 5 Z ci Sin 5 T jn 
2, 本 ciz_ 1 , | pi i T° 
k=0 sin ~ Sin ~ 
2 
,， n+l 
Sin 
2 


一 元 (cos 了 十 2SIn 全 ) . (8) 


2 


因此 , 对 任 一 n 


EA 


》 pikz 


k=0 


1 


< 


(9) 


] 
2 
由 此 根据 阿 贝尔 - 狄 利克 雷 检验 法 推出 , 当 0 < a < 1 时 , 级 数 (6) 在 任何 一 个 使 得 
inf si 本 | > 0 的 集合  C 及 上 一 致 收敛 . 特别 地 , 级 数 (6) 对 任 一 z 夭 2rm,m eZ 
当然 是 收敛 的 . 如 果 z = 2rm, 那么 ein2rm = 1 级 数 (6) 化 为 数 项 级 数 六 去, 当 
0 < a < 1 时 它 发 散 

我 们 指出 , 由 上 所 述 已 能 断定 , 当 0 < a < 1 时 , 级 数 (6) 在 每 个 其 闭 包 包含 
如 2rm,m eZ 的 点 的 集 巨 上 不 可 能 一 致 收敛 . 为 确定 起 见 , 设 0 e 五 , 级 数 二 一 一 
当 0 < a <1 时 发 散 . 由 柯 西 准则 , 能 找到 eo > 0， 使 无 论 取 怎 样 的 W_ es N， 冶 能 找到 
m > n> N, 满足 | 二 +… 二 一 | > eo > 0, 根据 函数 er 在 RR 上 连续 , 由 此 可 以 
推出 , 在 巨 中 能 找到 充分 靠近 零 的 z, 使 


ein LNT 
~ > E0. 


sin 一 


但 由 级 数 一 致 收敛 的 柯 西 准则 . 这 表示 在 集 E 上 级 数 (6) 不 能 一 致 收敛 
除 上 面 所 说 的 还 能 发 现 , 从 等 式 (7) 看 出 , 级 数 (6) 当 0 < a < 1 时 不 绝对 收敛 


注 5 注意 到 下 面 事实 对 今后 是 有 益 的 . 把 (8) 中 的 实 部 与 虚 部 分 离 , 我 们 得 到 
如 下 的 关系 式 : 


入 ， n+1 
1 COB a "SIN D TL 
>》 ， cos kT 三 一 一 一 一 让 一 和 一 ， (10) 
k=0 sin = 
.nn 名 十 二 
n sin 一 化 sin 化 
VY sinkz = 一 一 一 一 全 一 ， (11) 
rx—0 sin 一 


2 
其 中 z 冯 2rm,m E 了 
作为 阿 贝尔 - 狄 利克 雷 检验 法 应 用 的 又 一 个 例子 , 我 们 来 证 明 如 下 的 
命题 4 ( 阿 贝尔 第 二 定理 ) 如 果 需 级 数 > cn(z 一 zo)" 在 某 点 CEC 收 敏 , 那 
么 它 在 以 z0,C 为 端点 的 闭 区 间 上 一 致 收 伊 . 
< 所 指 区 间 上 的 点 可 表 为 z = Zo 二 (6-— zo)t 的 形式 , 其 中 0<t<1. . 用 此 表达 二 
代 换 所 给 等 级 数 中 的 z, 得 到 级 数 > cn(C 一 z0)*t", 由 条 件 知 数 项 级 数 二 cn(C—z0)” 


收 和 敛 , 而 函数 列 刀 在 区 间 [0, 上 单调 且 一 致 地 以 1 为 界 . 因此 ， 满足 阿 贝尔 尔 - 狄 利 
克 雷 检验 法 的 条 件 cz), 82), 从 而 命题 4 得 证 . > 
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练习 
1. 研究 下 列 级 数 对 于 各 种 实 参数 a 的 值 在 集 EC 民 上 的 收敛 性 . 
a) 3 COS NT 
2 sin nex 
b) 2 7 
2. 证 证 明 下 列 级 笋 在 指定 这 全 -一 致 收 钱 . 
a) > 一 yn , 当 0OK<rEl. 
b) 三 -六 -nr7, 当 0 世 2 < 十 oo. 
0) .> — 当 0 gz < 十 co. 


3. 证 明 . 如 果 狄 利克 雷 级 数 二 全 cn 在 zo e€ 区 收 化, 那么 它 在 集合 x > zo 上 一 致 收敛 , 而 且 ， 
如果 x>zxot+1， ee 


4. 验证 . 级 数 学 a - 在 及 上 一 致 收敛 , 而 级 数 Do a 虽然 在 及 上 收敛 但 不 
一 致 收 伍 


5. a) 以 练习 2 的 级 数 为 例 验证 : 级 数 一 致 收敛 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 检验 法 中 的 条 件 是 级 数 一 致 收 
和 敛 的 充分 但 非 必要 的 条 件 . 


b) 构造 级 数 二 un(z), 使 它 的 项 在 区 间 0 < x < 1 上 非 负 连续 , 它 在 此 区 间 上 一 致 收敛 , 同 
时 ， 由 Mn = max |an( 组 成 的 级 数 3 Mun, 发 散 . 
居 工 人 m=] 


6. a) 叙述 注 4 所 说 的 级 数 收敛 性 的 阿 贝尔 - 狄 利克 雷 检验 法 . 


b) 试 证 , 其 中 {5b} 的 单调 性 条 件 可 以 减弱 一 些 , 只 要 求 序列 {b} 在 作 了 修正 {Bn%} 后 是 
单调 的 , 这 里 {6%} 构成 绝对 收敛 级 数 . 


7， 作 为 命题 4 的 补充 , 试 证 (遵循 阿 贝尔 ), 如 果 知 级 数 在 其 收敛 圆 的 某 一 边界 点 上 收敛 , 那么 
当 在 圆 内 沿 不 与 圆周 相 切 的 方向 趋 于 这 个 点 时 , 级 数 有 极限 . 


Ha 
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1. 问题 的 具体 化 


在 本 节 中 , 我 们 将 回答 81 中 提出 的 问题 , 即 在 什么 条 件 下 , 连续 , 可 微 或 可 积 图 
数 族 的 极限 是 具有 相同 性 质 的 函数 , 又 在 什么 条 件 下 , 族 中 函数 的 导数 或 积分 的 极 
限 与 族 中 函数 的 极限 的 导数 或 积分 一 致 

为 了 阐明 所 提问 题 的 数学 含义 , 我 们 考虑 , 例如 连续 性 与 极限 过 程 的 关系 . 

设 n 一 oo 时, 所 (2) 一 F(z),zE RR, 又 设 所 有 函数 序列 {fn,n € N} 在 zo GE 了 下 
连续 . 我 们 对 极限 函数 f 在 zo 的 连续 性 感 兴趣 .为 了 回答 这 个 问题 , 我 们 需要 验 
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证 等 式 lim f(z) = f(zo), 这 个 等 式 按 原 序列 的 术语 可 改写 成 jim (lim fn(z)) = 
,im jn(zo), 或 者 , 考虑 到 已 假定 函数 f 在 zo 连续 , 把 它 写成 下 面 必须 验证 的 形式 
dm (lm f(z) = lim (lim fa(7)). (1) 


oo 


在 这 个 等 式 的 左边 , 首先 关于 基底 n 一 co 取 极 限 , 而 后 再 关于 基底 z -> zo 取 
极限 . 而 在 这 等 式 右边 , 关于 同样 基底 但 按 不 同 次 序 取 极限 . 

研究 多 变量 函数 时 , 我 们 看 到 过 , 等 式 (1) 绝 不 是 总 成 立 的 . 在 对 上 面 两 节 例子 
的 分 析 中 我 们 也 看 到 了 , 连续 函数 序列 的 极限 并 不 总 是 连续 沙 数 . 

微分 法 与 积分 法 是 一 些 特殊 的 极限 运算 . 因此 , 问题 在 于 , 如 果 对 函数 族 中 函数 
先 微分 (积分 ) 而 后 关于 函数 族 的 参 变量 取 极 限 , 与 先 求 函数 族 的 极限 函数 , 而 后 对 
它 微分 (积分 ), 是 否 得 到 同样 的 结果 . 问题 重新 归结 为 检验 两 个 极限 过 程 改变 次 序 
的 可 能 性 . 

2， 两 个 极限 过 程 可 交换 的 条 件 

我 们 将 证 明 , 在 逐次 完成 的 两 个 极限 过 程 中 , 只 要 有 一 个 是 一 致 的 , 则 两 极限 过 
程 的 次 序 就 可 以 调换 . | 

定理 1 设 {fi :t ET} 是 由 依赖 于 参数 t 的 函数 ft : 六 一 C 构成 的 削 数 
族 , 好 yx 是 无 中 的 基 . BT 是 工 中 的 基 . 如 果 关 于 基 BT, 这 个 函数 族 在 针 上 一 致 
收 和 化 到 函数 焉 :大 一 人 而 对 每 个 tE 六 (7) 一 A: 存在 , 那么 两 个 累 次 极限 
lim(lim F(z)) 与 lim(lim ()) 都 存在 且 成 立 等 式 


lim(lim Fr(2)) = Bm(lim F(z)). (2) 


这 个 定理 很 适宜 写成 下 面 的 图 示 
F(z) 二 f(7) 


sx| 1 mx (3) 
J 习 
A “Br A 


图 中 对 角 线 上 方 是 指出 了 定理 的 条 件 , 而 下 方 是 它 的 结论 . 等 式 (2) 表明 . 这 个 图 是 
可 交换 的 , 即 最 终结 果 4 不 依赖 于 究竟 是 先 按 图 上 方 ， 然后 按 图 的 右 方 取 极 限 , 还 是 
先 按 图 左 方 , 然后 按 图 下 方 取 极 限 . 

我 们 来 证 明 所 述 定 理 . 

< 因 在 X 上 关于 基 %r 有 书 二 Ff, 根据 柯 西 准则 , 对 任意 的 s > 0， 能 找到 
Br e Bz, 使 得 对 任何 t,t € Br 和 任何 ze X, 都 满足 不 等 式 


Fi (zj (zj) < E€. (4) 
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在 这 个 不 等 式 中 , 关于 基 好 x 取 极 限 , 得 
[Ai, — Aisl < 2. (5) 


它 对 任何 t1,ts € Bz 都 是 正确 的 由 此 根据 函数 极限 存在 的 柯 西 准则 可 推出 , 函数 
4; 关于 基 Bz 存在 极限 4. 现在 , 我 们 来 验证 A = limF(z). 


固定 ta。 € Br, 可 以 找到 Bx e 委 x, 使 对 任 一 ze Bx， 有 不 等 式 
Fis(z)— Aisl <e | (6) 
成 立 . 不 改变 纪 在 (4),(5) 中 , 关于 参数 按 基 Bz 取 极限 . 就 得 到 


F(z) — F(z)| se (7) 
4A- Anl < (8) 


并 且 不 等 式 (7) 对 任意 zeX 都 成 立 . 
比较 不 等 式 (6) 一 (8), 利用 三 角形 不 等 式 得 到 , 对 任 一 ze Bx, 有 


IE(z) ~ A| < 3é. 
这 就 证 明了 4 = limF(z). > 


注 1 正如 证 明 中 看 到 的 那样 , 定理 1 对 于 在 任 一 完备 度量 空间 Y 中 取 值 的 函 
数 玉 :Xi 一 了 仍然 有 效 . 
注 2 如 果 把 极限 im4 一 4 的 存在 性 补充 到 定理 1 的 条 件 中 , 那么 , 正如 证 明 


中 看 到 的 那样 ， 即使 不 假设 函数 F : 久 一 Y 的 值 所 在 空间 Y 具有 完备 性 , 也 能 得 到 
等 式 mx ) = A. 


3， 连 续 性 与 极限 过 渡 


我 们 将 证 明 , 如 果 在 给 定 集合 上 定义 、 且 在 该 集合 的 一 点 连续 的 一 族 函 数 ,在 这 
个 集合 上 一 致 收敛 , 则 极限 函数 在 该 点 也 连续 


定理 2 设 有 由 依赖 于 参数 t 的 函数 所 : 关 一 C 构成 的 函数 族 {fi,t E 了 }, 而 
中 是 工 中 的 基 . 如 果 在 X 上 关于 基色 有 卢 汪 六 且 每 个 函数 f 都 在 Yo E 鲜 连 续 ， 
那么 , 函数 ff: 半 一 C 在 Xo 也 连续 . 


< 在 我 们 的 情形 中 , 图 (3) 具有 如 下 具体 形 却 
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felz) 一 jz) 
wo| Lo TT 


flzo) 一 ， f (zo) 


这 里 除 右 端 紧 直线 所 示 的 极限 外 , 其 他 所 有 极限 过 程 都 是 定理 2 条 件 本 喘 给 出 
的 . 我 们 所 需要 的 定理 1 的 那个 不 平常 的 结果 正 是 im f(z) = f(z0). > 


注 3 我 们 不 具体 说 明 集 X 的 性 质 , 事实 上 , 这 个 集合 可 以 是 仅仅 定义 了 基底 
z 一 zo 的 拓扑 空间 . 函数 fi 可 以 在 任何 一 个 度量 空间 中 取 值 , 从 注 2 知 , 这 个 空间 
甚至 不 必 是 完备 的 . 


推论 1 定义 在 集合 上 的 连续 的 函数 序列 ,如果 在 该 集合 上 一 致 收 伊 ,那么 极限 
函数 在 这 个 集合 上 也 连续 ， 


推论 2 由 在 集合 上 连续 的 函数 组 成 的 级 数 , 如 果 在 该 集合 上 一 致 收敛 , 那么 级 
数 的 和 在 这 个 集合 上 也 连续 . 


作为 能 利用 所 得 结果 的 例证 , 我 们 考虑 ， 

例 1 级 数 求 和 的 阿 贝尔 方法 ( 阿 贝 尔 求 和 法 )， 

把 推论 2 和 阿 贝尔 第 二 定理 (82 定理 4) 相 比 较 , 就 得 出 以 下 结 未 : 

命题 1 如 果 畴 级 数 > cn(z 一 Zz0)" 在 点 5 收 化 ,那么 它 在 从 点 20 到 点 《 的 区 
间 [zo0,C| 上 一 致 收敛 , 且 级 数 的 和 在 此 区 间 上 连续 . 

特别 地 , 如 果 数 项 级 数 》 co 收敛 , 那么 震级 数 cnzn 在 实 轴 上 的 区 间 0 < 
z < 1 上 一 致 收敛 , 且 它 的 和 S(z) = ) cnz" 在 该 区 间 上 连续 . 因为 5(1) = bo 
这 样 一 来 , 若 级 数 > co 收敛 , 则 成 立 等 式 


OO 


2 Dn (9) 
nn 二 0 也 一 如 

有 趣 的 是 , 在 关系 式 (9) 中 , 甚至 有 时 其 左 端 按 通常 对 它 的 理解 是 发 散 的 , 而 右 
端 却 是 有 意义 的 . 例如 , 与 发 散 级 数 1 - 1+ 1 _- … 相应 的 级 数 = z2 +z3 -…, 在 
Iz| < 工时 收敛 到 函数 z/(1 十 x), 当 z 一 工时 , 这 个 函数 有 极限 1/2. 

所 谓 级 数 求 和 的 阿 贝尔 方法 是 在 等 式 (9) 右边 有 确定 的 值 时 , 就 规定 它 是 等 式 
(9) 左边 的 值 . 我 们 已 经 看 到 , 如 果 级 数 bo 在 传统 意义 下 收敛 , 那么 它 的 和 与 它 
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按 阿 贝尔 求 和 法 得 到 的 结果 一 致 , 此 外 , 例如 按 通常 意义 发 散 的 级 数 从 (~1)n 按 阿 
二 人 Q 
贝尔 方法 的 和 是 它 的 部 分 和 的 自然 平均 值 1/2. 
与 所 分 析 的 例 1 相 联系 的 更 进一步 问题 , 可 以 在 习题 5_8 中 找到 


例 2 当初 在 讨论 泰勒 公式 时 , 我 们 证 明了 , 当 |z| < 1 时 , 有 展开 式 


_1 _ 1...fa 一 
(4a) =14 z+ Dr.. Tc-UD (am+DuDan 
] | 21! nl 


可 以 验证 , 当 a > 0 时 , 数 项 级 数 


DD (ent) ,| 


1! 21! nl! 
收敛 . 因此 , 按 阿 贝尔 定理 , 者 a > 0, 级 数 (10) 在 区 间 0 < x < 1 一 致 收敛 , 但 函数 
(1 十 Xx)?* 在 z= 1 连续, 因此 能 断言 , 如 果 a > 0, 那么 等 式 (10) 当 = 1 时 成 立 . 
特别 地 , 能 断言 , 如 果 a > 0, 有 


+ (10) 


DC i ,(11) 


: —1 
(1 £22) =1- Lt + ) 
i, 


11! 2| 
且 这 个 级 数 在 区 间 [-1,1 上 一 致 收敛 到 (1 - 万)e. 
在 (11) 中 当 lzl < 1 时 , 令 a=5, 刀 =1-z? 得 到 


1 工 ( 工 _1 
a (12) 
即 右 边 的 多 项 式 级 数 在 区 间 [-1,1] 上 一 致 收敛 到 函数 |z|. 

令 也 (z) := Sn(z) 一 Sn,(0), 这 里 5,(7) 是 这 个 级 数 的 前 ”项 部 分 和 . 我 们 得 到 ， 
无 论 给 定 怎样 的 精度 e > 0, 都 存在 这 样 的 多 项 式 P(z), 使 得 P(0) =0 且 

Max llz| — P(2)| <e (13) 

现在 回 到 一 般 的 定理 . 

我 们 证 明了 , 函数 的 连续 性 在 一 致 极限 过 程 中 得 以 保持 . 但 是 极限 过 程 的 一 致 
性 条 件 仅仅 是 保障 连续 函数 列 的 极限 仍 是 连续 函数 的 充分 条 件 (参看 81 的 例 8,9)， 
同时 有 那样 的 具体 情形 ,从 连续 函数 序列 收敛 到 连续 函数 的 假定 , 能 推出 此 收敛 是 
一 致 的 . : 


命题 2 ( 迪 尼 名 定理 ) 如 果 紧 各 上 的 连 线 画 数列 羊 调 尺 煞 到 连 比 硬 正 ， 那么 , 这 
个 收敛 性 是 一 致 的 . 


@ 迪 尼 (B.Dini)(1845 一 1918) 一 一 意大利 数学 家 . 他 最 著名 的 工作 是 在 函数 论 方面 . 
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< 为 确定 起 见 , 设 紧 集 KK 上 的 连续 函数 列 f, 单调 不 减 地 趋 于 连续 函数 f. 任 
意 给 定 s > 0, 对 任 一 x € K, 能 找到 足 码 ns, 使 0 和 f(z) -f(z) < e. 因 消 数 了 ,下 
在 K 上 连续 , 不 等 式 0 < f(€) 一 fi,(€) <e 在 点 zx EK 的 某 个 邻 域 V0) 内 仍然 有 
效 . 从 紧 集 K 的 由 这 样 的 邻 域 构成 的 覆盖 中 能 找到 有 限 覆 盖 U(x1),… ,U(xk), 然 
后 固定 足 码 n(e) = max{nz,,… ,nz . 这 时 , 对 任 一 n> ne), 由 序列 T EN 
的 不 减 性 , 在 任 一 点 上 EeE 天 ,有 0X 私 FE 一 户 (6 <E、 we 


推论 3 如 果 级 数 > oz) 的 项 是 紧 集 开 上 的 非 负 连续 函数 an : K 一 及 . 并 
且 级 数 在 玉 上 收 敏 到 连续 函数 , 那么 它 在 KK 上 一 致 收 伍 . 


4 易 见 , 级 数 的 部 分 和 5,(z) = > ak(z) 满足 迪 尼 定理 的 条 件 . > 


例 3 我 们 来 证 明 .函数 序列 f(z) = n(1 - ztn) 当 n 一 oo 时 , 在 位 于 间隔 
0 < zx < oo 内 的 每 个 闭 区 间 le. 避 上 一 致 收敛 到 函数 f(x) = In ~ 


4 胃 数 zt! 一 eth?7 当 zx>0 固定 时 关于 t 是 西 的 , 因此 , 比值 (xt 一 x°)/(t 一 0) 
(作为 纺 的 角 系数 ) 当 t -+0 时 是 不 增 的 且 趋 于 Inx. 

因此 , 对 于 xz > 0, 当 +oo 时 有 所 (7) In -. 由 此 , 根据 迪 尼 定理 得 , 上 述 
fn(z) 到 In -= 的 收敛 性 , 在 每 一 个 闭 区 间 [a,8] cl0, 十 oo[ 上 是 一 致 的 . > 


我 们 指出 例如 在 区 间 0 < zx < 1 上 显然 不 是 一 致 收敛 的 , 因为 函数 Im 在 该 
区 间 上 无 界 , 可 是 , 每 个 函数 f(z) 在 该 区 间 上 都 有 界 (依赖 于 第 数 n). 


我 们 来 证 明 , 如 果 闭 区 间 上 的 可 积 函 数 族 在 该 区 间 上 一 致 收敛 , 则 极限 函数 也 
可 积 , 且 在 该 区 间 上 的 积分 等 于 函数 族 中 函数 的 积分 的 极限 . 


定理 3 给 定 由 定义 在 区 间 a Xb 上 上 且 依赖 于 参数 t+ET 的 函数 fi : [ab 一 
C 构成 的 函数 族 {fi,t ET}, 设 胃 是 工 中 的 基 . 如 果 族 中 函数 在 区 间 [a,8|] 上 可 积 ， 
上 且 在 a, 四 上 关于 基 品 有望 二 有 ,那么 极限 函数 f: a, 站 一 C 在 区 间 [ao, 避 上 也 可 
积 , 县 


b b 
/ f(z)dz = im / (zydz， 
4 设 p=(PE) 是 区 间 [a a 上 的 带 标志 点 € = {&1,- bn} 的 分 划 (P 是 [am 


的 分 划 ). 考虑 积分 和 Fi(p) = » fi(éi)Axi,t ET 以 及 F(p) = » f(&i)Azxi, 估计 差 


式 F(p) 一 i(p). 因为 在 [a 上 关于 基 节 , 有 万达 请 对 任意 的 E>0, 能 找到 莹 B 
中 这 样 的 B, 对 任 一 te B 和 任 一 ze [la 都 满足 不 等 式 |f (x) 一 下 
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因此 , 当 te B 时 , 有 


IF(p) ~ Fi(p)| = DU 和) — fi(éi)) A 


这 个 估计 式 不 仅 对 每 个 te B, 而 且 对 集合 名 = {(P,é)} 中 任何 一 个 带 标 志 点 的 分 
划 p 都 是 正确 的 . 这 样 一 来 , 在 第 上 关于 基 世 有 玉 汉 下 .现在 ,在 第 中 取 通 常 的 
基 A(P) 一 0, 根据 定理 1, 可 得 , 下 图 是 可 换 的 : 


< 3 If(€i) — feléi)|Azi < e. 


?一 


2 fi (Am =: Rp) 3 Fp) = Sf EAT 
和 MP) 一 0| Wg oe 


[ felz)dz =: As _ A:= [ f(x)dz, 


这 就 证 明了 定理 3. & 
推论 4 如 果 由 区 间 [a, 外 C 民 上 可 积 孙 数组 成 的 级 数 > 户 (z) 在 这 个 区 间 上 
一 致 收 化 , 那么 它 的 和 在 区 间 [w, 中 上 也 可 积 , 且 


/ 3 hale) dz = >- / dz 


例 4 在 这 个 例子 中 , 当 写 22 时 , 将 认为 当 x = 0 时 这 个 比值 等 于 1. 


我 们 曾 指出 , 函数 Si(z) = 户 oa 不 是 初等 的 . 但 是 , 利用 已 证 明 的 定理 能 和 
到 它 用 徊 级 数 表示 的 足够 简单 的 表达 式 . 
为 此 , 注意 到 


co (CD ， 

-本 “< (2n 十 Ti (4 
且 右 边 级 数 在 任 一 区 间 [cal < 及 上 一 致 收 敏 ， 级 数 的 一 致 收 化 性 由 歼 尔 斯 特 
拉 斯 强 函 数 检验 法 推出 , 因为 , 当 人 < a 时， 二 一 ji < 全 于 Ti 而 数 项 级 数 


和 (2n 十 1)! 收 伐 
根据 推论 4, 现在 可 得 


. 7/ (~1)”? ,2 一 “(1)” ,2n 
si(z) = / (> nt )*->( TFT tt 


(一 1)"z 2n 十 1 


-二 < (2n + 1)!(2n + 1) 


CO 027 
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顺便 指出 , 所 得 到 的 级 数 在 数 轴 的 任 一 区 则 上 也 一 致 收敛 , 因此 , 对 目 变 量 > 变 
化 的 任何 区 间 [a, 帅 , 以 及 任意 指定 的 容许 绝对 误差 , 都 能 挑选 出 级 数 的 部 分 和 一 一 
多 项 式 , 使 得 在 区 间 [a,9| 的 任何 一 点， 可 用 这 个 多 珊 式 计算 Si(z), 其 误差 不 超过 给 
定 的 误 产 界 . 


5. 微分 法 与 极限 过 渡 


定理 4 给 定 由 定义 在 凸 有 界 集 X( 属 于 腿 ,C 或 任 一 线性 赋 范 空间 ) 上 且 依 赖 
于 参数 上 的 函数 疡 :和 一 C 构成 的 了 另 数 族 {fi,t ET}, 设 加 是 工 中 的 基 , 如 果 族 中 
函数 在 X 上 可 微 , 时 函数 族 {f/,t ET} 在 已 上 一 致 收敛 到 某 个 函数 六 :一 CC, 而 
原 函 数 族 {fi,t ET} 至 少 在 一 点 To E 六 收 伊 , 那么, 它 在 整个 集合 多 上 一 致 收敛 
到 可 微 函 数 f:X 一 C, 且 = yy. 


.< 我 们 首先 证 明 . 函数 族 {fi,t e T} 在 集 X 上 关于 基 % 一 致 收敛 . 在 下 面 估 
计 中 我 们 利用 了 有 限 增 量 定理 : 


Fa(z) -ja 人 (zs (ja(z) 一 az) 一 (azo) 一 六 (zczoj 二 azo) — fe (To) 


< < sup fi (€) 一 fr, (> 一 Z0| 十 | 上 (zol — fe, (To)| 


一 一 Alc t1, t2). 


由 条 件 知 , 函数 族 { ji,t e T} 在 X 上 关于 基 % 一 致 收敛 , 量 f(xo) 作为 t+ 的 
函数 关于 同一 基 多 有 极限 , 而 jz- zol 当 x € 时 是 有 界 量 . 由 函数 族 万 一致 收 全 
柯 西 准则 的 条 件 的 必要 性 和 函数 f(zo) 的 极限 的 存在 性 , 对 任意 的 。 > 0， 能 找到 
Be 站 ,使 对 任何 昌 ,tE 巨 和 任何 zeX 有 A(z,ti,t2) < <s. 而 根据 上 边 的 估计 ， 
这 表明 函数 族 {f,t e T} 也 满足 柯 西 准则 条 件 . 因而 它 在 X 上 关于 基 和 一 致 收敛 
到 某 个 函数 :X 一 CC 

再 次 利用 有 限 增 量 定理 , 我 们 现在 得 到 如 下 估计 式 


(az+ 癌 一 卢 (z) 一 用 (zj 一 (az 二 站 一 (人 z) 一 大 (2) 有 | 


一 (fs, fi2) (I 十 h) 和 (fi, fr) (7) (fii 六 ) (Th 
< Op (fs, fea) (7 十 0h)||h| 十 (fe 和 fe) (7)|h| 


— ( sup |fi (z+0h)— fi (z+ 0h)| + |fe (7)— fo, 1 |hl. 
0<0<l1 
根据 函数 族 {f/,t e T} 在 X 上 的 一 致 收敛 性 , 当 zx,z 十 he X 时 成 立 的 这 些 估计 
式 , 这 就 证 明了 , 对 于 固定 的 x e X, 由 函数 


f(z +h)— felz) — fi(z)n 


Fi(h) 一 hi 
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构成 的 函数 族 {五 ,t e T} 关于 基 好 对 所 有 满足 h 关 0 与 z+heX 的 hh 的 值 一 致 
收敛 . 

注意 到 , 由 函数 六 在 zeX 的 可 微 性 知 , 当 h 一 0 时 , 有 i(h) 一 0, 而 由 于 关 
于 基 %, 有 fi 一 f, f 一 yo, 我 们 得 到 ,关于 基 和 8, 有 


F,(h) 一 F(h) = Me 


利用 定理 1, 现在 能 写 出 交换 图 


fez +h)— flr) — fh 
下 


_ f(z+t+h) — fr) pr)h 


当 一 0 时 , 右 端 极限 过 程 表明 , 函数 f 在 x EX 可 微 且 f(x) = p(x).> 
推论 5 设 由 在 有 界 凸 集 X( 它 属于 恨 ,C 或 任 一 线性 赋 范 空间 ) 上 可 微 的 邓 数 
fn: 半 一 C 组 成 的 级 数 二 刀 (7 ) 至 少 在 一 点 ZT0 € 羡 收 合 ， 而 级 数 2 fl ) 在 XX 


上 一 致 收敛 ,那么 级 数 > Ptz) 在 和 上 也 一 致 收 合 , 它 的 和 在 久 上 可 微 , 且 


(Sa (z) = 2 f(z). 
n==]1 光一 工 

这 可 由 定理 4 级 数 的 和 与 一 致 收敛 的 定义 , 并 注意 微分 算 子 的 线性 性 质 得 到 

注 4. 定理 3,4 及 其 推论 的 证 明 , 对 于 函数 户 :X 一 Y 的 值 域 Y 是 任何 一 个 完 
备 的 线性 赋 范 空间 的 情形 也 是 有 效 的 , 例如 ,Y 可 以 是 及 , C, RR",C”", Cla,4] 等 等 . 定 
理 4 中 函数 f, 的 定义 域 X 也 可 以 是 任何 一 个 线性 赋 范 空间 中 适当 的 子 集 , 特别 地 ， 
X 可 以 属于 R,C,R",C". 对 于 实 变量 的 实 值 函 数 (在 对 收敛 性 的 附加 要 求 下 ), 这 些 
定理 的 证 明 可 以 做 得 更 简单 些 . (参看 练习 11). 

作为 定理 2_4 的 应 用 例子 , 我 们 来 证 明 以 下 无 论 在 理论 上 还 是 在 具体 计算 中 都 
有 广泛 应 用 的 . 

命题 3 如 果 因 级 数 > cc _ zjm 的 收 化 园 天 C C 不 缩 成 唯一 的 一 个 点 
:一 2 那么 在 园 KK 内 , 这 个 级 数 的 和 f(z) 可 徽 , 且 


一 >》 ncn(z — zo0)"™. (15) 
和 二] 1 
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此 外 , 函数 有 : K 一 C 沿 任 何 一 条 光滑 道路 1 : [0,1] 一 天 可 积 , 而 当 [0,1] 3t 中 
z(t) € K,z(0) = z0,z(1) =z 时 , 有 


1roe -六 


注 5 这 里 [f(z)dz := Flz(b)z (Gdz. 特别 地 , 如 果 在 实 轴 及 的 区 间 -RR < 
zx 一 zo< 玉 上 有 等 式 f(x) = Sl 一 x0)”, 那么 


(z 一 2z0)?+ (16) 


小 一 Tro)! 


| f= Di 


< 因为 im "nlcn| = im Vlcnj, 那么 , 从 柯 西 - 阿达 马公 式 (82 的 定理 ) 推 
出, 由 睾 级 数 学 cn(z - 20)" 逐 项 微分 得 到 的 震级 数 nen(z -- 20)"! 与 原 壬 级 数 
有 相同 的 收敛 圆 KK. 但 是 按 82 的 同一 个 定理 ; 级 数 > ncn(z - 20)"-1! 在 任何 一 个 


圆 K。 CK 中 一 致 收敛 . 因为 级 数 二 cn(z 一 2z0)* 显然 在 z = zo 收敛 , 由 命题 5 就 


得 到 了 (15) 式 , 于 是 ， 证 明了 和 震级 数 可 以 逐 项 微分 

现在 验证 , 它 也 可 以 逐 项 积分 . 

如 果 xy : [0,1] 一 K 是 K 中 光滑 道路 , 则 存在 这 样 的 贺 Ko, 使 YC Kg, Ks CK. 
在 K。 上 收敛 的 血 级 数 一 致 收敛 , 因此 在 等 式 


f(z(t)) = 2 cn(z(t) — z0)" 


7 二 


中 , 右边 的 由 在 区 间 0 < t < 1 上 连续 函数 组 成 的 级 数 , 在 这 个 区 间 上 一 致 收敛 到 连 
续 函 数 f(z(t)). 

用 区 间 10, 1] 上 连续 的 函数 z'(t) 乘 这 个 等 式 , 既 不 破坏 等 式 本 身 , 也 不 破坏 级 
. 数 的 一 致 收敛 性 , 因此 , 据 定 理 3 得 到 


[ f(z(t))z (t)at = > 人 cn(z — zo0)"z (t)dt 
但 是 
1 0 -a = a | de -20 = 
= ] (z(1)— zo) "+,, 


(2(1) — z(0)™™ 


于 是 我 们 得 到 了 等 式 (16). > 
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显然 在 展开 式 f(z) = 和 cu(z - z0)n 中 ,co = f(z0), 那么 , 逐次 应 用 等 式 (15)， 


1 二 0 


重 又 得 到 已 知 的 关系 式 c, - 了 "(20) 这些 关系 式 表明 . 知 级 数 由 它 本 身 的 和 函数 
唯一 确定 , 上 且 此 军 级 数 就 是 它 的 和 的 泰勒 级 数 


例 5 贝 塞 尔 函 数 用 (Tz),n EN 是 贝 塞 尔 名 方程 


ry +ry + — ni)y=0 


的 解 . 我 们 试图 寻找 这 个 方程 (例如 当 n = 0 时 ) 的 寡 级 数 形式 ， = cz"r 的 解 
n=0 
依次 利用 公式 (15). 经 过 初等 变换 , 得 到 关系 式 


OO 
C1 十 > _(k?cx 十 Ck_2)r*-! 二 0, 
上 一 了 


由 此 式 , 根据 具有 给 定 和 的 军 级 数 的 唯一 性 , 得 到 
cl = 0, kcx 二 ck-2 = 二 0, k= 2,3,.… 


由 此 容易 看 出 capk-i = 0,k EN, 而 cok = (--1 
么 我 们 就 得 到 关系 式 


)” ep 如 果 认 为 Jo(0) = 1, 那 


Jotz) 一 工 十 >) 1)” rr 


写 出 的 级 数 在 整个 直线 有 (或 在 全 平面 C) 上 收敛, 因此 , 得 到 这 个 级 数 的 上 述 
具体 形式 的 运算 都 是 合理 的 


例 6 在 例 5 中 , 我 们 曾 叙 述 过 方程 的 客 级 数 形式 的 解 . 如 果 级 数 是 给 定 的 , 那 
么 利用 公式 (15) 能 直接 检验 级 数 的 和 是 不 是 给 定 方 程 的 解 . 因此 , 用 直接 计算 就 能 
确信 , 高 斯 引进 的 函数 


i+y +t (ot+n -DAB+D.. (G+n-D),, 
F(a,B,y,7)=1+ >》 nly(y + 1).: (yn 


nn 二] 


( 超 几 何 级 数 ) 当 |z| < 1 时 是 有 定义 的 , 且 满 足 超 几何 微分 方程 
rz-1)y 一 mm 一 (ae+68+1lzy +a0y = 0. 


最 后 指出 , 与 定理 2,3 不 同 , 在 定理 4 中 并 不 要 求 原 来 的 函数 族 收敛 , 而 是 要 求 
导数 族 一 致 收敛 , 我 们 已 经 得 到 (参看 81, 例 2) 函数 序列 f(z) = 二 sinm2z 能 一 至 
收敛 到 可 微 函 数 f(z) = 0, 可 同时 导 函 数 序列 f' (zx) 不 收敛 到 f(z). 问题 在 于 , 导数 

巴 贝 塞 尔 (F.V.Bessel) (1784 一 1846) 一 一 德国 天 文学 家 . 
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是 函数 变化 的 速度 特征 , 而 不 是 函数 值 的 大 小 , 哪怕 函数 按 其 绝对 值 变化 是 很 小 的 ， 
导 函 数 也 可 以 变化 很 大 , 这 可 在 研究 大 频率 小 振幅 的 情形 时 出 现 . 正 是 这 样 一 种 情 
境 成 了 魏 尔 斯 特 拉 斯 构造 处 处 连续 且 处 处 不 可 徽 函数 的 例 了 的 基础 这 个 例子 是 用 
级 数 形式 /lz) = 2 an cos(brxz) 给 出 . 显然 , 当 0<a<l 时 ， 它 在 整个 直线 及 上 


_ 致 收敛. 魏 尔 斯 特 拉 斯 证 明了 , 如 果 选 取 满足 条 件 ab > 1+ 37 的 参数 5, 那么 , 一 
方面 / 作为 由 连续 函数 组 成 的 级 数 的 一 致 收敛 极限 将 是 连续 的 ; 另 一 方面 , 它 无 论 
在 哪 一 点 ze RR 都 没有 导数 . 最 后 这 个 断言 的 正式 的 验证 是 十 分 繁琐 的 . 因此 , 希望 
得 到 连续 但 不 可 微 函数 的 更 简单 的 例子 的 读者 , 可 参看 第 5 章 81 的 习题 5 


练习 


1. 利用 徊 级 数 , 求 方程 (cz) 一 yz) = 0 满足 以 下 条 件 a) 或 b) 的 解 : 
a) y(0) = 0,y{(1) = 1; 
b) y(0) = 1,y(1) = 0. 


oo Tl 


3. a) 验证 . 用 级 数 形式 给 定 的 函数 


mo) = > i (3) 


是 例 5 中 带 有 指标 n > 0 的 贝 塞 尔 方程 的 解 . 
b) 验证 , 例 6 中 的 超 几 何 级 数 给 出 超 几 何 微分 方程 的 解 . 


4. 导出 下 面 对 计 算 适 用 的 第 一 和 第 二 型 全 椭圆 积 分 当 0 < 上 < 1 时 的 展开 式 , 并 说 明理 由 : 
a) 
/2 dp 大 一 (2 2) 必 ] 
“WN-/ 全 > Cn 


zw=/ VR = (> (a ) k2n ) 


(2n)!! 2n—1 


b) 


n 二 1 


a) y、 rre'k?, 
b) 》 7 cosKp; 
cj) YW r® sinkoy. 
k=0 
证 明 当 |r| < 1 时 ， 


oa 1 
d) 5 rte = 
k=0 


l—rcosp—irsing 
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Lo 1 1 一 六 
5) 3 3+ or 沈 fT 2 1 二 2rcosp 十 72， 


f ko=— 7snp 
) Dr sin Ry 1 一 27rcoso 十 7 
用 级 数 求 和 的 阿 贝尔 方法 验证 : 
g) 5 十 》、cos kp 二 0, 如果 p27n,n€Z2Z. 
k=1 
h) > sinkw = > cot39, 如 果 p27n,n ez. 
k=1 


2 
6. 考虑 级 数 的 乘积 
(qo 十 Qi 十 …)(bo 十 b1 十 :…)== (co 十 ci 十 …). 


其 中 ca = aobn 十 arbn-1 十 … 十 an-1bi 十 anbo. 利用 命题 1 证 明 : 如 果 级 数 > on， > bm， 
> 分 别 收敛 于 4, B,C, 那么 4B = C. 四 
7，( 级 数 求 和 的 切 萨 罗 方法 ) 设 sn = 污 ok,on = 元 sr, 如 果 ,lim_.on = A 则 称 级 数 在 切 
萨 罗 @ 意 义 下 可 和 , 准确 地 说 , 称 级 数 (c, 1) 可 和 于 4, 记 作 二 ao = 4(c 1). 
a)】 验证 : 7 =1-1+1-1+..(c,1) 
b) 证 明 : on = 3 人 


天 一 1 


c) 验证 : 如 果 在 通常 意义 下 有 二 ak = A, 那么 二 ak = 4(c, 1). 


d) 如 果 lim (al 十 oz 十 … 十 on] 存在 , 则 称 此 极限 是 级 数 > ax 在 (c,2) 意义 下 的 和 . 仿 
了 一 Oo 一 1 
此 可 定义 任何 阶 r 的 (c,7) 和 , 试 证 : 如 果 > ak = A(c,7), 那么 ， 过 mk = A(c,r+1). 
二 1 二 1 
e) 试 证 : 如 果 汪 as = 4(c 1), 那么 , 这 个 级 数 在 阿 贝尔 方法 下 的 和 也 是 A 
不 一 工 
8. a)“ 陶 伯 (Tauber) 型 定理 ”- 一 一 这 是 一 类 定理 的 总 的 名 称 ， 它们 能 在 某 些 附加 的 正则 性 
条 件 下 , 根据 所 考察 的 量 的 某 些 均值 性 质 对 这 个 量 本 身 的 性 质 作出 判断 . 有 关 级 数 的 切 
萨 罗 求 和 法 的 下 述 断 言 是 这 类 定理 的 一 个 范例 ， 你 们 可 以 尝试 着 按照 哈代 @ 的 方法 去 
证 明 它 . 
如 果 等 an = 4cD 且 mm=0 (2); 级 数 给 。 在 普通 意义 下 收敛 到 同一 个 
n= 二 1 nn 二 1 


b) 陶 伯 定理 本 身 属于 级 数 的 阿 贝尔 求 和 法 ， 该 定理 如 下 : 
设 级 数 二 onmr 当 0 < x < 1 时 收 化 ， 且 lim 》 anzn 二 4. 如 果 
TIT n= 二 1 


i et e+ +n 二 0, 那么 , 级 数 二 Qn 在 通常 意义 下 也 收 华 于 A. 
@ 切 萨 罗 (A. Cesaro) (1859- 一 1906) 一 一 从 事 分 析 与 几何 研究 的 意大利 数学 家 ， 
@ 蛤 代 (T. G. Hardy) (1877 一 1947) 一 一 英国 数学 家 . 主要 的 工作 是 在 数论 和 函数 论 方面 的 贡 


献 
@ 陶 伯 (A. Tauber) (1866_ 卒 年 不 详 ) 一 奥地利 数学 家 . 主要 研究 数论 和 函数 论 . 
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9. 注意 到 下 面 的 事实 是 有 益 的 , 关于 积分 号 下 取 极 限 有 那样 一 些 定理 , 它们 给 出 了 远 比 定理 3 
自由 得 多 且 保 证 这 种 运算 合理 的 充分 条 件 . 这 些 定理 是 勒 贝 格 积分 理论 的 基本 成 果 之 一 . 当 
函数 按 黎 曼 意义 在 区 间 [ce, 直 上 可 积 时 , 即 f e Rla,0], 这 个 函数 也 属于 按 勒 贝 格 意 义 可 积 
的 函数 空间 £[a, 9 ,并且 f 的 黎 曼 与 勒 贝 格 积分 值 (R) ?f(z)dz 与 (ZL) [f(z)dz 是 相同 
的 . 

一 般 地 , 空间 L[a, 0 是 空间 R[a, 6] 按 积 分 度量 的 完备 化 (更 准确 地 说 是 R[a, 可), 而 积 
分 (Z) [* 是 线性 函数 (R) 六 从 RX[a, 5] 到 £2[a, 的 延 拓 . 
勤 贝 格 控制 收敛 定理 新 言 : 给 定 由 函数 fr E &fa,b] 构成 的 序列 {n,n € NN}, 如 果 存 在 它 
的 一 个 非 负 控制 函数 下 ERla, 吕 , 即 对 [a,b] 上 几乎 所 有 x， 有 |fn(z)| < |F(z)|, 那么 从 对 区 
间 [oa, 避 上 几乎 所 有 了 z 点 有 fn 一 了 的 收 伊 性 可 以 得 出 fe L[a,9, 且 lim (L) 帮 fn(z)dz = 
L) f° f(z)dzx. 
a) 举例 说 明 , 即使 序列 {f,n e N} 的 所 有 函数 在 区 间 [a,b] 上 有 同一 个 常数 界 M, 从 条 件 
fr € Rla,0],n EN, 以 及 在 区 间 [co, 中 上 所 有 点 有 户 一 六 也 不 能 推出 f € Ra,0|( 参 
看 81, 例 5). z . 
b) 试 根据 所 叙述 的 积分 (R) 户 与 (ZL) 广 的 相互 关系 和 勒 贝 格 定理 证 明 : 如 果 在 习题 a) 
的 条 件 下 , 还 知道 fe R[a,9], 那么 (R) [° f(z)dz = lim (R) /fn(z)dzx. 这 是 定理 3 
的 本 质 性 的 加 强 . 
c) 可 以 再 叙述 一 个 适合 于 黎 曼 积分 的 勤 贝 格 单调 收敛 定理 : 
如 果 由 函数 六 € RH[a, 构成 的 序列 {fn,n € N} 单调 地 收 敏 于 零 , 即 0 < fnt1l < fn， 
且 对 任意 Ea,9], 当 n 一 00 时 , 有 fn(7) 一 0, 那么, (RR) 户 户 (z)dz 一 0. 
试 证 这 个 断言 , 在 必要 时 可 以 利用 下 面 有 益 的 事实 . 
d) 设 fe RI0,1,|f|< M 且 愉 f(z)dz > a >0, 那么 集合 = {z < [0, 1]|f(z) > >) 
包含 有 限 多 个 长 度 之 和 ! 不 小 于 -7 的 区 间 ， 
这 个 结论 的 证 明 , 比如 说 , 可 以 利用 闭 区 间 [0, 1] 的 那 种 划分 P 中 的 构成 区 间 , 它 
所 对 应 的 达 布 下 和 s(f, P) 满足 关系 式 0 < /f(z)dz 一 s(f,P) < 
10. a) 用 $1 中 的 例子 说 明 : 在 区 间 上 收敛 的 函数 序列 中 不 是 总 能 选 出 在 这 个 区 间 上 一 致 收敛 
的 子 序列 . 


b) 更 为 困难 的 是 直接 地 验证 , 从 函数 户 (z)] = sinnz 构成 的 序列 { 记 ,me N} 中 不 可 能 选 
出 在 区 间 [0, 27] 的 每 一 点 都 收敛 的 子 序列 ， 然 而 , 你 可 以 证 明 ， 事实 确实 如 此 (利用 习 
题 9b) 的 结果 , 以 及 当 nk < mk+l 时 成 立 等 式 太 (sinmnkz 一 sinmk+lz) dz = 27 #0) 
这 样 一 个 事实 . 

c) 设 {所 ,n E N} 是 由 函数 户 s R[a,b] 构成 的 一 致 有 界 序列 . 设 


rm(Z) = 三 fnr(t)dt, (agzr < Db). 


试 证 : 从 序列 {五 ,,n e N} 中 能 够 选 出 在 区 间 [a, 上 一 致 收敛 的 子 序列 . 
11. a) 试 证 : 如 果 f, fn € 只 (lo 中 及 ) 且 当 n 一 co 时 ,在 [a,8] 上 , 有 fn 己 了 那么, 对 于 任 
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意 的 s > 0, 能 找到 这 样 的 NN € N, 使 对 任何 n > N, 成 立 关 系 式 
b 
] [ALG 


<e(b—a) 


b) 设 fn € CW (a, 外,RR),n € N, 试 利用 公式 户 (z) = fn(z0) 十 5 及 (jadt 证 明 : 如果 在 
区 间 [a, 上 ,上 六 污 pp, 并 且 存 在 点 zo € [a,0|, 使 序列 {f(zo0),n EN) 收敛 , 那么 , 由 
函数 f,, 构成 的 序列 {fi,n e N} 在 [a,8| 上 一 致 收 全 到 某 个 函数 f € Ct ([a, 中 及)， 
而 且 户 汉 太 = 9 
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本 节 讲 的 是 比较 专门 的 问题 , 然而 它 涉及 的 是 分 析 中 无 处 不 在 的 连续 函数 空间 . 
所 有 这 些 问 题 , 像 连续 函数 空间 的 度量 上 一 样 , 都 和 一 致 连续 性 概念 紧 紧 地 联系 在 一 
起 的 . 


1. 阿尔 采 拉 - 阿 斯 柯 利 定理 


定义 1 称 定义 在 集合 X 上 在 度量 空间 Y 中 取 值 的 一 些 函数 1 : X _，Y 构 
成 的 函数 族 Y 是 在 集 X 上 一 致 有 界 的 函数 族 , 如 果 函 数值 的 集合 VV = {y eE Y|3f € 
$,3z EX(y= f(z))} 在 Y 中 有 者 . 


对 于 数值 函数 或 函数 f : X 一 R", 直截了当 地 说 , 就 是 存在 常数 M es RR. 对 任 
何 ze X 和 任何 函数 fe $, 都 有 |f(z)| < MM. 


定义 1 如果 函 数 族 $ 中 函数 的 取 值 集合 VC 了 完全 有 界 ( 亦 即 , 对 于 任意 
e > 0, 在 Y 中 存在 V 的 有 限 s- 网 ), 则 称 函 数 族 $ 是 完全 有 界 的 . 


如 果 在 空间 Y 中 有 界 集 和 完全 有 界 集 概念 一 致 (例如 空间 及 ,C, 了",Cm 以 及 一 
般 的 局 部 紧 空 间 Y 的 情形 ), 则 在 Y 中 取 值 的 函数 族 的 一 致 有 界 和 完全 有 界 概念 也 

定义 2 设 XY 是 度量 空间 , 称 由 一 些 函 数 了 :X 一 了 构成 的 函数 族 和 是 集 
X 上 等 度 连 续 函 数 族 , 如 果 对 任意 的 e > 0, 存在 5 > 0, 使 当 zi,za € X 时 , 由 关系 
式 dx(zli,zz) < 6 能 导出 对 任何 函数 f € $, 有 dy (f(z1), F(zz)) < <. 


例 1 函数 族 {z",n e N} 在 区 间 [0,H 上 不 是 等 度 连续 的 , 但 它 在 任何 一 个 形 
如 [0,gl, (0 < gq < 1) 的 区 间 上 是 等 度 连续 的 . 


例 2 函数 族 {sinnz,n e N} 在 任何 一 个 非 虹 化 区 间 [a, 引 c 及 上 都 不 是 等 度 
连续 的 . 


如 果 你 还 没有 完全 掌握 第 9 章 中 的 一 般 概念 , 那么 , 在 不 损失 后 继 内 容 的 丰富 性 的 情况 下 , 可 
以 认为 所 讨论 的 都 是 从 及 到 KR, 或 从 C 到 C, 或 从 Rm 到 R" 的 函数 . 
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例 3 如 果 由 一 些 可 微 函 数 f 构成 的 函数 族 {f。 : [ao 中 一 展 ,ae 4} 是 这 样 
的 , 相应 的 导 函 数 族 {f',a e 4} 一 致 有 界 , 那么 从 有 限 增 量 公式 就 得 到 f(x2) 一 
Hz 和 Mlzs ~- zl ,这 就 是 说 , 原来 的 函数 族 {f。,a € 4} 等 度 连 续 . 


下 面 的 引 理 展 示 了 上 边 引 进 的 概念 与 连续 函数 的 一 致 收敛 性 之 间 的 联系 


引 理 1 设 开 ,7 是 度量 空间 , 且 KK 是 紧 的 . 为 使 由 连续 函数 fn:K 一 了 构成 
的 序列 {fn,n € N} 在 紧 集 到 上 一 致 收敛 , 它 必 须 完 全 有 界 且 等 度 连续 . 


4 设 在 K 上 ,所 己 f， 由 $3, 根据 定理 2 推出 fe C(K,Y) .从 了 在 紧 
集 KK 上 的 一 致 连续 性 得 出 , 对 任何 。 > 0, 能 找到 5 > 0, 使 当 zi,z2 e K 时 
(dk (zi1,7X2) < 6 一 dy(f(z1); f(z2)) < 2)， 因 此 , 对 这 个 es > 0， 能 找到 N es N， 
使 当 n > N 时 , 对 任何 z < K, 有 dy(f(x), fn(7z)) < <s， 比 较 这 些 不 等 式 并 利 
用 三 角形 不 等 式 就 得 到 , 对 任何 n > N 和 zi,z2 € K, 从 dk(z1,x2) < 65, 推出 
dy (fn(71), fn (72)) < 3E. 这 就 是 说 , 函数 族 {f,,n > N} 是 等 度 连续 的 . 再 把 由 有 限 
个 在 紧 集 K 上 连续 的 函数 组 成 的 等 度 连 续 族 {用 ,… , fn} 补充 进去 , 就 得 到 函数 族 
{fn,n Ee N} 是 等 度 连续 的 . 

它 的 完全 有 界 性 可 以 从 对 x EeE K 和 n > N 成立 的 不 等 式 dy (f(x), fn(7)) <e 
以 及 集合 f(K) 和 Uf(K) 在 Y 中 的 紧 性 得 到 . > 

事实 上 , 有 下 面 一 般 的 定理 成 立 


定理 1 (阿尔 采 拉 - 阿 斯 柯 利 定理 ) 设 售 是 由 定义 在 度量 紧 集 上 而 在 完备 
度量 空间 YY 中 取 值 的 函数 f : KK 一 Y 构成 的 函数 族 . 


为 使 信任 一 序列 {fn EG;n EN} 都 包含 一 致 收 敏 的 子 序 列 , 必要 且 充 分 的 条 件 
是 函数 族 客 完全 有 界 且 等 度 连 续 . 

< 必要 性 ”如果 仿 不 是 完全 有 界 族 , 那么 显然 可 以 得 到 这 样 的 函数 序列 {fn;n € 
N}, fe $, 它 不 是 完全 有 界 的 , 从 而 (参看 引 理 ) 已 经 不 可 能 选 出 它 的 一 致 收敛 的 子 
序列 . 

如 果 函 数 族 $ 不 是 等 度 连续 的 , 那么 可 找到 eo。> 0,， 和 这 样 的 函数 列 {j < 
和 meE N} 及 点 对 序列 {(z zy) € N}, 其 中 的 点 wm 当 n 一 oo 时 收 伍 到 
ZooE 下, 且 dr( 六 (zc fn(zn)) 过 Eco > 0. 这 时 , 由 序列 {fi,n € N} 已 经 不 可 能 选 出 
一 致 收敛 的 子 序列 . 这 是 因为 由 引 理 1 知 , 一 致 收敛 函数 序列 中 的 函数 应 是 等 度 连 
续 的 . 

充分 性 ” 紧 集 K 可 认为 是 无 限 集 , 否则 的 话 , 论断 是 不 证 自明 的 . 在 K 中 国定 
处 处 稠密 的 可 数 子 集 忆 序列 frz。e K,n e N}. 这 样 的 集合 EB 很 容易 找到 , 例 
如 , 对 。 = 1, >,…… , =,… 得 到 的 K 的 有 限 =- 网 的 并 集 
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设 {f;,n € N} 是 族 $ 的 任意 函数 序列 . 这 些 函 数 在 点 zl 的 值 的 序列 {f(z1)， 
n E N}, 根据 条 件 , 它 完 全 有 界 , 从 而 , 由 Y 是 完备 空间 , 从 中 能 选 出 收敛 的 子 序 列 
{fn.(Z1),k € N}. 将 所 得 到 的 函数 列 记 作 {及 ;n € N} 将 是 方便 的 , 指标 1 表示 关于 
点 zl 建立 的 序列 . 

从 得 到 的 序列 又 可 选 出 子 列 { 凡 ,,k € N}), 它 使 {f(z2),k & N} 也 收敛 , 并 把 
它 记 作 {f2;n € N}. 

继续 这 个 过 程 , 得 到 序列 的 系列 {成 ,ne N},k = 1,2,… . 如 果 现 在 取 对 角 线 序 
列 {gn = f?2,n € N}, 那么 , 容易 看 出 , 它 将 在 处 处 秽 密 集合 EC K 的 任何 一 点 收敛 . 

我 们 来 证 明 , 序列 {9,,n e N} 在 紧 集 K 的 任何 一 点 是 收敛 的 ,而 且 收敛 性 
在 KK 上 是 一 致 的 ， 为 此 , 任意 给 定 。 > 0 并 根据 族 Y 的 等 度 连 续 性 定义 2 取 
6>0. 设 轧 = {&,… ,x} 是 的 有 限 子 集 , 它 构 成 KK 的 6- 网 因为 序列 
{gn(éi),n € N},i = 1,2,.- 必 都 收 化 ,所 以 能 找到 Ne N, 全 二 mm > > N 时 , 有 
dy (gm(éi), gn(éi)) < €,i=1,2,...,k. 

对 每 个 点 ze K, 找 出 6 € Bi, 使 得 dx (zx,&;) < 6. 由 于 $3 是 等 度 连续 族 , 由 此 
得 到 , 对 任何 me N, 有 dy (gn(7x), gn(£;)) < ec. 利用 这 个 不 等 式 , 现在 可 以 得 到 , 对 任 
何 m,n > NN, 有 


dy (gm(T), gn(7)) < dy (gn (1), gn(é;)) + dy (gm(é;), gn(é;)) 十 dy (gm (7X), gm(é;)) 
<E+eEti+EeE= de. 


由 于 z 是 紧 集 K 中 任 一 点 , 因此 , 根据 柯 西 准则 , 序列 {gn,n & N} 在 KK 上 实 
际 上 是 一 致 收敛 的 . > 


2. 度量 空间 C(K,Y) 


在 紧 集 K 上 连续 且 在 度量 空间 Y 中 取 值 的 函数 f : K 一 Y 的 集合 C(K,Y) 的 
最 自然 的 度量 之 一 是 下 面 的 一 致 收 化 性 度量 


d(f,9) = max dy (f(x), g(7)) 


其 中 六 ge C(K,Y), 而 最 大 值 是 存在 的 , 因为 K 是 紧 集 . 该 度量 名 称 的 来 源 显然 与 
在 K 上 d(fn,f) 一 0 对 所 二 f 有 有关， / 

考虑 到 最 后 的 关系 式 , 根据 83 定理 2 和 一 致 收敛 的 柯 西 准则 , 能 够 推出 , 具有 
一 致 收敛 性 度量 的 度量 空间 C(K,Y) 是 完备 的 . 

请 注意 , 度量 空间 中 的 相对 列 紧 子 集 是 这 样 一 种 集合 . 从 它 的 任何 一 个 序列 中 
能 选 出 一 个 柯 西 列 (或 基本 列 ). 如 果 原 来 的 度量 空间 是 完备 的 . 那么 这 样 选 出 的 子 
列 也 是 收 合 的 . 

阿尔 采 拉 - 阿 斯 柯 利 定理 给 出 了 度量 空间 C(K,Y) 中 相对 列 紧 子 集 的 描述 . 
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下 面 我 们 要 证 明 的 重要 定理 将 给 出 空间 C(K,Y) 的 各 种 形式 的 处 处 稠密 子 集 的 
描述 . 对 这 些 子 集 原 本 的 兴趣 在 于 , 能 够 用 它们 当中 的 函数 一 致 地 , 也 就 是 在 K 上 
以 给 定 的 任意 小 的 绝对 误差 , 通 近 K 上 任何 一 个 连续 函数 f :K 一 YY. 

例 4 我 们 还 将 不 止 一 次 地 遇 到 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 的 经 典 结果 , 后 面 引进 的 斯 
遂 (Stone) 定理 是 它 的 推广 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 经 典 结果 是 


定理 2 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 通 近 定理 ) 如 果 fe Ca 中 ,C), 那么 存在 由 多 项 式 书 : 
[oj 一 C 构成 的 序列 {Pn € N}, 使 在 [la,W] 上 有 PP 寺 f, 这 时 ,如果 < 
C([a,], 民 ), 那么 多 项 式 能 够 从 C([a,0|, 展 ) 中 选取 . 


用 几何 语言 表述 , 这 就 是 , 所 有 实 系数 多 项 式 构成 空间 C([a,， BR) 中 处 处 稠密 
的 子 集 . 


例 5 如 果 定 理 2 还 需要 证 明 (下 面 将 给 出 ) 的 话 , 那么 根据 任何 一 个 函数 fe 
C(fa;01, 民 ) 的 一 致 连续 性 , 容易 推出 , 区 间 [a, 9 上 分 段 线性 的 连续 实 函 数 的 集合 是 
C(la, 中 , 尺 ) 中 的 处 处 稠密 子 集 . 


注 我 们 指出 , 如 果 i 在 Es 中 处 处 稠密 , 而 Bo 在 EE 中 处 处 稠密 ， 那么 在 同 
样 的 度量 下 , 显然 El 也 将 在 Es 中 处 处 稠密 


这 就 是 说 , 为 了 证 明定 理 2, 只 要 证 明 分 段 线性 连续 函数 在 相应 的 区 间 上 能 够 用 
多 项 式 任 意 晕 近 即 可 . 


3. 斯 通 定理 


在 正式 进入 一 般 的 斯 通 定 理 的 讨论 之 前 , 先 给 出 实 函 数 情形 下 定理 2( 魏 尔 斯 特 
拉 斯 ) 的 证 明 , 它 对 理解 以 后 的 内 容 是 有 益 的 . 

< 首先 注意 , 如 果 jg e C([a,0],R),a € 人 R 且 消 数 f,g 能 用 多 项 式 一 臻 逼近 (以 
任意 精度 ), 那么 区 间 [a,8] 上 的 连续 函数 + g, fg,af 也 能 用 多 项 式 一 臻 晕 近 . 

在 区 间 [-1,1 上 , 如 83 例 2 指出 的 那样 , 函数 |z| 能 用 多 项 式 P(x) = > QpT™ 
一 臻 逼近 . 因此 , 相应 的 多 项 式 序 列 M . P(xz/M) 在 区 间 lz| < M 上 也 一 致 逼近 函 
数 |z|. 

如 果 1 e Cl(la,0],R) 且 M = max |f(z)|. 那么 ， 从 sl- 奖 CE 


时 ) 得 到 ||f(x)| 一 二 cef*(z)| <e( 当 agz < b 时 ), 因此 ， 各 果 在 区 间 [ae 四 上 ,f 能 


用 多 项 式 一 政通 近 那么 > cxf* 和 |f| 也 能 这 样 允 近 . 


| ”最 后 , 如 果 了 和 9 在 区 间 a, 上 能 用 多 项 式 一 臻 逼近 , 那么 函数 max{f,g} = 
(f+) 二 | 一 gD),min{f,g} = 了 ((f +9) 一 |f 一 gl) 也 能 用 多 项 式 一 臻 再 近 


<e( 当 lyl<M 
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设 a<& <t2 &b,f(7r)=0,g9ee(7) = h(a) = 1, Bee, = max{f, ge,e,}, 
Fe es 二 min{h, Ge 显然 , 形 如 Fe,e, 的 函数 的 线性 组 合 能 产生 出 整个 在 区 间 [a, 冲 
上 分 段 线性 的 连续 函数 的 集合 , 由 此 , 根据 例 5, 就 推出 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 . > 

在 叙述 斯 通 定理 之 前 , 先 定义 某 些 新 概念. 


定义 3 称 集合 X 上 的 实 ( 复 ) 值 函数 族 4 为 X 上 的 实 ( 复 ) 函数 代数 , 如 果 
从 f,g € h,a ER(C), 能 得 到 


(f+g)e€Ad;(f:g) eh; (af)eAh. 


例 6 设 XcC, 显然, 所 有 的 多 项 式 P(z) = co 十 c1z 十 … 十 cnz”",n EN, 构成 
三 上 的 复 函 数 代数 , 

如 果 取 X = [a, 中 C R, 以 及 所 有 实 系数 多 项 式 , 那么 就 得 到 区 间 [a,9] 上 的 实 函 
数 代数 . 

例 7 在 任意 区 间 la,b| CR 上 ， 国 数 enz 光一 0,1,2,… 的 一 切实 系数 (或 复 系 
数 ) 线性 组 合 , 显然 构成 实 (或 复 ) 函 数 代 数 . 


关于 函数 {ei”*,n e Z} 的 线性 组 合 能 作 同样 的 叙述 . 


定义 4 我 们 说 集合 区 上 的 函数 族 5S 能 分 离 X 的 点 , 如 果 对 任意 两 点 ri za < 
X ,zl 六 x2, 能 找到 函数 fe 5, 使 f(z1) # f(zx2). 


例 8 函数 族 {fe"*,n e N}, 甚至 其 中 每 一 个 函数 都 能 分 离 及 的 点 . 


同时 , 2r 为 周期 的 函数 族 {ein*,n < N} 能 分 离 长 度 小 于 2r 的 区 间 中 的 点 . 显 
然 它 不 能 分 离 长 度 大 于 或 等 于 2r 的 区 间 中 的 点 . 


例 9 所 有 实 多 项 式 之 族 能 分 离 任何 区 间 [a,4| 中 的 点 ， 因 为 由 一 个 多 项 式 
P(z) = z 就 已 经 能 分 离 任何 区 间 [o, 避 关于 集合 X CC 以 及 X 上 的 复 多 项 式 
族 可 以 重复 上 面 的 叙述 与 结论 , 作为 例子 可 取 P(z) = z. 


定义 5 我 们 说 由 一 些 函 数 f : X 一 C 构成 函数 族 和 是 在 集 X 上 不 消失 的 函 
数 族 , 如 果 对 任 一 点 zo € X, 都 能 找到 一 个 函数 fo € $, 使 得 fo(zx) 冯 0. 


例 10 函数 族 Y = {1,z,z?,…} 在 区 间 [0,1] 上 不 消失 , 而 函数 族 $0 = 
fz,z2,…} 中 的 所 有 函数 在 z = 0 点 都 变 为 等 


引 理 2 如 果 集 三 上 实 ( 复 ) 函数 代数 4 能 分 离 X 的 点 且 在 人 上 不 消失 , 那 
么 对 任何 两 个 不 同 的 点 zo,Z1 E X 和 任何 实 ( 复 ) 数 co,c1, 都 能 找到 函数 f € 4， 
使 得 Ffzo) = co, Frzl) = cl 
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显然 只 要 在 co =0,cl =1 和 ci=lco=0 两 种 情况 下 证 明 引 理 就 够 了 . 

由 于 点 zt zz 是 平权 的 , 我 们 只 考虑 cl = l,cz = 0 的 情形 . 

首先 注意 , 在 4 中 存在 一 个 分 离 点 zl, za 的 函数 s, 除 条 件 s(x1) 尖 s(x2) 外 , 还 
满足 要 求 s(x1) 关 0. z 

设 g,h € A,g(z1) 关 g(x2),g9(X1) = 0,h(z1) 0， 显 然 存 在 数 入 e 恨 \ 0, 使 
Mh(z1) — h(x2)| # 9(Z2)， 于 是 函数 s= g 十 入 就 满足 我 们 的 要 求 . 

现在 令 f(z) = ee 则 函数 f 属于 我 们 的 代数 4, 且 满 足 上 边 
提出 的 条 件 :f(z1) =1 和 zz) = 0. 

定理 3 (斯 通 名 ) 设 4 是 由 定义 在 紧 集 KK 上 的 实 连 续 函 数 构成 的 代数 . 如 果 
4 分 离 KK 的 点 且 在 KK 上 不 消失 , 那么 4 是 空间 C(K, 民 ) 的 处 处 稠密 子 集 . 


4 设 有 4 是 集 4cCOCCK,R) 在 C(K, 民 ) 中 的 闭 包 , 即 4 是 C(K, 民 ) 中 能 够 用 4 
中 的 函数 以 任意 精度 一 致 逼近 的 那些 连续 函数 的 集合 . 定理 断言 , 4 = C(K, RR). 

重复 在 证 明 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 时 所 作 的 论证 , 注意 到 , 如 果 fge A 且 aeR， 
那么 函数 /+ 9 fg9,af,|fl,max{f,9}, min{f,g} 也 属于 4. 按 归纳 法 , 一 般 地 , 如 果 
有 ,f2,… ;feE A, 那么 max{ 有 ,ff2,… ,fr} 和 min{ 有 1,f,… ,fn} 也 在 A 中 

现在 证 明 , 对 于 任 一 函数 fe C(K, R), 任 一 点 ze K 和 任 一 数 = > 0 ,能 找到 
这 样 的 函数 g, € 4, 使 得 ge(z) = f(x), 且 对 任意 t€E K 有 gx(t) > f(t)—e. 

为 了 证 明 这 个 结果 , 对 每 个 点 y e K, 根据 引 理 2 能 找到 函数 he A, 使 得 
h,(z) = f(z), hy(y) = f(y)， 由 于 函数 上 和 h, 在 K 上 连续 , 能 找到 点 y 的 开 邻 域 
U0, 使 对 任意 的 te ,有 h(t) > f(t) 一 e. 从 由 这 样 的 开 集 U, 作成 的 紧 集 K 的 覆 
盖 中 选取 有 限 覆 盖 {Uy,,… ,Uy,}. 于 是 ,函数 gs = max{hy,hy,s,*… ,hy,}eE 4 
即 为 所 求 . 

现在 , 对 每 个 点 ze K, 取 这 样 的 函数 gs, 再 注意 到 函数 gs 和 f 的 连续 性 , 能 
”找到 点 ze K 的 开 邻 域 WV, 使 对 任意 的 te Vr, 有 gz 的 < f(t)+e. 因为 天 是 村 
的 , 从 开 邻 域 VV 作成 的 天 的 覆盖 中 能 找到 有 限 覆 盖 {Vi ,Vs,:… ,WW,,}, 于 是 函数 
g = minfg。 ,gw ,gr } 属于 代数 4, 由 构造 知 , 在 任 一 点 满足 不 等 式 . 


f(t) ~e < g(t) < f(t)+e. 
但 。 > 0 是 任意 的 , 这 就 证 明了 , 任何 一 个 函数 fe C( 开 ,了 R) 都 能 以 任意 精度 用 
代数 4 中 的 函数 一 致 通 近 . mw 
练习 


1. 称 由 一 些 定义 在 度量 空间 X 上 在 度量 空间 Y 中 取 值 的 函数 f :XX 一 Y 构成 的 函数 族 
斯 通 (M. Stone) (1903 一 1989) 一 一 美国 数学 家 . 主要 从 事 拓 扑 与 泛 函 分 析 的 研究 . 
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人 为 在 点 zo E X 等 度 连 续 的 函数 族 , 如 果 对 任意 的 < > 0, 能 找到 5 > 0, 使 对 任何 函数 
f E 全, 能 由 关系 式 dx(zoz) < 6 推出 dar(fco, ffz)) < <E. 
_ al) 试 证 : 如 果 由 一 些 函 数 f : X 一 ”站 构成 的 族 守 在 点 xo EX 三 度 连续 那么 任何 一 个 
逆 数 /Fe 壤 在 点 zo 都 是 连续 的 , 但 相反 的 断言 是 错误 的 . 
b) 试 证 : 如 果 由 一 些 函数 让 : K 一 了 构成 的 族 $ 在 紧 集 天 的 任何 一 点 都 是 等 度 连续 
的 , 那么 在 定义 2 的 意义 下 它 在 K 上 也 是 等 度 连续 的 . 
c) 试 证 : 如 果 度 量 空 间 X 不 是 紧 的 , 那么 从 由 一 些 函 数 f : X 一 ，Y 构成 的 族 人 在 每 点 
zo E 大 等 度 连 续 还 不 能 推出 六 在 大 上 等 度 连 续 . 
根据 这 个 理由 , 如 果 函 数 族 和 按 定 义 2 在 集合 X 上 是 等 度 连续 的 , 常 称 它 为 在 集 
大 上 是 一 致 等 度 连续 的 函数 族 . 因此 , 函数 族 在 点 的 等 度 连 续 性 和 在 集 上 的 一 致 等 度 连 
续 性 之 间 的 关系 就 像 集合 X 上 的 单个 函数 f : 刁 一 了 的 连续 性 和 一 致 连续 性 之 间 的 
关系 一 样 . 
设 w(f;E) 是 函数 f : XX 一 了 在 集 互 CX 上 的 振幅 . 而 B(x,6) 是 以 点 zeExX 为 
-中心 , 半径 为 6 的 球 . 试 述 , 下 面 写 的 是 哪 两 个 概念 的 定义 : 


心 


ve >0 3>0 vfegy w(f;B(x,6)) <&, 
ve >0 36>0 vie vreEX w(f;B(r,6))<e 


e) 举例 说 明 , 如 果 KK 不 是 紧 的 , 一 般 来 说 阿尔 采 拉 - 阿 斯 柯 利 定理 不 成 苹 : 在 及 上 构造 
一 致 有 界 且 等 度 连续 函数 序列 {fn,n € N}, 其 中 所 (7z) = p(x 十 n). 从 这 个 序列 中 不 可 
能 选 出 在 及 上 一 致 收敛 的 子 序 列 ， 

f) 利用 阿尔 采 拉 - 阿 斯 柯 利 定 理 求 解 83 的 习题 10, c). 

a) 详细 说 明 , 为 什么 在 区 间 a, 上 任何 一 个 分 段 线性 的 连续 通 数 能 够 表 成 魏 尔 斯 特 拉 斯 
定理 证 明 中 所 指出 的 形 如 Fe ec。 的 函数 的 线性 组 合 . 

b) 对 复 值 连续 函数 f: [a,9] 一 CC 证 明 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 . 

c) 常 称 量 M = ”f(z)z"dz 为 函数 f: [a,0] 一 C 在 区 间 [a, 引 上 的 n 次 矩 . 试 证 : 如 果 
FeEcC(la,b,C) 有 对 任何 n EN 有 Mn = 0, 那么 在 [a,b] 上 ,f(zx)=0 

a) 试 证 : 由 函数 对 {1, z2} 生成 的 代数 在 区 间 [一 1, 1] 上 全 体 连 续 偶 函数 的 集合 中 是 稠密 
的 ， 

b) 对 于 由 一 个 函数 {xz} 生成 的 代数 与 在 区 间 [一 1, 1] 上 全 体 连 续 奇 函数 的 集合 , 解答 上 述 
问题 . 

c) 任何 一 个 函数 fe C(I0,7],C) 都 能 用 函数 对 {1,e*“} 生成 的 代数 中 的 函数 以 任意 精度 
一 臻 逼近 吗 ? 

dj) 对 六 e C([ 一 x,7],C), 回答 上 述 问题 . 

e) 试 证 : 当 且 仅 当 F(-r) = Fr) 时 , 上 述 问 题 的 答案 是 肯定 的 . 

f) 如 果 [a, C 一 7,7|, 任何 一 个 函数 Fe C([a,9],C) 都 能 用 函数 系 {1, cos zx, sin x,:… ， 
cos nz, sinnz,.….} 的 线性 组 合 一 致 通 近 吗 ? 
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g) 任何 一 个 偶 函 数 f € C(I—7, 7], CC) 都 能 用 函数 系 {1, cos%, ‘COS TTL, } 一 臻 逼近 
吗 ” 

h) 设 [a,0| 是 直线 及 的 任 一 财 区 间 , 试 证 : 由 任何 一 个 恒 不 为 零 的 严格 单调 函数 p(xz) ( 例 
如 ez) 在 区 间 [a, 98] 上 生成 的 代数 在 C(fa, |, 展 ) 中 是 稠密 的 . 

i) 闭 区 间 [a,b] C RR 处 在 什么 位 置 时 , 由 函数 p(x) = z 生成 的 代数 在 Ct([a, 6], RR) 中 稠 
密 ? z 


称 复 函 数 代 数 4 为 自 共 攀 函数 代数 , 如 果 能 由 fe 4 推出 了 e 4, 其 中 f(z) 是 f(z) 
的 共 罗 值 . 试 证 : 如 果 复 代数 4 在 X 上 是 非 退化 的 并 且 能 分 离 X 的 点 , 那么 在 代数 4 
自 共 生 的 条 件 下 ,能够 断定 , 由 代数 4 的 一 切实 函数 构成 的 4 的 子 代数 AR, 在 X 上 
也 是 非 退 化 的 , 并 且 也 能 分 离 X 的 点 . 
证 明 下 面 的 复 形式 的 斯 通 定理 : 

如 果 由 一 些 函 数 了 :X 一 C 构成 的 复 化 数 入 在 针 上 是 非 退 化 的 , 并且 能 分 离 下 
的 点 , 那么 在 代数 4 自 共 罗 的 条 件 下 能 够 断言 , 它 在 C(X,C) 中 是 稠密 的 . 
设 X={fzecCllzl= 1} 是 单位 圆 ,4 是 由 函数 e*? 生成 的 X 上 的 代数 , 其 中 yp 是 点 
z EX 的 幅 角 . 这 个 代数 在 X 上 是 非 退 化 的 且 能 分 离 X 的 点 , 但 不 是 自 共 罗 的 . 

试 证 : 如 果 函 数 f : X 一 C 能 用 4 中 的 元 素 一 致 逼近 , 那么 对 任何 n € N, 等 式 
f2" f(ei?)em?dip = 0 成 立 . 利用 这 个 结果 验证 , 函数 f(z) = 在 圆 X 上 的 限制 是 X 
上 的 连续 函数 , 但 不 在 代数 4 的 闭 包 中 . 
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这 一 章 将 把 依赖 于 参 变量 的 函数 族 的 一 般 定理 应 用 于 分 析 中 最 常见 的 一 个 这 种 
印 数 族 , 这 就 是 含 参 变量 的 积分 . 


$1 含 参 变量 的 常 义 积分 


1. 含 参 变量 积分 的 概念 
含 参 变 量 积分 就 是 形 如 


F(t) = f(z,t)dz (1) 


的 积分 ， 其 中 t 是 参数 ， 它 跑 遍 集合 T， 对 每 个 t e TT 有 相应 的 集合 ,函数 
pi(Z) = f(z,t) 在 集合 BEB: 上 是 常 义 或 广义 可 积 的 . 

当然 , 集合 了 可 以 是 各 种 各 样 的 , 但 最 重要 的 显然 是 空间 民 ,C,R" 或 Cn 的 子 
集 . 

如 果 对 每 个 参 变量 ie 了, 积分 (1) 是 常 义 的 , 那么 通常 就 说 , (1) 中 的 函数 下 是 
含 参 变量 的 常 义 积分 . 

如 果 对 于 全 体 或 某 个 ie T, (1) 中 的 积分 只 在 反常 积分 意义 下 存在 , 那么 通 苗 
就 说 , 函数 已 是 含 参 变量 的 反常 积分 . 

当然 , 这 仅仅 是 一 些 术语 的 约定 . 

当 x € R"m, Bl C RRm,m > 1 时 , 我 们 常 称 (1) 为 含 参 变量 重 积分 (二 重 , 三 重 等 
等 ). 
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然而 , 我 们 首先 把 注意 力 集中 在 一 维 的 情况 , 它 是 构成 任何 一 般 情 况 的 基础 . 此 
外 , 为 了 简单 起 见 , 我 们 先 取 不 依赖 于 参数 的 直线 及 上 的 区 间作 为 E, 并 且 认 为 在 
它 上 面积 分 (1) 在 普通 意义 下 存在 . 


2. 含 参 变量 积分 的 连续 性 


命题 1 设 P={(z,y) ER?la<z<bAc<y<<d}, 即 平面 R?2 中 的 矩形 . 如 果 
函数 ff:P 一 恨 连续 , 即 feE C(P,R), 那么 函数 


b 
Ply) = | fr,y)a (2) 
在 任何 一 点 y € [c,d| 都 连续 . 


< 从 函数 f 在 紧 集 PP 上 的 一 臻 连续 性 推出 :在 [a,b] 上 , 当 y,yo el[c,d 且 yywo 
时 , 有 py(Z) := cy) SB f(x, Yo) =: pyo (7). 对 每 个 y < lc, dl， 函数 py(7T) = f (x,y) 
关于 z 在 [a,9] 上 连续 , 从 而 知道 它 在 [a, 引 上 可 积 . 由 关于 积分 号 下 取 极 限 的 定理 ， 
现在 能 够 断定 


b b 
Plyo) = | Flaw)dr = lm f f(r)ds = lim Fo) » 
2, y—yo J y Yo 


注 1 从 上 边 的 证 明 中 可 以 看 出 , 如 果 取 任何 一 个 紧 集 KK, 作为 参 变量 y 的 取 
值 的 集合 , 命题 1 仍然 有 效 , 当然 是 在 条 件 f € C(I x K,R) 下 , 其 中 了 工 = {zx € Rla < 


rb}. 


特别 地 , 由 此 可 作出 结论 , 如 果 fe C(I x D,R), 其 中 D 是 Rn" 中 的 闭 集 , 那么 
F € 0C(D,R). 因为 对 任 一 点 ye D, 有 一 紧邻 域 K C D, 而 函数 f 在 IxK 上 的 限 
制 是 紧 集 I x K 上 的 连续 函数 . 

我 们 叙述 了 关于 实 值 函数 的 命题 1, 当然 , 这 个 命题 以 及 它 的 证 明 , 在 复 值 函数 
情形 , 例如 对 在 C 中 ,Rm 中 或 Cm 中 取 值 的 函数 , 仍 保持 有 效 . 


例 1 在 莫 尔 斯 引 理 (参看 第 1 卷 第 8 章 86) 的 证 明 中 , 我 们 曾 提 到 过 下 述 称 
之 为 阿达 马 引 理 的 命题 . 


如 果 函 数 f 在 点 zo 的 邻 域 UV 中 属于 CW(U, RR), 那么 在 点 zo 的 某 个 邻 域 中 ， 
它 能 表 为 
f(z) = f(x0) + p(T)(L — zo0), (3) 
其 中 y 在 zo 连续 且 w(zo) = f(x0). 
等 式 (3) 容易 从 牛顿 一 莱 布 尼 殉 公式 


和 
f(zo + h) — f(zo) = | F(zo + th)dt:h (4) 


. 358 . 第 十 七 章 含 参 变量 的 积分 
以 及 对 函数 F(h) = 三 P(zo 十 th)dt 应 用 命题 1 推出 . 剩 下 来 的 只 需 再 作 替 换 h = 
TC— Zo, 并 令 p(T) = F(x — vo). / 
注意 到 等 式 (4) 对 zo,h e R? 仍 成 立 , 这 里 n 不 一 定 仅 是 1. 详细 展开 f', 日 为 
了 简单 , 假设 zo = 0, 等 式 (4) 就 能 号 成 
flzl ,1") — f(0,... ,0) = | SE (tel ta")dt ez 
的 形式 , 而 且 这 时 在 等 式 (3) 中 应 令 


p(zjz = ,Pil(T)z', 
i 一 1 


其 中 pi(Z) = 


- 5 of (tr)dt, 


3. 含 参 变量 积分 的 微分 法 


命题 2 如 果 函 数 f:P -一 民 在 纶 形 P={(zx,y) EeE Rla<z<bAc<ysd} 
上 连续 且 对 yy 有 连续 偏 导数 , 那么 积分 (2) 属于 CU ([c, dj, 民 ), 且 


b 
F'(y) = / 3 y)dz. (5) 


常 义 积分 (2) 关于 参 变量 的 微分 公式 (5) 常 称 为 菜 布 尼 英 公式 或 莱 布 尼 茨 法则 . 
< 我 们 来 直接 验证 , 如 果 yo € [c, dj, 那么 F (yo) 能 按 公 式 (5) 计算 : 


F(yo +h)— F(yo)— /3 3 V0 ij， 


= [ (fem +h)— f(z,yo) 一 区 econ) dz 


<f 
b 
< | p15 
of 、 Dj 
由 条 件 By C(P,R)， 在 区 间 a < x < b 上 , 当 y 一 yo 时 , 有 By (7Y 一 
于 (zo) 由 此 推出 当 太 ,0 时 有 go 月 一 0 


注 2 函数 f 的 连续 性 只 是 作为 有 关 积 分 的 存在 性 的 充分 条 件 在 证 明 中 被 利用 
到 . 


CT 


f(z,yo + h) — f(z,y0) — 3 yo)h 


A oh) we yo) 


dz :|h| = p(yo, h)|h|. 
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注 3 命题 证 明 以 及 其 中 应 用 有 限 增 量 定理 的 形式 表明 , 如 果 取 任何 一 个 线性 
赋 范 空间 中 的 凸 紧 集 代替 区 间 [c, dl, 命题 2 仍然 有 效 . 显然 这 时 还 可 认为 , f 是 在 某 
个 完备 的 丫 量 赋 范 空间 中 取 值 . 


特别 地 (这 有 时 是 极 有 用 的 ), 公式 (5) 既 适 用 于 复 变 量 ye C 的 复 值 函数 F, 也 
适用 于 向 量 参 变量 y = (y!,… ,y") ecCn 的 函数 F(y) = Fy,.…. ,y"). 


当然 ,对 后 面 这 种 情况 ,57 能 按 坐标 写 开 成 (《 55，… 的 形式 , 且 从 (5 
式 能 得 到 函数 F 的 相应 的 偏 导 孝 5 () = /了 (zy)dz 
例 2 验证 函数 wz) = 三 cos(np 一 Zsinnp)dyp 满足 贝 塞 尔 方程 z2w” + zw 十 


(zZ“ — n*)u =0. 


事实 上 , 按 公式 (5) 进行 微分 , 经 过 一 些 简单 的 变换 , 得 到 


一 2 / sin2 yp cos(np — x sin p)dy 十 z sin psin(np — zsin gp)ady 
0 0 
+(z” — n’) / cos(np — Tsing)dyp 
0 


再 
一 | ((z*sin* p+n mr)cos(np— rsing)— zsinygsin(ng — zsing))dyp 
0 


= 一 (十 Zcoswp)sin(np — zsing)lo =0. 


例 3 全 椭圆 积分 


TT/2 T/2 dw : : 
E(k) = / Vl—k2sin’ pdyp, K(k)= 一 一 一 一 (6) 
0 0 


1 一 天 ”Sin wp 
作为 参 变量 k(0 < < 1) 的 函数 , 满足 关系 式 
dE EE-K dk bE K 
dk kk ’ dk kl—k2) ki 
式 (6) 中 的 叫做 相应 的 椭圆 积分 的 模 数 . 
例如 我 们 来 验证 它们 中 的 第 一 个 . 按 公 式 (5) 


Tj/2 
> 一 -| ksin* p(1 — k* sin” p)-1/2qdwy 


i T/ 一 
一 ih a — k? sin? 9)!/2dwy — i/ 0 一 大 sin“ p)-L2do = 一 一 全 
例 4 有 时 , 甚至 能 利用 公式 (5) 来 计算 积分 . 设 


有 )= ne-s * p)d (a>1) 
Q) = | in p)dw Q 
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按 公 式 (5) 


7/2 20d i 
FF OY =- / Wp 一 - 
(9) 0 Qa2—sin’w a2—1 


由 此 得 到 F(a) = rin(a 二 vaz 一 1)+e 
值 c 也 容易 找到 , 如 果 注 意 到 a 一 +oo 时 , 一 方面 , F(a) = Tima+Trln2+c+o(1l)， 
为 一 方面 , 从 F(a) 的 定义 , 同时 考虑 到 等 式 in(a?--sin? yp) = 2 了 n to0), 当 a 一 十 oo 
时 , 得 到 F(a) = "lna+o(1). 因此 ,rin2+e= 0, 从 而 ,， F(a) = ln = (a+ Vaz—1) 
命题 2 能 稍 加 强 . 


命题 2 设 函 数 f:P 一 民 在 矩形 P={(r,y)eR:la<srzs<sbAc<sy<d 上 
连续 且 有 连续 偏 导数 区 其 次 , 设 a(y), BP(y) 是 区 间 [c,d] 上 的 连续 可 微 函 数 ,， 且 对 
任何 y € [c,dj, 它们 的 值 属于 区 间 [lo, 吕 ,那么 积分 


B(y) 
FG@)= /fry)d (7) 
oa(y) 
对 任何 ye [c,d] 有 定义 , 属于 CGJ([c 可 ,及 )， 并 且 公 式 
B(y) of 
Fy) = FB WD PW) -fo WA) + FW 8) 
a(y) 0Y 
< 根据 积分 关于 积分 限 微分 的 法 则 , 并 注意 到 公式 (5), 可 知 函数 
$(a, B,Yy) =/ f (x, y)d 
在 a,68 e [a,0| 和 ye [c,d| 的 条 件 下 , 有 下 面 的 偏 导 数 


oF 85 6865 /40/ 
58 IB, ga fo WW 


由 命题 1, 我 们 能 推出 函数 $ 的 所 有 偏 导数 在 它 的 定义 域 上 连续 , 这 就 意味 着 
$ 是 连续 可 微 函 数 . 现在 , 对 函数 F(y) = B(a(y),B(y),y) 利用 复合 函数 微分 法 就 得 
到 公式 (8). > : 


例 5 设 ， 
Fale) = ih fa 


其 中 ne N, 而 f 是 积分 区 间 上 连续 的 函数 , 我 们 来 验证 F(z) = f(x). 
当 n=1, Fi(z) = fe f(Ddt 和 F(z) = f(z). 
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按 公 式 (8), 当 n > 1 时 , 我 们 得 到 


Po) = i + 0" at= Fis) 


由 此 应 用 归纳 法 即 可 推出 0 一 f(x) 对 任何 ”EN 都 正确 . 
4. 含 参 变 量 积分 的 积 


命题 3 如 果 函 数 三 : P 一 民 在 矩形 P={(z,y) eRla<z<bAce< y < d} 
上 连续 , 那么 积分 (2) 在 区 间 [c,d|] 上 可 积 且 有 等 式 


厂 /reom] w= (few dz (9) 


< 从 重 积 分 的 观点 看 , 等 式 (9) 是 最 简 形式 的 富 比 尼 定 理 . 
但 是 , 我 们 将 给 出 的 关系 式 (9) 的 证 明 是 不 依赖 于 富 比 尼 定 理 的 . 
考虑 函数 


op(w = 人 | [ flz, ou dy, Wu) = / ( / fo yd) dz 


因为 f € C(P,R), Dn 1 和 积分 关于 上 限 的 连续 性 推出 y, we€ C([c, dj, R)， 
再 由 函数 (2) 的 连续 性 得 p'(w) = 广 f(zx,w)dzx, 而 按 公 式 (5), 当 w e [c,d] 时 , 有 
y'(u) = f° f(x, wdz. 这 样 “ 来 ) = w'(w), 因此 ,在 区 间 [cg 上 , p(w) = wu)+e. 
但 是 , 因为 (0) = w(0) = 0, 所 以 在 区 间 [cdgl 上 有 等 式 p(w) = w(wu), 由 此 当 凿 = d 
时 就 得 到 关系 式 (9). > 


练习 


1. a) 说 明 , 为 什么 关系 式 (2) 中 的 函数 FF(y) 当 依 赖 于 参 变量 yEY 的 函数 py, (x) = f(z,Yy) 
在 区 间 a < x 所 6b 上 可 积 , 且 关 于 YY 中 的 某 个 基 外 (例如 , 关于 基底 yy 一 yo) 一 致 收 
伍 到 函数 p(xz) 时 , 函数 F(y) 有 极限 f» p(xz)dz. 
b) 试 证 : 如 果 马 是 及 ”中 的 可 测 集 , 而 函数 f :ExI" 一 RR 在 集 巨 和 nn 维 区 间 I” 的 
直 积 忆 x 1? 一 {(z,t) ER"™t"*|z € 入 t€ I"} 上 有 定义 且 连 续 , 那么 当 E, = EE 时 ， 
由 等 式 (1) 定义 的 函数 FF 在 I" 上 连续 . 
c) 设 P={(z,y) ERila<szr<bAc<y<d}, 8 fec(pR).a,Becl(le,d,la,d),i 试 
证 : 函数 (7) 在 区 间 [c,d| 上 连续 . 
2. a) 试 证 : 如 果 fe C(R,R)， 那么 函数 F(z) =  /*。 f(z +t)dt 在 及 上 不 仅 连 续 而 且 可 
b) 求 函数 F(z) 的 导数 , 并 证 明 F € CY(R, RR). 
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3. 利用 含 参 变 积分 的 微分 法 证 明 . 当 |r| < 1 时 . 
F(r) = 人 In(1 — 2rcosz +r’)drz=0. 
0 z 
4. 验证 下 面 的 函数 满足 例 2 中 所 说 的 贝 塞 尔 方程 : 
a) 全 一 Zn fo cos(z cosy)sin”" pdy; 
b) Jn(z) = OE [1,01 ~ #2)"-$ cosztdt: 
c) 试 证 : 与 不 同 的 ne N 相对 应 的 函数 满足 关系 ntl 一 Jn-1 一 9. 
5. 发 展 例 3 并 令 久 := VI 二 肥 , E(k) := B(k), K(k) := K(k). 试 仿照 勒 让 德 , 证 明 : 
a) KR+EK- KAR) = = 0; 
6. 代替 积分 (2), 考虑 积分 
8(y) = [ f(xy)g(z)de 
其 中 9 是 区 间 [a,b] 上 可 积 函 数 (g € R{a, 90]). 
重复 上 面 命题 1 一 3 的 证 明 , 可 依次 验证 : 
a) 如 果 函 数 『 满足 命题 1 的 条 件 , 那么 函数 全 在 区 间 [c,d] 上 连续 ($ € Cl(lc, qd))). 


b) 如 果 函 数 三 满足 命题 2 的 条 件 , 那么 函数 $ 在 区 间 [c, dj] 上 连续 可 微 ($ € CY[c, qd)]) 
且 


»=/ 9 By (x, yg9(T) dy. 
c) 如 果 函 数 f 满足 命题 3 的 条 件 , 那么 函数 人 $ 在 区 间 [c,d] 上 可 积 (者 E RR[e, dg) 且 


f gay = 三 ( 三 f(z, ggla)d) 
7、 来 勒 公式 和 阿达 马 引 理 


a) 试 证 , 如 果 f 是 光滑 函数 且 f(0) = 0, 则 f(x) = zp(z), 其 中 yp 是 连续 函数 且 yp(0) = 
f (0). 

b) 试 证 ， 如 果 f 和 C” 且 f° 一 O(k 一 0, 1 …: "一 1), 则 f(z) 一 Z of(Z)， 其 多 是 连续 
函数 且 P(0) = 二 1 (0). 


c) 设 f 是 定义 在 零 的 邻 域 中 的 CW") 类 函数 . 试验 证 以 下 具 阿 达 马 余 项 的 泰勒 公式 : 
/= 0 + fOr tt mf 0)" 十 ze 人 oh 


其 中 wp 是 零 的 邻 域 中 的 连续 函数 , 且 yp(0) = 林 lL pn) (0). 
d) 把 习题 a),b),c) 的 结果 推广 到 f 是 多 变量 函数 的 情形 . 试 导 出 用 多 指标 记号 表示 的 基 
本 泰勒 公式 
f(z) = 3 ~ D°f(0) :2° + 2 Tpol?) 


lal=0 ~ la|=n 


并 补充 习题 a),b),c) 的 结果 , 证 明 , 当 je CO+P) 时 , 有 pa € CT 
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82 含 参 变量 的 反常 积分 
1. 反常 积分 关于 参数 的 一 致 收敛 性 
a. 基本 定义 与 例子 
设 对 每 个 ye Y, 反常 积分 
row)= | ‘f(z, Wdz (1) 


在 区 间 [a,w[C RR 上 收敛 . 为 确定 起 见 , 将 认为 积分 (1) 以 积分 上 限 为 唯一 奇 所 ( 即 
或 者 w = +oo, 或 者 f 作为 z 的 函数 在 点 w 的 邻 域内 无 界 ). 


定义 如 果 对 任何 一 个 e > 0, 存在 点 w 在 集合 [ww[ 中 的 邻 域 Iswi(w) , 对 任 = 
何 5e Uiowi(w) 和 任何 ye E CcY, 积分 (1) 的 余 项 有 如 下 估计 


| | tea 


则 称 含 参 变量 ye Y 的 反常 积分 (1) 在 集合 Ec Y 上 一 致 收敛 
如 果 引 进 记号 表示 反常 积分 (1) 的 常 义 积分 近似 


< E， (2) 


a 
FR(y) := / f(z, dz, (3) 


那么 , 本 节 引 进 的 基本 定义 也 能 改 述 成 与 其 等 价 的 另 一 形式 (今后 将 会 看 到 , 这 个 新 
形式 的 叙述 是 很 有 用 的 ): 
积分 (1) 在 集 EB CcY 上 一 致 收敛 , 即 是 


当 b ela,wl,b 一 w 时 , 在 EB 上 有 Ry) 3 污 PF(y). (4) 
事实 上 , 因为 


ww b 
F(y) = / fe dr = Bm / fe de 加 Foly) 
所 以 关系 式 (2) 能 改写 为 
IF(y) -Fly)|<e (5) 
的 形式 . 
最 后 这 个 不 等 式 对 任何 je Viea(w) 和 任何 y e E 都 正确 , 这 正 是 (4) 式 所 指 
的 . | | 
这 样 一 来 , 关系 式 (2),(4),(5) 表明 , 如 果 积分 (1) 在 某 个 参数 值 的 集合 E 上 一 
致 收敛 那么 不 计 事 先 给 定 的 任意 小 的 误差 , 对 所 有 y e 已, 反常 积分 (1) 能 够 用 依 
赖 同 一 参数 y 的 常 义 积分 (3) 代替 | 
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三 dz 
1 Ty 


在 参 变量 ye RR 的 值 构成 的 整个 集合 RR 上 一 致 收敛 , 因为 对 任何 ye R, 只 要 > 二 


就 有 
to gr fc dr 1 
ZI 五 二 < 
2 十 ?7 pb 全 b 


例 1 积分 


例 2 积分 
显然 仅 当 y > 0 时 收敛 . 同时 , 它 在 任何 集合 {y € 了 yy > yo > 0} 上 一 致 收敛 . 
事实 上 , 如 果 y > yo > 0, 那么 
0 < 六 e “ydzx 一 1 -by < 1 -byo 一 0， 当 65 一 十 oo 时 . 
b y Yo 


另外 , 它 在 整个 集合 恨 ， = {y e Bly > 0} 上 不 一 致 收敛 , 事实 上 , 积分 (1) 在 集 
合 互 上 一 致 收敛 这 一 断 语 的 否定 是 
> 0) 。 


在 此 例 中 , 可 取 任 何 正 实数 作为 so > 0, 因为 对 任意 固定 的 be [0, +co[, 总 有 


Jeo >0 vBelaw|l doe€lB,wl dyekE (f f(x, y)dz 


十 Oo 1 
| e “Yd7z = je 一 十 oo， 当 ?yy 一 二 0 时 . 


再 考虑 一 个 我 们 今后 要 用 到 的 不 太 显 然 的 例子 
例 3 我 们 来 证 明 , 积分 


十 De 

G(z) = | ry thtle (tr)yay 
0 
十 co 

F(y) -1 rythtle- (tr)yar 


都 在 非 负 参 数值 的 集合 上 一 致 收敛 , 这 里 a 和 6 是 给 定 的 正 数 . 
对 积分 B(z) 的 余 项 , 我 们 立刻 得 到 


十 ce 十 ce 
0 < / ry thtle (tr)y gy — / (ry)*e Wy tle ydy 
b b 


十 CO 
<M, / yt tile—yYdy, 
b 
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其 中 M。 = ax ure™. 因为 最 后 这 个 积分 收敛 , 所 以 对 足够 大 的 be 及 , 它 能 小 


于 任何 一 个 事先 给 定 的 e > 0. 而 这 正 表 明 积 分 8(z) 一 致 收敛 . 
现在 考虑 第 二 个 积分 F(y) 的 余 项 : 


十 co 十 co 十 co 
0 < / Zeya+Ap+le-1+z)yd7 一 ve | (zy) e “yydz -we ure “du. 
b b by 


因为 当 w > 0 时, 有 


十 Ce 十 OC 
| ue “du 上 ue “du < 十 Co， 
by 0 


而 当 y 一 0 时 , 有 ye-y 一 0, 所 以 , 对 s > 0, 显然 能 找到 wm > 0， 使 对 一 切 
ye [0, yoj, 我 们 感 兴趣 的 积分 的 余 项 将 小 于 s, 甚至 与 be [0, 二 oo[ 的 值 也 无 关 . 
如 果 y > yo > 0, 那么 考虑 到 Me = Onax ye-y < 二 oo， 且 当 一 十 oo 


时 , 有 0 < fo uedu < fo use vdu — 0, 我 们 便 可 推出 ， 对 于 所 有 寿 够 入 的 
be [0,+oo0| 及 一 切 y 之 yo > 0, 积分 FF(y) 的 余 项 能 小 于 &. 

把 区 间 [0, yo] 和 [yo, 十 oo[ 连结 起 来 , 我 们 得 到 , 对 于 任意 的 e > 0, 实际 上 , 可 把 
数 B 选 得 , 使 对 任何 b > B 和 任何 y > 0, 积分 F(y) 的 相应 余 项 都 小 于 e. 


b. 积分 一 致 收敛 性 的 柯 西 准则 


命题 1 ( 柯 西 准则 ) 为 了 使 得 依赖 于 参 变 量 y EY 的 反常 积分 (1) 在 集合 忆 CC 
Y 上 一 致 收敛 , 必要 且 充 分 条 件 是 , 对 任何 & > 0, 存在 点 w 的 领域 Uiowl(w), 使 对 
任何 四 ,bo € Ulowl(w) 和 任何 y EE 都 成 立 不 等 式 


/ f (2, yjdz 


< 不 等 式 (6) 与 关系 式 | (y) 一 Fos(y)| < e 是 等 价 的 , 因此 命题 1 是 积分 (1) 
用 (4) 表示 的 一 致 收敛 定义 和 依赖 于 参 变量 be [a, wl 的 函数 族 Fly) 在 EE 上 一 致 
收敛 的 柯 西 准则 的 直接 推论 . w 

作为 该 柯 西 准则 的 应 用 举例 , 我 们 考虑 它 的 以 下 推论 , 今后 有 时 要 用 到 它 . 


推论 1 如 果 积 分 (1) 中 的 函数 在 集合 [a,w[x[c,d] 上 连续 , 而 积分 (1) 本 身 
关于 任何 y Ee]c,d[ 收敛 , 但 在 y= c 或 y 二 d 发 散 , 那么 , 它 在 区 间 ]c,d[ 上 , 以 及 其 
闭 包 含有 发 散 点 的 任何 一 个 集合 巨 Clc, dl 上 , 都 不 一 致 收 化 . 

< 设 yy = ec 时 积分 (1) 发 散 , 那么 根据 反常 积分 收敛 的 柯 西 准则 , 存在 eo > 0， 
在 任何 一 个 邻 域 Ui,(w) 中 , 都 存在 b1,b, 使 得 


<E. (6) 


> En0 / (7) 


(zcjdz 
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在 我 们 的 情况 下 , 常 义 积分 
f(g,y)de 
bi 


在 区 间 [c,d] 上 是 参 变量 y 的 连续 函数 (参看 81 中 的 合十 1), 因此 对 于 充分 接近 c 
的 一 切 y, 与 不 等 式 (7) 同时 , 也 成 立 不 等 式 


下 f(x, y)dz 


现在 , 根据 含 参 变量 的 反常 积分 一 致 收敛 的 柯 西 准则 就 能 推出 , 所 考虑 的 积分 
不 能 在 其 闭 包 含 点 c 的 任何 一 个 子 集 EE clc df 上 一 致 收敛 . 
可 类 似 地 研究 在 y = d 积分 发 散 的 情形 . w 


例 4 积分 册 
/ e-tr dx 
0 


当 + > 0 时 收敛 , 当 t= 0 时 发 散 , 因此 它 显然 在 任何 一 个 具有 极限 点 0 的 正 数 集合 
上 不 一 致 收敛 , 特别 地 , 它 在 全 体 正 数 集 {t e 有 Rjt > 0} 上 不 一 致 收敛 . 
其 实 , 上 面 所 人 氢 容 易 直 接 验证 : 


十 OC 
| ctz2 gy 人 ce 如 +oo， 当 上 一 +0 时. 
Vi 


> EO0 


我 们 要 强调 指出 尽管 如 此 我 们 的 积分 在 与 零 分 离 的 任何 一 个 集合 {te RIt > 
to > 0} 上 是 一 致 收敛 , 这 是 因为 


1 大” _,2 1 2 _,2 、 
<|, e ms 天 人/ du 一 0， 当 b5 一 十 oc 时 . 
c. 含 参 变 量 的 反常 积分 一 致 收敛 的 充分 条 件 


命题 2 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 检验 法 ) 设 函 数 f(7,y)， ga, y) 对 每 个 y < 六 关于 了 在 
任何 一 个 区 间 [oa 中 C [a,wl 上 可 积 . 
如 果 对 每 个 yEY 和 任意 的 XE [a,wl, 有 不 等 式 


|f (zx,y)| < g(x,Y) 


且 积 分 g(x,y)dz 在 Y 上 一 致 站 化， 那么 积分 太 f(x,y)dz 对 每 个 VY € 了 都 绝对 
收 化 ,而 且 它 在 Y 上 一 致 收敛 . 


如 这 从 估计 式 


b> b» 
< / ‘fle ld < / ~ gly)ds 
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及 积分 一 致 收敛 的 柯 西 准则 (命题 1) 即 可 得 证 . > 
最 常 过 到 命题 2 的 这 样 一 种 情况 , 函数 9 根本 不 依赖 于 参 变量 y. 在 这 种 情况 
下 的 命题 2 通常 叫做 积分 一 致 收 伊 性 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 强 函 数 检验 法 . 


例 5 积分 
too cosaz ) 
| 1tz2 
在 参数 a 的 值 的 整个 集合 RR 上 一 致 收敛 ,因为 | 代 始 | < -一 3， 而 积分 
十 工 上 十 了 
十 ce dz 
0 1 十 并 2 收 伍 


例 6 因为 |sinz.er-tz | 和 er- 姑 ,由 命题 2 和 例 3 的 结果 得 知 积分 
十 Co 
/ sinz .et dz 
0 
在 任何 一 个 形 如 {t e 及 |t > to > 0} 的 集合 上 一 致 收敛 ， 因 为 当 t+ = 0 时 积分 发 散 ， 


由 柯 西 准则 的 推论 得 知 , 它 在 任何 一 个 具有 极限 点 0 的 集合 上 不 可 能 一 致 收敛 . 
命题 3 (积分 一 致 收敛 性 的 阿 贝尔 一 狭 利克 害 检 验 法 ) 设 函 数 f(x,y),g(z,y) 
对 每 个 yEY 在 任何 区 间 [a,b] C [a,w|l 上 关于 x 可 积 . 
为 使 积分 , 
/ga 


在 集合 Y 上 一 致 收敛 , 只 要 满足 直面 两 对 条 件 中 任何 一 对 即 可 : 
ai) 存在 常数 M E 了 R, 使 对 任何 be [a,w[ 和 任何 YEY 成 立 不 等 式 


reom 


1 ) 对 每 个 yeEY, 函数 g(x,y) 关于 zx 在 区 间 [a,w[ 上 单调 ， 日 当 z 一 ,ze [a,w| 
时 , g(x,y) 二 0 在 Y 上 . 
02) 积分 


<M; 


/ f(x, y)dx 


在 集合 Y 上 一 致 收敛 :; z : 
B62) 对 每 个 yeY, 函数 g(x,y) 关于 zx 在 区 间 [a,w[ 上 单调 , 且 存 在 常数 M e R， 
使 对 任何 ze [a,w| 和 任何 ye Y, 成 并 不 等 式 


lg(z,y)| < M. 
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二 应 用 积分 第 二 中 值 定 理 , 可 得 


ba £ pa2 
/ (f -9) (zs Wdr = g(b1,Y) / Flv yd + glb2y) {Fle,y)de, 
bi . bi é : 


其 中 ee [61,b2]， 如 果 bi,b2 取 在 点 w 的 足够 小 的 邻 域 We wi(w) 中 , 那么 能 使 上 式 
右 端 按 绝 对 值 来 说 对 所 有 y e Y 都 小 于 任何 一 个 予 先 给 定 的 s > 0. 这 在 第 一 对 条 
件 a1), B81) 下 , 是 显然 的 . 在 第 二 对 条 件 a2), 82) 下 , 如 果 利 用 积分 一 致 收敛 的 柯 西 
准则 (命题 1), 这 也 是 显然 的 . 

这 样 一 来 , 再 次 引用 柯 西 准 则 , 可 推出 , 乘积 f .9g 在 区 间 fa,w[ 上 的 积分 确实 在 
参 变量 值 的 集合 Y 上 一 致 收敛 . > 


例 7 从 反常 积分 收敛 性 的 柯 西 准则 和 阿 贝 尔 - 犹 利克 雷 检 验 法 推出 , 积分 


十 oo oi 
sin zw 
/ — dz 
1 T 


仅 当 a > 0 时 收敛 . 设 ftz,a) = sinz,glz,a) = z ,我 们 看 到 , 当 a > ao > 0 时 ,我 
们 的 积分 满足 命题 3 的 条 件 对 ai), 81). 因此 , 在 任何 一 个 形 如 {a € Rla > ao > 0} 
的 集合 上 , 给 定 的 积分 一 致 收敛 . 在 所 有 正 参 数值 的 集合 {a e Rla > 0} 上 , 积分 不 
一 致 收敛 , 因为 它 在 a = 0 发 散 . 


例 8 积分 
to sinzr 
/ — 6e “ydz 
0 


对 


在 集合 {y e 到 ly > 0} 上 收敛 且 一 致 收敛 . 

4 首先 根据 反常 积分 收敛 的 柯 西 准则 容易 推出 , 当 y < 0 时 , 给 定 的 积分 完全 
是 发 散 的 . 现在 假定 y > 0 并 令 f(z,y) = — g(x,Yy) 二 e-zy, 我 们 看 到 , 命题 3 的 

第 一 对 条 件 as), Bo) 满足 , 由 此 得 出 所 考虑 的 积分 在 集合 {y e Rly > 0} 上 一 致 收敛 . 

> 

总 之 我 们 引入 了 依赖 于 参 变量 的 反常 积分 一 致 收 剑 性 的 概念 , 并 且 指出 了 某 
些 判 别 这 种 收敛 性 的 最 重要 的 检验 法 , 它们 与 相对 应 的 函数 项 级 数 一 致 收敛 性 检验 
法 十 分 类 似 . 在 转 入 下 一 步 之 前 , 我 们 先 做 两 个 注 . 


注 1 为 了 不 把 读者 的 注意 力 从 这 里 引进 的 积分 一 致 收敛 性 的 基本 概念 引 开 , 我 
们 处 处 指明 了 所 谈 的 是 实 值 函数 的 积分 . 现在 容易 清楚 , 所 得 到 的 结果 也 能 推广 到 加 
量 值 函数 的 积分 , 特别 地 能 推广 到 复 值 函数 的 的 积分 . 这 里 只 需 指出 , 在 柯 西 准则 中 ， 
与 往常 一 样 , 要 补充 假设 , 被 积 函 数值 所 在 的 向 量 空间 是 完备 的 (对 于 R,C,R",C” 
这 是 成 立 的 ), 而 在 阿 贝尔 - 狄 利 克 雷 检验 法 中 , 像 函 数 项 级 数 一 致 收敛 性 检验 法 一 
样 , 应 当 认为 乘积 中 被 假设 为 单调 函数 的 那个 因子 是 实 值 的 . 


所 说 的 这 些 对 本 节 以 下 段落 中 的 基本 结果 同样 是 适用 的 . 
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注 2 我 们 研究 过 的 反常 积分 (1), 它 的 唯一 奇 点 是 积分 上 限 w. 可 类 似 地 定义 
各 研究 以 积分 下 限 为 唯一 奇 点 的 积分 的 一 致 收敛 性 . 如 果 积 分 在 积分 区 间 的 两 个 端 
扩 都 有 奇异 性 , 那么 就 把 它 表 成 


人 jh / f(z, Wdz + / f(s,y)dz 


的 形式 , 这 里 c et]wi,wz[， 如果 位 于 等 式 右 边 的 两 个 积分 在 巨 Cc Y 上 都 一 致 收 
敛 . 则 认为 上 面 的 积分 在 妃 上 一 致 收敛 . 容易 验证 这 样 的 定义 是 合理 的 , 即 它 与 点 
C Ew1i, wo| 的 选择 无 天. 


2. 反常 积分 号 下 取 极 限 和 含 参 变 量 的 反常 积分 的 连续 性 


命题 4 设 f(z,y) 是 依赖 于 参 变 醒 y E Y 的 族 函 数 , 并 且 至 少 在 反常 的 意义 下 
在 区 间 ae 乏 Z<w 上 可 积 , 且 By 是 Y 中 的 基 . 如 果 
a) 对 任何 elawl, 在 |o,b 上 关于 基 好 v 有 


f(x,y) 3S vp(7), 


b) 积分 广 f(z,y)jdr 在 Y 上 一 致 收敛 , 那么 , 极限 函数 p 在 [a,w[ 上 在 反常 意 
义 下 可 积 , 且 成 立 等 式 


lim / fz, y)dz = / p(s)dz. (8) 
4 证 明 归 结 为 验证 下 图 


册 
Fl(y) := / f(r)dr 一 -一 / f(z, Wdz =: F(Y) 


bE€E[a,wl| 一 


- 
- 
| 2 | 
we 
ae 


a 


[vis 一 三 


be|a,w| 


左边 的 垂直 极限 过 程 从 条 件 a) 和 在 常 义 积分 号 下 取 极 限 的 定理 (参看 第 16 章 
§3 定理 3) 推出 . 上 边 的 水 平 极限 过 程 是 条 件 b) 的 表示 . 

根据 两 个 极限 过 程 的 交换 定理 , 由 此 推出 , 位 于 对 角 线 下 的 极限 存在 且 相 等 . 

右边 的 垂直 极限 是 已 经 证 明了 的 等 式 (8) 的 左 端 , 而 下 边 的 水 平 极限 按 定义 给 
出 位 于 等 式 (8) 的 右 闪 的 反常 积分 . > 

下 面 的 例子 说 明 , 在 反常 积分 情形 , 为 保证 等 式 (8) 成 立 , 仅 有 一 个 条 件 a), 一 
般 来 说 是 不 够 的 . 


. 370 . 第 十 七 章 含 参 变量 的 积分 


例 9 设 Y= {yeRly>0}), 而 
i 0g<r<y, 
re 


显然 , 在 区 间 0 < z < +oo 上 , 当 y 一 +00 时 , /oz 二 0. 同时 , 对 任何 y ET 


十 ce y y fr 
| f(x, dz = | flzndz= / 空 -1 
0 0Q Q 


y 
因此 等 式 (8) 在 这 种 情况 下 不 成 江 . 
利用 迪 尼 定理 (第 16 章 .$3 命题 2), 从 刚刚 证 明 的 命题 4 可 以 得 到 以 下 有 时 很 
有 用 的 


推论 2 设 对 每 个 实 参 变量 的 值 y E Y C 及 , 实 值 函 数 ffz,y) 是 非 负 的 , 且 在 
区 间 a 万 ZX<w 上 连续 . 如 果 

a) f(z,y) 随 Yy 的 增加 而 单调 增加 , 在 [a,w[ 上 趋 于 函数 p(X)， 

b) vw € C(la,wl, R), 

0) 积分 /plzjdz 收 合 
那么 等 式 (8) 成 立 . 


4 由 迪 尼 定理 得 到 , 在 每 个 区 间 [a,9] C [a,wl, 有 f(x,y) 3S p(x). 

从 不 等 式 0 < f(x,y) < 9p(7) 和 一 致 收敛 性 的 强 函 数 检 验 法 推出 , f(z,y) 在 区 间 
a < x <w 上 的 积分 关于 参 变量 y 是 一 致 收 和 敛 的 . 

这 样 一 来 , 命题 4 的 两 个 条 件 均 被 满足 , 因此 , 等 式 (8) 成 立 . > 


例 10 在 第 16 章 83 的 例 3 中 , 我 们 验证 过 , 函数 序列 f(z) = n(1 一 2z1") 在 
区 间 0 < z < 1 上 单调 增加 , 并 且 当 n 一 +oo 时 , f(z) ln， 


于 是 , 由 推论 2 得 


1 1 1 
lim / ?ll 一 rl/n)dz 一 | ln —dzx. 
NP 0 0 二 


命题 5 如 果 
a) 函数 flz,y) 在 集合 {(Z,y) ERzlae 和 <z<wAc 乞 y 乏 四 上 连续 ， 
b) 积分 F(y) = [* f(z,y)dz 在 [c,d] 上 一 致 收敛 , 那么 函数 F(y) 在 [c, 可 上 连 


4 从 条 件 a) 推出 , 对 任何 be [a,wl, 常 义 积 分 


b 
Fly) = | Fe)dz 
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在 [c,d| 上 连续 (参看 81 命题 1). 
从 条 件 b) 知 ， 在 [c,d| 上 , 当 be [a,wl,b— w 时 ， Fo(y) SS Fy), 由 此 就 推出 ， 2 
数 F(y) 在 [cq 上 连续 , mw 


例 11 在 例 8 中 , 已经 证 明 , 积分 
to sin 
F(y) = / —e vdz (9) 


在 区 间 0 < y < +oco 上 一 致 收敛 , 因此 , 根据 命题 5 能 推出 FP(y) 在 每 个 区 间 [0,dq] c 
[0, 十 oo[ 上 连续 , 也 就 是 在 整个 区 间 0 < y < +ce 上 连续 . 特别 地 , 由 此 推出 


十 co  ， 十 ce ,: 
， SinZ _ Sin 2 
lim / ——e “Ydz = dz. (10) 


3. 含 参 变量 的 反常 积分 的 微分 法 


命题 6 如 果 

a) 函数 f(z,y), 有 (ZT,y) 在 集合 {(z,y) E R*la< x <wAc<y sd} 上 连续 ， 

b) 积分 BG(y) = [< f(z,y)dz 在 集合 了 = [c,d| 上 一 致 收敛 ， 

c) 积分 F(y) = 广 f(z,y)dr 至 少 在 一 点 yo E 了 收 化 ,那么 积分 F(Yy) = 
[*f(z,y)dz 在 整个 集合 了 上 一 致 收敛 , 同时 , 函数 FF(y) 在 了 上 可 微 且 有 


Fy)= | leg)ar 
< 由 条 件 a), 对 任何 pe [a,wl, 函数 


b 

my) = | fo, ya 

在 区 间 c < y < d 有 定义 且 可 微 , 按 菜 布 尼 蒋 法则, 有 
b 

(PW) = f Hl ydr. 


由 条 件 b), 依赖 于 参 变量 be [a,w[ 的 函数 族 (Foe), (Y), 当 b e€ [a,wl,b 一 w 时 ， 
在 [c, dj 上 一 致 收敛 到 函数 &(y). 

由 条 件 c), 当 be la, wl,b6 ow 时 ， Fo (Vo) 有 极限 . z 

由 此 推出 (参看 第 16 章 83 定理 4), 当 b e [a,w[,b 一 w 时 , 函数 族 瑟 (y) 本 喘 
在 [c,d] 上 一 致 收敛 到 极限 函数 F(y). 同时 函数 FF 在 区 间 c < y < d 上 可 微 且 成 立 
等 式 FF'(y) = $(y). 而 这 正 是 要 证 明 的 . > 


例 12 对 于 固定 的 a > 0, 积分 


十 OC 
上 Te “Ydzx 
0 
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在 任何 形 如 {y e Rly > yo > 0} 的 区 间 上 关于 参 变 量 y 一 致 收 和 敛 , 这 是 从 对 所 有 充 
分 大 的 xz € 及 成立 的 估计 式 0 < zee-zy < zee-zy < e-* 推出 的 . 
因此 , 由 命题 6, 函数 


Fl(y) = 三 eydz 
0 
当 y > 0 时 是 无 限 次 可 微 的 , 且 


二 oc0 
FW (y) = CD" 上/ Te “yqd7. 
0 


但 是 F(y) = > 因此 Fy) = 并 ,从 而 推出 


yntl ’ 


二 OC nl 
/ Tr"e™ Tydz = I . 
0 | 


特别 地 , 当 y = 1 时 , 得 到 


例 13 计算 犹 利 克 雷 积分 


为 此 , 回 到 积分 (9) 并 注意 当 y > 0 时 , 有 
十 co 
F'(y) = -| snz:e “Ydz, (11) 


因为 积分 (11) 在 任何 一 个 形 如 {y € 了 > yo > 0} 的 集合 上 一 致 收 合 . 
积分 (11) 容易 通过 被 积 函数 的 原 函 数 计算 而 得 到 


F'(y) = 一 一 当 y > 0 时 . 


十 22 
由 此 推出 
F(y) = -arctan y 十 ce， 当 y>0 有 时， (12) 
当 y +oo 时 , 从 关系 式 (9) 可 以 看 出 ,F(y) 一 0, 因此 从 (12) 式 推出 c= 5, 现在 
从 (10),(12) 式 得 到 F(0) = 了 于 是 ， 


十 co ei 
| dz = 二 (13) 
1 2 


注意 , 在 推导 等 式 (13) 时 用 到 的 关系 式 “ 当 y 一 +co 时 , F(y) 一 0” 不 是 命题 
4 的 直接 结果 , 因为 当 y 一 +co 时 ， ee 却 0 只 在 形 如 {z e RIz > zo > 0} 的 
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区 间 上 成 立 , 而 在 形 如 0 < z < zo 的 区 间 上 一 致 收敛 性 不 成 江 , 这 是 因为 当 z 一 0 
时 , 一 和 e-zy 一 1. 但 当 zao > 0 时， 


也 
十 OO 申 财 门 时 十 ec 让 
sinZ _ sinz _ SinzZ _ 
/ ——e “az = | 一 -一 6 rdz+ | ——e Ydz, 
0 0 Zz0 T 


心 


从 而 , 如 果 给 定 e > 0, 那么 首先 选择 zo 足够 接近 零 , 使 当 z e [0,zo] 时 有 sinz > 0 


且 对 任何 y > 0， 
沙门 0 * 
o< | edr< | 一 dz < = 
0 化 0 i 2 


然后 固定 xo, 根据 命题 4, 只 要 让 y 趋 于 +oo, 便 可 使 在 区 间 [zx0, 十 oo[ 上 的 积分 按 
绝对 值 小 于 s/2. 


4. 含 参 变量 的 反常 积分 的 积分 法 


命题 7 如 果 、 
a) 函数 f(7,y) 在 集合 {(x,y) E RJla< xz <wAc<y<d)} 上 连续 ， 
b) 积分 下 (如 = 万 f(z,y)dz 在 区 间 [c,d] 上 一 致 收 人 证， 

那么 函数 下 在 [c,d] 上 可 积 且 有 等 式 


[ dy 上 f(x,vy)dz = 人 dz [ f(x,y)dy (14) 


< 对 于 be [a,wl, 根据 条 件 a) 和 81 关于 常 义 积分 的 命题 3, 可 得 


[wf sewar= ar tle z (15) 


利用 条 件 b) 和 第 16 章 83 关于 积分 号 下 取 极 限 的 定理 3, 在 等 式 (15) 左 闹 
令 b 一 w,b € fa,w[ 取 极 限 便 得 到 等 式 (14) 的 左 端 ， 而 等 式 (14) 的 右 问 按 反常 
积分 的 定义 就 是 等 式 (15) 右 端 当 b 一 wb e |a,w[ 时 的 极限 . 于 是 , 由 条 件 b), 当 
b 一 w,b€ fa,w| 时 , 从 (15) 式 得 出 等 式 (14). > / 

下 面 的 例子 表明 , 与 两 个 常 义 积分 交换 次 序 的 情况 不 同 , 仅 有 一 个 条 件 a), 一 般 
来 说 不 足以 保证 等 式 (14) 成 江 . 


例 14 考虑 集合 {(x,y) E RI0 < xX<+oo 和 0<y 1} 上 的 函数 f(x,y) = 
(2 一 zy)zye-*Y, 利用 函数 (2 - ve 的 原 函 数 we “， 容易 直接 算出 


1 十 co 十 OC 1 
0 = | ay / (2— zy)rye dz 天 / d | (2— zy)rye “Ydy=1. 
0 0 0 0 z 


推论 3 如 果 
a) 函数 f(z,y) 在 集合 P= {(x,y) E Rla< xz<wAcsy<d} 上 连续 ， 
b) f(x,y) 在 P 上 非 负 ， 
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c) 积分 F(y) = [% f(z,y)dz 作为 y 的 函数 在 区 间 [c,d| 上 连续 ， 
那么 等 式 (14) 成 立 . 


< 从 条 件 a) 推出 , 对 任何 be [a,wl, 积分 


b 
my) = | Fle,y)de 


在 区 间 [c,d] 上 关于 y 是 连续 函数 . 
从 条 件 b) 推出 当 bl < bo 时 Fo(y) < Fo,(y). 
根据 迪 尼 定理 和 条 件 c) 可 推出 , 在 [c,d| 上 , 当 5 一 ww,b € [a,w[ 时 , 所 对 下. 
于 是 , 命题 7 的 条 件 是 满足 的 , 因而 在 所 考虑 的 情况 下 , 等 式 (14) 确实 成 并 . > 
推论 3 表明 , 例 14 与 其 中 的 函数 f(x,y) 不 保 号 有 关 . 
最 后 , 我 们 证 明 两 个 反常 积分 可 交换 次 序 的 一 个 充分 条 件 . 


命题 8 如 果 人 
a) 函数 f(x,y) 在 集合 {(2z， WeRle <r<wNe eye 上 连续 ， 
b) 两 个 积分 


Fwy)= {fewar, aa= f tee 


中 的 第 一 个 关于 4 在 任何 区 间 [c,d] c [cz[ 上 一 致 收 化 ,而 第 二 个 关于 x 在 任何 区 
闻 [o, 引 C [a,w| 上 一 致 收敛 ， 
c) 两 个 了 次 积分 


fw fa ff ea 


中 至 少 有 一 个 存在 ， 
三 各 三 Teom= as teow (16) 
成 立 . 


那么 , 等 式 

< 为 确定 起 见 , 设 c) 中 两 个 累 次 积分 中 的 第 二 个 积分 存在 . 

由 于 条 件 a) 和 条 件 b) 中 的 第 “个 根据 命题 7 可 得 , 对 任何 de [c, wl, 函数 f 
满足 等 式 (14). 

如 果 我 们 证 明了 当 d 一 6,d € fe,w[ 时 , 等 式 (14) 的 右 端 趋 于 关系 式 (16) 的 看 
端 , 那么 等 式 (16) 也 就 获 证 , 因为 这 时 按 反 常 积分 定义 , 它 的 左 端 也 将 存在 , 而 且 束 
是 等 式 (14) 左 端的 极限 . 

今 


a 
$a(z) := / f(x, ydy 
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对 任意 固定 的 de [c, wl, 函数 B4 有 定义 , 且 由 f 的 连续 性 知 , 它 在 区 间 a < xz < 
w 上 是 连续 的 . 

由 条 件 b) 的 第 二 条 知 , 在 任何 区 间 [ww 如 Cc [a,w[ 上 , 当 qd 一 5,d efco 时， 
Ba(T) 二 P(r). | 

因为 |8a(z)| < |fl(z,y)dy =: G(z), 而 积分 [* G(z)dz, 亦 即 条 件 c) 中 第 二 
个 积分 , 按 假定 是 收敛 的 , 根据 一 致 收敛 性 的 强 函 数 检验 法 推出 , 积分 广 Bu(z)dz 关 
于 参 变量 4 一 致 收敛. 

于 是 , 命题 4 的 条 件 是 满足 的 , 且 能 推出 


lim a(n)dz = / $(T) dz. 


“而 这 正 是 我 们 要 证 明 的 . > 
下 面 的 例子 表明 : 与 命题 7 比较 , 在 命题 8 中 出 现 的 附加 条 件 c) 不 是 偶然 的 


例 15 当 4 > 0 时 , 积分 计算 
十 ec 4 


to 2 7 J 7 1 
| (172 十 72]3 “z+, A244y2 ~ A 
也 顺便 证 明了 , 对 任何 固定 的 4 > 0, 它 关于 参 变量 在 整个 实数 集 RR 上 一 致 收敛 . 对 


于 把 dz 换 成 dy 的 积分 可 作 同 样 的 分 析 . 两 个 积分 值 正好 差 一 个 符号 , 直接 计算 说 
明了 这 一 反 : 


| To 02 一 2 7 2 下 
一 一 一 . 
1-/，*/， 本 元 人 wh Ce 4 


例 16” 当 a > 0,6 > 0 时, 非 负 连 续 函 数 的 累 次 积分 


十 ce 十 ce 十 ce 十 Ce 
0 0 0 0 


如 该 恒等式 所 示 , 它 等 于 三 ”ye-ydy . 让 ”use-*du. 这 样 一 来 , 命题 8 的 条 件 a) 
与 c) 是 满足 的 . 对 于 所 考察 的 累 次 积分 ,b) 中 的 两 个 条 件 在 例 3 中 已 经 验证 . 因此 ， 
由 命题 8, 存在 等 式 


十 ec 十 co 十 Co 十 De 
上 ay | ry*+tht1le (ltr)y qr = | dz | ry thtle (te)y gy. 
0 0 0 0 


与 从 命题 7 推出 推论 3 类 似 , 从 命题 8 能 推出 
* 译 者 注 , 本 例题 可 以 看 作 利用 命题 8 计算 累 次 积分 


十 oo 
/ a ro yt+httie (1+e)y aqy 


的 一 个 例题 , 并 引出 下 边 的 推论 4. 
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推论 4 如 果 

a) 函数 f(x,y) 在 集合 P={(z,y) ER?la<x<wAc<&y<wW} 上 连续 ， 
b) f(z,y) 在 P 上 非 负 ， 

c) 两 个 积分 


rw= | flz,y)dr, gz) = / ‘f(z,y)dy 


分 别 是 区 闻 [a,wl, [a,w| 上 的 连续 浮 数 ， 
d) 两 个 末次 积分 


/ dy / “f(x, dr, / dz / ca 


之 中 至 少 有 一 个 存在 , 那么 另 一 个 累 次 积分 也 存在 , 并 且 它 们 相等 . 


< 与 推论 3 的 证 明 一 样 , 由 条 件 a),b),c) 及 迪 尼 定理 推出 , 命题 8 的 条 件 b) 是 
满足 的 . 因为 f > 0, 我 们 的 条 件 d) 与 命题 8 的 条 件 c) 相符 合 , 于 是 , 命题 8 的 全 
部 条 件 都 满足 , 因此 , 等 式 (15) 成 立 . mw 


注 3 正如 注 2 所 指出 , 在 积分 区 间 的 两 个 端点 都 具有 奇异 性 的 积分 可 归结 为 
两 个 积分 的 和 , 它们 中 的 每 一 个 仅 在 一 端点 具有 奇异 性 .这 就 使 这 里 证 明 的 命题 和 
推论 能 适用 于 在 区 间 jwi,w2[C 及 上 的 积分 的 情况 . 显然 , 在 这 种 情况 下 ,以 前 在 区 
闻 fa, 中 C [a,w[ 成 立 的 那些 条 件 , 现在 应 当 在 区 间 [a,9] Cjwi,wz[ 成 立 . 


例 17 利用 交换 两 个 反常 积分 的 次 序 证 明 
too 2 l 
| ce ”dz = BV (17) 


这 是 有 名 的 欧 拉 - 泊 松 积分 . 
< 首先 注意 , 当 y > 0 时 


十 co 2 十 Co 2 
J = 上 e ”du 一 y | e“ (2Y) dz. 
0 0 


以 及 等 式 (17) 的 积分 值 不 随 把 积分 理解 为 半 开 区 间 [0,+oo[ 上 的 积分 或 开 区 间 
10, 十 oo[ 上 的 积分 而 改变 . 于 是 ， 


十 ce 2 +oo 2 十 oo 2 十 ec » 
上 ye y ay | etzy) dz -| Eee dy | e™* du = 7, 
0 0 0 0 


这 时 关于 y 的 积分 是 在 开 区 间 ]0, 十 oo[ 上 取 的 . 
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正如 我 们 将 要 验证 的 , 在 这 个 累 次 积分 中 , 交换 关于 变量 zx 和 y 的 积分 次 序 是 
允许 的 , 因此 


十 oo 十 cc 十 oo 
1 QT 开 
J* 一 d -(l+2°)y yy 二 ; | 丰 
/ -| J 一 2 人 is 4 


由 此 立刻 得 到 (17). 
现在 证 明 交 换 积 分 次 序 的 合理 性 . 
函数 


tr)y 1 
. = 
人 J 1 2(1 + v2) 
当 x > 0 时 连续 , 而 函数 
十 ec 
/ ye-(i+z ) dz 一 e-y .J 
0 


当 yy > 0 时 连续 . 考虑 到 上 边 所 作 的 一 般 的 注 3, 根据 推论 4, 即 可 推出 交换 积分 次 
序 确实 是 合理 的 . e 


练习 


1. 役 a 二 a0 < al <.… < an < .< w, 用 级 数 和 二 only) 的 形式 表示 积分 (1), 其 
中 pn(y) = ”f(z,y)dz， 证 明 : 当 且 仅 当 对 上 述 形式 的 任意 序列 {an} 相应 的 级 数 
pn(z) 在 集合 CY 上 都 一 致 收 伍 时 , 积分 (1) 在 集合 上 一 致 收敛 . 

2,，” a) 根据 注 1, 对 被 积 函数 是 复 值 函数 的 情形 建立 第 1 段 的 全 部 理论 
b) 验证 注 2 所 说 的 论断 . 

1 


3. 验证 : 函数 Jo(z) = = 太 Cos Ze 凡 满足 贝 塞 尔 方程 yY 十 ~-Yy 十 YY 三 0 


Vi 去 
oo 1 . 
4， a) 根据 等 式 ”5 竺 jz 一 后， 证 明 


三 dy T (2n— 3)1 1 
o ( 


人 EL EY -了 


2 \、 —n |， 
C) 证 明 : 当 n 一 +oo 时 ,在 RR 上 ,(1+ 当 ) ~Ne 且 
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d) 试 推 证 下 面 的 瓦 里 斯 公式 
Ti (2 一 3 1 
noo ( 20 一 2 VA 


5. 利用 等 式 (17), 证 明 : 
a) 万” e-” cos 27Yydz = > Vie 


b) ~ e-* sin2zydz = e-Y ho et dt. 
6. 试 证 : | 
利用 下 式 中 的 这 两 个 积分 作为 参 变量 t 的 函数 都 满足 方程 y' + y = > 且 当 t 一 +oo 时 赵 
于 零 的 事实 证 明 , 当 t > 0 时 成 立 恒等式 


十 oo —tx 十 oO _.: 
[ e gr = / sin(Z — t) dz 
0 t 


1 十 22 T 


1 /2 1 
p arctanz 
hm) Row ew) 
K(k= fr op 一- 现 积 分 . 
其 中 K(h) = -用 一 jz 是 第 类 全 梢 贺 积 分 
8. a) 设 a > 0,b > 0, 并 利用 等 式 


十 cc b 十 ce -一 CT “一 pr 
[fmt ea 
0 a 0 L 


计算 它 右 端的 积分 . 
b) 设 a > 0,b > 0, 计算 积分 


十 ce ee 一 az 一 ce 一 bz 
-一 一 一 Cos207 
0 I 


c) 利用 狭 利 克 和 雷 积 分 (13) 和 等 式 


too b to cosar — cosbz 
[ ~/ sin xydy = 上 一 一 一 doc， 
0 L a 0 了 


计算 该 等 式 右 端的 积分 . 
9. a) 试 证 : 当天 > 0 时 


十 Ce 十 oo 2 十 oo 十 oo 2 
[ et sintat / er du = / au eKtu Jt sintadt 
0 0 0 0 


b) 试 证 上 述 等 式 当 值 = 0 时 仍然 有 效 . 
c) 利用 欧 拉 - 泊 松 积分 (17) 验证 


1 /~ et du 
Vt VJo 
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d) 利用 最 后 的 等 式 和 关系 式 


too 1 三 sint [~ 1 co cost 
. 2 2 
SinZ dr 一 一 —— dat, cos T dz = 5 人 —— dt 
人 2 Jo vt 0 2 vt 
得 出 菲 涅 耳 积分 , 
[ Sinz dx, 上 
0 


1 jj” 


10. a) 利用 等 式 


to ginz too ， too _， 
/ ~ dz= | sinzdz / e “ay 
并 根据 累 次 积分 中 交换 积分 次 序 的 可 能 性 , 重新 求 出 例 13 中 犹 利克 和 雷 积分 (13) 的 值 . 
b) 试 证 : 当 a > 0,8 > 0 时 ， 


3B<o 


十 co oi 
Sin 人 
上 cos DZdrzr = TT 
0 L 4 b 二 0, 


0, b>a. 


这 个 积分 通常 称 为 犹 利克 雷 间断 因子 . 
c) 设 a > 0,8 > 0, 验证 等 式 


TT 
™ 一 CQ 和 密 


人 
二 oo 。， 一 < 
上 Sin ox sin pz _ | 30 bgoa, 
0 T 
2 


d) 试 证 : 如 果 a, al…… ,an 是 正 数 , 且 a > 5 a 那么 
4 一 工 


T 
d= ~All an， 


to sinaxsinaz sinanz 
0 T 2 I 2 


11. 考虑 积分 
F(y) = / f(x, Yy) g(x)dz, 
这 里 9 是 在 [a,w[ 上 局 部 可 积 的 函数 ( 即 对 任何 b € [a, wl, glia,s] € Rla,)). 对 比 命题 5- 一 8， 
假设 函数 矿 每 每 满足 它们 的 条 件 a), 如 果 在 这 些 命题 的 其 他 条 件 中 , 把 积分 号 下 的 f(z, 9y) 
换 成 F(z,y)g(z). 试 证 , 在 现在 这 些 条 件 下 , 能 够 利用 81 问题 6, 逐 字 逐 句 重复 命题 5 一 8 的 
证 明 , 推出 相应 的 结论 : 
a) F €e Clc,d] 
b) FeOCVec,dl, 8 
,,、_ [* 0f 
FW = | Beware)d 
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[rw (sew) 


d) 下 在 [cz 上 在 反常 积分 意义 下 可 积 , 且 


三 F(y)dy = 上 三 (f° ftc gotajdy】 dz 


cc) Fe Ric,d,H 


83 欧 拉 积分 
在 这 一 节 与 下 一 节 中 , 将 展示 以 上 所 讲 的 理论 在 一 些 对 分 析 数 学 很 重要 的 具体 
的 含 参 变量 积分 研究 中 的 应 用 . 
仿效 勒 让 德 , 称 特殊 函数 
B(a, DO) := | xz-1(1— zr) dz (1) 
十 DO 
LT'(a) = zc ezdr (2) 


分 别 为 第 一 类 和 第 二 类 欧 拉 积分 . 它们 中 的 第 一 个 称 为 欧 拉 6 函数 (贝塔 函数 ), 而 
特别 经 常用 到 的 第 二 个 , 称 为 欧 拉 函数 ( 伽 玛 函数 )， 

1. 6 函数 

a. 定义 域 


积分 (1) 在 积分 下 限 有 收敛 性 的 必要 与 充分 的 条 件 是 a > 0. 类 似 地 , 积分 (1) 
在 积分 上 限 有 收敛 性 的 必要 且 充 分 条 件 是 6 > 0. 
这 样 , 函数 B(a, 6) 当 同 时 满足 两 个 条 件 a > 0,8 > 0 时 有 定义 . 


注 在 这 里 我 们 处 处 假定 a, 8 是 实数 , 但 是 应 该 注意 , 8 函数 和 函数 的 性 质 
的 最 全 面 的 描述 和 这 些 函 数 的 最 深刻 的 应 用 , 是 和 参 变量 为 复 值 的 情形 联系 者 的 . 


b. 对 称 性 
我 们 来 验证 
B(a,f) = B(B, a) (3) 
< 为 此 , 只 要 在 积分 (1) 中 做 变量 替换 = = 1 -上 即 可 . > 
c. 递 推 公 式 
如 果 a > 1, 则 成 并 等 式 
B(o,8) = oF-1B(e 16) (4) 


$3 欧 拉 积分 
< 当 a> 1,6>0 时, 利用 分 部 积分 法 和 恒 等 变 换 , 得 到 


B(a, 8) = -ze 一 oj 十 | T° 2(1 — zdzr 
a—1 OY— —1 —1 
=- [ zc *((1— zx) i (1— 7z) ir)dzr 


一 “Ba 一 1,8) 一 Be, 有) 


由 此 立刻 推出 递 推 公式 (4). > 
考虑 到 公式 (3), 现在 能 够 号 出 6 函数 的 递 推 会 却 


CT1 
CQ 十 太一 


Bl(a, B) = : TB(to, 1) 


当然 假设 6 > 1. 


从 6 函数 的 定义 直接 看 出 B(a,1) = =， 因此 , 当 m e N 时 , 我 们 得 到 


n—1 9 一 2 nm— (nm1) 
a+n-l ai+n-2 a+n-(n-1) 
(no—1)! 
alat+1). (aa 十 了 一 1 


特别 地 , 当 m,n e N 时 , 有 


B(a,n) = 


(m — 1)!(n— 1) 


Blm,n) = (m+n-1)! 


4 西数 的 另 一 种 积分 表示 
5 函数 的 如 下 表示 有 时 是 很 有 用 的 


十 co yc 一: 
Bta, p) = | re 


4 通过 变量 替换 z = 1 人 (1) 即 能 得 到 (7). > 


2. 三 函数 
a. 定义 域 


B(a, 1) 


381 . 


(4 ) 


(6) 


从 公式 (2) 看 出 , 给 定 的 耳 函数 仅 当 a > 0 时 在 下 限 零 处 收敛 , 而 在 上 限 无 穷 


远 处 , 由 于 快速 递减 因子 e-*, 对 任何 a € RR 都 收敛 . 
于 是 函数 当 a > 0 时 是 有 定义 的 . 
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b. 光滑 性 和 导数 公式 
六 函数 是 无 限 次 可 徽 的 , 且 


十 co 
ra) = | zc nz ezdz， (8) 
0 


< 首先 验证 , 对 任何 固定 的 ne N, 积分 (7) 关于 参 变量 a 在 每 个 区 间 [a,48] C 
10, 十 oo[ 上 一 致 收 合 . 

如 果 0 < aa 和 wa, 那么 (因为 ze/2lnnzy 一 0, 当 z 一 +0 时 ) 能 找到 c。 > 0， 使 得 
当 0 <x < c， 时， 


2 一 1 


[zc "lIn"*z.e |<Zz? 


因此 , 根据 一 致 收敛 性 的 强 函 数 检验 法 能 够 推出 积分 
[f° riln"rz.e ?dz 
0 


关于 a 在 区 闻 fa, 十 oo[ 上 一 致 收敛 . 
如 果 a < b< +oco, 那么 当 z > 1 时 ， 


iz-iln"z.e | < 2 |ln" zle ， 


从 而 可 类 似 地 推出 积分 


十 OO 
Tr nnz.e-zdr 
Cn 


关于 a 在 区 间 ]0,9] 上 一 致 收敛 . 
综合 这 些 结果 , 我 们 得 到 积分 (7) 在 任何 一 个 区 间 [a,8] Cj0, +oco| 上 一 致 收敛 . 
但 在 这 些 条 件 下 , 对 积分 (1) 施行 积分 号 下 的 微分 法 是 合理 的 . 这 就 表明 , 在 任 
何 一 个 这 样 的 区 间 [a,9] 上 , 因而 在 整个 a > 0 的 区 间 上 , 函数 是 无 限 可 微 的 ， 且 
等 式 (8) 是 正确 的 . > 


c. 递 推 公式 
成 立 下 面 本 函数 的 递 推 公式 . 

rT(a+1)= ar(a). (9) 
< 利用 分 部 积分 法 , 当 a > 0 时 , 求 得 


十 a | rle ?dz 
0 0 


二 00 
一 a | Ze ezdz =:al(a).P 
0 


十 OC 
IT(a+1):= / re ”dr 一 一 Ze 
0 


83 欧 拉 积分 383 . 
因为 了 (1) = 三 ”ee-*dz = 1. 我 们 推出 , 当 neN 时 ， 
LT(n+1)= nl!. (10) 


这 样 一 来 ,函数 原来 是 和 数论 的 算术 函数 nl 暴 密 联系 的 . 


d. 欧 拉 -高 斯 公式 
通常 称 下 面 的 等 式 
四 a (no 1)! 
Ta) = Him n a(a+1). .…. :(a+n—1) (11) 


为 欧 拉 一 高 斯 公式 
4 为 了 证 明 它 , 我 们 在 积分 (2) 中 作 变 量 替换 z = ln ~ 得 到 函数 的 新 积分 


表示 
TFT(a) = 人 In® (35) du. (12) 


在 第 16 章 §3 的 例 3 中 曾经 证 明 , 函数 序列 fi,(4) = n(1 一 wi/"), 当 n 一 00 时 ， 
在 区 间 0 < wu < 1 上 单调 递增 收敛 到 函数 In=. 利用 82 的 推论 2( 也 可 参看 82 例 
10) 推出 , 当 w > 工时 


a—1 l 1: a—1 l ,ll/nya—l 
| ln (5) du= lim n | (1 wu/ )® du. (13) 
在 最 后 的 积分 中 作 变 量 替 换 v = wm, 从 (12),(13),(1),(3) 和 (5) 得 到 
1 
IT(a) = lim | vl-v) dv= lim n°*B(n,a) = lim n°Bla,n) 
ROO 0 + 0O0 广 一 全 OO 


mn 、 -- 
Ho a(a+1)..…. :.(a+n—1) 


将 递 推 公式 (4) 和 (9) 应 用 到 对 a > 1 已 证 明了 的 关系 式 T(a) = lim n°B(a, n) 中 ， 
便 可 确认 公式 (11) 对 所 有 a > 0 是 正确 的 . > 


e. 余 元 公式 
当 0 <a<1 时 , 称 耳 函数 的 自 变量 a 与 1-a 是 互 余 的 ， 因此 等 式 


rr(o)T(1- a) = Oe (0<a<l) (14) 


叫做 荆 函数 的 余 元 公式 . 
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.384 . 
< 利用 欧 拉 - 高 斯 公式 (11), 经 过 简单 的 恒 等 变 形 之 后 , 求 得 
rT(o)T(1 — oa) 
= mn, (7 ”Ga +1)- " - 人 +no1) n° (1 — a (nm 一 本 
= lim |n - 
| (+ 人 + 


” 《15) 


但 是 成 并 古典 的 展开 式 
sin Ta = Ta II ( — 和) . (16) 


二] 


(现在 我 们 不 讲 它 的 证 明 . 因为 ， 后 边 研究 傅 里 叶 级 数 的 时 候 , 它 将 作为 一 般 定理 的 


应 用 的 一 个 简单 例子 而 得 到 , 参看 第 18 章 82, 例 6) 
对 照 关 系 式 (15) 和 (16) 就 得 到 公式 (14). 
从 公式 (14), 特别 地 , 能 得 到 ” 


注意 到 
r (3) -et (17) 


这 样 一 来 , 我 们 再 次 得 到 欧 拉 - 泊 松 积分 值 
十 oo 2 ] 
| 已 du = PVT. 
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3. 8 函数 和 卫 函数 的 联系 
对 照 公 式 (6) 和 (10), 能 够 猜 出 6 函数 与 六 函数 之 间 成 立 下 面 的 关系 式 : 


/ 工人 Ga) TB) 
Bl(a, 8) = Ta 


(18) 
我 们 来 证 明 这 个 公式 . 
< 注意 到 , 当 y> 0 时 
FT(a)] 三 入 1/ T° ezyd7， 
因此 也 成 立 等 式 


La 十 By — ya 一 1 [- rotB—1o—(l1+ 7 gy 
(1 + th 0 


利用 它 并 考虑 到 公式 (7), 我 们 得 到 


十 Co ww Qa—1 
Fe+ 有 Ba 有 = [ 人 人 


十 ce 十 Co 
- | (wf stote (teds ) dy 

0 0 
， 十 co 十 co 
:| (/ yr lst te (tedy dr 

0 0 z 

十 oo 十 co 
= / (se sey) 1e evay ) dz 

0 0 


十 co / 十 oo 
= / (ze utedu dz =T(a):.T(8). 
0 0 


我 们 还 需 解释 带 惊 叹 号 的 等 式 . 但 它 是 在 82, 例 16 中 已 经 研究 过 的 . > 
4. 一 些 例子 


最 后 我 们 考虑 互相 联系 的 几 个 例子 ,在 这 些 例子 中 将 会 遇 到 上 面 所 讲 的 特殊 函 
数 一 一 6 函数 和 卫 函数 . 


例 二 


dy 


/2 1 Q 及 
:OO—1 3—1 
sinc cos wdop = =B 筷 5 ) (19) 
上 2 \22 


4 为 证 明 该 式 , 只 需 在 积分 中 作 变 量 替 换 sn2p = z 即 可 .> 
利用 公式 (18), 能 用 函数 表示 积分 (19) . 特别 地 , 注意 到 (17), 得 到 


7/2 nT/2 VT 1 (=) 
/ sinc- pdy = | cosa -opdp = 一 一- 一生 一 一 (20) 
0 0 


2 ww 二 lnN\ 
FF (二 一 - 
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例 2 半径 为 的 一 维 球 -一 这 就 是 一 个 区 间 , 而 它 的 (一 维 ) 体积 Vi(7), 也 
就 是 这 个 区 间 的 长 2r. 于 是 , Vi(7) = 27. 


如 果 假 定 半径 为 7 的 (n 一 1) 维 球 的 ((n 一 1) 维 ) 体积 用 公式 V_i1(7) = cn_17r”* 
表示 , 那么 , 作 沿 截面 的 积分 (参看 第 11 章 84 例 3) 得 到 


7 T/2 
WV,(7) = / cn_1(7* — £2) 3 dz 一 (of COS™ pe 7, 
一 人 一 和 /2 
亦 即 友 (r) = cnr", 这 里 


2 
cn 一 2cn 1 | COS “dp. 
0 


由 关系 式 (20), 最 后 这 个 等 式 能 写成 如 下 形式 


(3 
‘Cn = VT 


一 Cn 一 1， 
人 十 之 
(全 
于 是 


但 c=2, 而 7 (3) =; 


c，” 二 一 一 一 一 一 . 
" 二 2 
(3 ) 
因此 ， 


十 2 " 
ro 
或 同样 地 ， 


/ 
pr 7 , (21) 
2T (3) 
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例 3 从 几何 意义 看 dV(7) = 5%_1(7)dr 是 明显 的 , 这 里 5%_1(7) 是 Rr 中 半径 
为 了 的 n 维 球 的 (n 一 1) 维 球 面 的 面积 . 
这 样 一 来 , S。:(r) = 全 (r), 从 而 , 从 公式 (21) 得 到 


9 n/2 
Sn_1(7) 一 一 1 一. 


To 
上 十 了 
c) (a0) 二 i zc (1 一 TZ)5 一 ln xdz. 


入 


? 一 2 十 
d) f+™ zrdr _a (2) B (tt,r et) 


b) B(a,1—a)= /0 dz 


(a+bz)"” qa ‘6 4 9 
e) 十 oo dz 证 
9 Vl+i+zrx" nsin— 
f) 二 oo dz 27 
0 1+z3 3V3 
Qa—1 
+oo T dz 人 
一 1). 
8) 加 1 十 立 sin 7Q (0<a<yl 
Cl1 1 nn Tt 
十 oo 出 jn Zz d i 
一 一 一 dz = 了 一 (一 一 1). 
h) jo 1 十 Z “or (Ba) (0<a < 1 
1 1 _ 
i) 由 极 坐 标 方程 r” = an cosnp 给 出 的 曲线 的 长 度 可 用 公式 aB (二 支 ) 表示 (n < 
N,a > 0). z 


2. 证 明 : 
a) T(1) = 7T(2); 
b) 六 函数 的 导数 在 某 点 zo E]1, 2[ 为 零 ; 
c) 函数 在 区 间 ]0, +oc[ 上 是 单调 上 升 的 ; 
d) 工 函数 在 区 间 ]0, zo[ 上 单调 下 降 , 而 在 区 间 [zo, 十 co[ 上 单调 上 升 ; 


T—1 
e) 积分 hb 区 二 jn la 当 x = 二 xo 时 等 于 零 ; 
du tw, 


1 和 
f) T(a) ~ 二 , 当 a 一 +0 时 ; 
g) lim /~™ ez dz=1. 


3、 欧 拉 公 式 
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a) 证 明 : 
nl 
2 k nk 
w= [ra)r (a ) 
b) 验证 : 
nn—l 
Fo - 
sin 一 sin2 一 ， .sin(n 一 1) ~ 
c) 根据 恒等式 人 一 一 条 (2 一 将 ), 当 z 一 1 时 ,得 到 下 面 关系 式 
n—1 
n= [la 一 e 7), 
一 1 
从 它 又 得 到 关系 式 , 
n = 2 sin “7 
kk 二 1 n 


d) 试 利用 最 后 的 等 式 推出 网 拉 公式 . 
4. 勒 让 德 公式 
r(o)T (e+3) VT (20). 


分 一 D2a—1 


a) 证 明 : 
1/2 1 ] 2 a—1 
B(o,o) =2/ (i- (#9) ) dz. 
b) 在 上 述 积分 中 作 变 量 替换 , 证 明 : B(a, a) = -TB (=) ， 


c) 推出 勒 让 德 公 式 . 


5. 仍然 使 用 §1 中 问题 5 的 记号 , 试 给 出 一 个 方法 , 使 能 借助 欧 拉 积分 能 完成 这 个 问题 的 第 二 
部 分 , 也 是 更 加 奥妙 的 部 分 . 


wr 
a) 注意 , 当 大 = -万 时 , 将 有 k, 且 


加 ni2 Ti/2 
gE=E= / /1 ~ 5 sin? pdy, R=Kk= | dp . 
0 2 0 1 1 |,» 
; on Pp 


2 
V3 


1 1 1 1 31 
K=—B[-,-), 2E~K=—B|-,-|. 
2V2 € ;) 2V2 € ;) 


4 wr 
c) 现在 得 到 , 当 上 = < 时 , 有 


b) 经 过 相应 的 变量 替换 , 由 这 些 积分 所 归结 成 的 形式 推出 , 当 上 = -到 时 ,有 


ERK+EK~- KEK=>. 
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. 拉 比 乌 积 分 三 inT(x)dzx. 
证 明 : 
a) f° lnT(z)dz = fo InT(1 — 2)dz. 
b) fo InT(z)dzr = 3 ln7— 一 -J In sin zdz. 


人 


) 
) fr lnsin zd nsin2ede ~ Hin 
) 
) 


d 良和 insinzdz = 一 本 In 2 
e 三 inT (ods = In VE. 


. 利用 等 式 


] “59 3—1 —xy 
二 = y © dy 


并 根据 交换 相应 的 积分 次 序 的 可 能 性 ， 验证 : 


+o0 COS QZ Ta 
a) ST (0<oa<l). 
h Z 27'(Q) cos 
。 B-1 
b) d= (0< 有 < 2). 
” 2T(B) sin 六 


c) 现在 再 次 计算 狄 利克 雷 积分 /+ Fd 的 值 以 及 菲 涅 耳 积 分 /+ cos z2dz， 
三 有 sinz2dz 的 值 . 
. 证 明 : 当 aw > 1 时 加 
/ 一 dz = (a).:.C(a). 
0 cz 一 


这 里 《(a) = 二 了 一 古 黎 受 6 函 教 . 
， 高 斯 公式 在 第 16 I 83 例 6 中 , 给 出 了 由 高 斯 用 超 几 何 级 数 的 和 引进 的 函数 


tt (tn DAB+D). (B+n- 1) 


F(a, DT 7) ny +1)-- (y+n—1) 


nt 二 1] 
证 明 : 成 立 下 面 的 高 斯 公式 


TY)TG7 一 ca 一 DO 


mm Th-oro A) 


a) 把 函数 (1 - tz)- 展开 成 级 数 , 证 明 : 当 aw >0,Y 一 a > 0, 且 0<z<1 时 ,积分 
1 
Pa)= /1 ta-101 17-c-101 12) -Sd 
0 


能 表示 成 
P(z) = >、 Pr”. 


二 0 


中 拉 比 (L. Raabe) (1801 一 1859) 一 一 瑞士 数学 家 和 物理 学 家 . 
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的 形式 , 其 中 


p87-D Btn Dd) TlotnrO-o 
| n T(y+n) 
b) 证 明 
p= COIO-Y .olat+l) (otn- DPB+D (+n Dd) 
TO ny(Y+1):……(y+n— 1) 
c) 现在 证 明 : 当 a>0,yY-a>0 且 0<xz<1 时 ， 


P(z) = me F(a, Bo 


d) 在 补充 条 件 y 一 a 一 8 > 0 下 , 说 明 能 在 最 后 的 等 式 两 边 令 x 一 1 一 0 取 极 限 的 理由 ， 


并 证 明 
(OTO -a Hb) ToTO- .po pm TD 
r(y— 8B) TO) 和 
从 而 , 得 出 高 斯 公式 
10. 斯 特 林 中 公式 
证 明 : 
a) In = + 2 一 2z 2 ,总 |z| <1 时 
< 一 2 


Ni 1 1 1 1 1 
a - + Ta nr 5 Qnt) 7 (Qnty 


1 ] 
Cj 1< (nt3)m (ti) <1+ 记 DT 当 n EN 时 . 


f) bn = ane- 是 单调 递增 数列 . 
g) nl! = cnt .entI 攻 ， 其 中 0 < 2 < lc== lim an 一 lim pn， 


h) 从 关系 式 snrz xz 首 _ 5 当 z = 时 能 推出 瓦 里 斯 公式 


四 (n!)*22"7 1 
i) 成 立 斯 特 林 公式 人 
nl 一 V2nn (=) ez ， 0< 9. < 1. 
e 
j) T(z+1)~ V2nz (=) ,， 当 zx 一 十 6 时 . 


”@ 斯 特 林 (D. Stirling) (1692 一 1770) 一 苏格兰 数学 家 . 
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11. 证 明 ， 


ro) = DE. 二 + ed 
全 人 十 Nn: ] | 


可 用 这 个 等 式 对 除 后 0, 一 1, 一 2,.…: 以 外 的 复 z EC 定义 T(z). 
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1， 物 理 问 题 中 的 卷 积 (启发 性 想法 ) 


各 种 各 样 的 仪器 以 及 自然 界 中 的 有 生命 的 和 无 生命 的 系统 , 都 是 在 实现 自己 特 
有 的 功能 , 对 外 界 的 每 个 作用 f ,以 相应 的 信号 f 回应 . 换 句 话说 , 每 一 个 这 样 的 仪 
器 或 系统 都 是 一 个 算 子 4 , 它 把 输入 信号 f 变换 为 信号 f= Af 输出 , 当然 , 每 一 个 
这 样 的 算 子 有 自己 所 能 接受 的 信号 的 区 域 (定义 域 ) 以 及 对 这 些 信和 号 回应 的 形式 ( 值 
域 ). 对 于 较 广 泛 一 类 的 实际 过 程 和 仪器 来 说 , 保持 位 移 的 线性 算 子 4 是 一 个 合适 的 
数学 模型 


定义 1 设 4 是 一 个 线性 算 子 , 它 作 用 在 由 定义 在 及 上 的 实 (或 复 ) 值 函 数组 
成 的 线性 空间 上 , 且 在 同一 空间 中 取 值 . 用 元 ,表示 位 移 算 子 , 它 作 用 在 同一 空间 上 ， 
按 规 律 
(Tio f)(t) := f(t — to) 


确定 . 如 果 对 于 算 子 4 的 定义 域 中 的 任何 一 个 函数 f 都 成 立 等 式 
4Uto 乃 一 Ti (Af), 


则 称 算 子 4 是 位 移 不 变 算 子 (或 保 位 移 算 子 ). 

如 果 t 是 时 间 , 那么 关系 式 A4o 了, = Ti,o 4 可 以 解释 成 那样 的 一 个 假设 : 仪器 
4 的 性 质 不 随时 间 变 化 : 仪器 对 信号 f(t) 与 f(t 一 t0) 的 响应 仅仅 区 别 于 时 间 位 移 
to, 在 其 他 地 方 没 有 什么 不 同 . 

对 于 任何 一 个 仪器 4 都 有 下 面 两 个 基本 问题 : 第 一 , 预测 仪器 对 任意 输入 信和 号 
f 的 响应 fi, 第 二 , 已 知 仪器 的 输出 信号 f, 确定 (如 果 可 能 的 话 ) 进入 仪器 的 输入 信 
号 了 . 

现在 我 们 在 启发 式 水 平 上 , 针对 位 移 不 变 线 性 算 子 4, 来 解决 上 述 两 个 问题 中 
的 第 一 个 , 一 个 简单 而 重要 的 事实 是 , 为 了 描述 这 样 的 仪器 4 对 任何 输入 信号 f 的 
响应 六 只 要 知道 仪器 4 对 于 脉冲 作用 5 的 响应 E 就 可 以 了 . 


定义 2 仪器 4 作用 在 单位 脉冲 5 上 的 响应 B(t) 叫做 仪器 装置 函数 (在 光学 
里 ), 或 者 叫做 仪器 的 脉冲 响应 (函数 )( 在 电工 学 里 )， 
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通常 , 我 们 将 采用 比较 简短 的 术语 : “脉冲 响应 (函数 )” 

暂且 不 深入 到 细节 里 , 壁 如 , 用 图 100 中 务 出 的 函数 560.(t) 来 模拟 脉冲 , 并 认为 
这 个 模拟 在 保持 脉冲 的 总 “能 量 ” a . = = 1 的 情况 下 , 随 着 “脉冲 ”长度 a 的 不 断 
减 小 变 得 越 来 越 精确 . 为 了 模拟 脉冲 , 代替 阶梯 函数 也 可 以 利用 满足 自然 条 件 


fa 之 o, / falt)jdt =1, 且 当 a 一 0 时 有 / falt)dt — 1 
R U(O) 


的 光滑 函数 (图 101), 其 中 U(0) 是 t= 0 的 任意 一 个 邻 域 . 


dalt) 


100 : 图 101 


应 该 认为 函数 E(t) 是 仪器 4 对 理想 的 单位 脉冲 (遵照 狄 拉克 , 用 6 表示 ) 的 啊 
应 , 而 仪器 4 对 脉冲 5 的 模拟 输入 信号 的 响应 将 随 着 模拟 输入 信和 号 的 改善 趋 于 函数 
E(t). 

当然 , 这 指 的 是 算 子 4 有 某 种 (暂时 还 没有 精确 表述 的 ) 连续 性 , 即 当 输入 信号 
f 连续 变化 时 , 仪器 的 响应 f 也 连续 变化 . 

例如 , 如 果 取 阶梯 函数 序列 fen 二 
中 An(t) := 61(t)( 图 100), 那么 , 令 杞 。 
AAn, 得 到 46 := 已 = lim En = lm AAn. 

现在 考虑 输入 信 号 有 图 102 以 及 画 在 
图 上 的 分 段 常 值 函 数 L(t) = 2 f(Ti)6n(t — 
i)h. 因为 当 有 一 0 时 ,及 一 了 ,那么 应 当 
认为 也 有 102 


=Al,— Af=f， 当 hh 一 0 时. 


* 译 者 注 , 这 里 原文 是 采用 术语 “装置 函数 ”, 考虑 我 国 的 习惯 , 我 们 改 用 控制 论 中 通用 术语 “ 肪 
冲 响应 (函数 )”. 
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但 是 , 如 果 算 子 4 是 线性 和 保持 位 移 的 , 那么 
ln(t) = 2 fr) Enlt — Th, 
其 中 Ei = A6n. 于 是 , 当 hh 一 0 最 终 得 到 
_ 人 f(T)B(t — tT)dr. (1) 


公式 (1) 解决 了 上 述 两 问题 中 的 第 一 个 , 它 用 一 个 特殊 的 依赖 于 参 变量 上 的 积 
分 表示 出 了 仪器 4 的 响应 f(t). 这 个 积分 完全 由 输入 信号 f(t) 与 仪器 4 的 脉冲 啊 
”应 函数 E(t) 所 确定 . 从 数学 的 观点 看 , 仪器 4 和 积分 (1) 简直 就 是 同一 个 东西 

顺便 指出 , 现在 可 以 把 由 输出 信号 f 确定 输入 信号 f 的 问题 归结 为 求解 关于 f 
的 积分 方程 (1) 的 问题 . 


定义 3 由 关系 式 
(ux oo) = f lye ~ Way 本 


(假定 对 一 切 x e 到 ,该 式 中 的 反常 积分 存在 ) 确定 的 函数 v*v : 民 一 C 叫做 函数 
4 有一 C 与 :有 一 C 的 卷 积 . 


于 是 , 公式 (1) 断定 , 保 位 移 的 线性 仪器 4 对 由 函数 f 给 定 的 输入 的 啊 应 是 函 
数 了 与 仪器 4 的 脉冲 响应 函数 巨 的 卷 积 f * 五. 


2. 卷 积 的 一 些 一 般 性 质 
现在 从 数学 的 观点 考察 卷 积 的 基本 性 质 . 
a. 存在 性 的 充分 条 件 


首先 回忆 某 些 定义 和 记号 . 

设 1:G 一 C 是 定义 在 开 集 GC R 上 的 实 或 复 函 数 . 

如 果 每 一 点 ze G 都 有 邻 域 U(x) Cc G, 使 函数 ja 在 U(z) 中 可 积 , 则 称 函 
数 是 G 上 的 局 部 可 积 函 数 . 特别 地 , 如 果 G = 及 , 函数 f 局 部 可 积 的 条 件 显 然 等 
价 于 , 对 任何 区 间 [a, 0], flia,sl € Rfa,0] . 

集合 {z e GIf(z) 关 0} 在 G 中 的 团 包 叫做 函数 f 的 支 集 ( 记 作 supp f). 

称 函 数 f 是 G 中 具有 紧 支 集 的 函数 , 如 果 它 的 支 集 是 G 中 的 紧 集 . 

通常 把 在 G 中 具有 直至 m(0 < m < oo) 阶 连续 导数 的 函数 f : G 一 C 的 集 
合 记 作 C(m(G), 而 由 具有 紧 支 集 的 函数 构成 的 它 的 子 集 用 记号 C3"(G) 表示 , 在 
G 二 有 R 的 情况 下 , 代替 C(m(R) 与 CCm(R) 通常 相应 地 简 记 作 Com) 与 C4"™. 

现在 指出 函数 卷 积 的 最 常见 的 情形 , 其 中 卷 积 的 存在 性 的 证 明 没有 什么 困难 . 
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命题 1 以 下 列举 的 三 个 条 件 中 的 每 一 个 , 都 是 局 部 可 积 函 数 以 : 民 一 CC 与 
v: 民 一 C 的 卷 积 以 xv 存在 的 充分 条 件 : 

1) 函数 lul? 与 |vj? 在 取 上 可 积 

2) 函数 |ul,o| 之 一 在 民 上 可 积 , 而 另 一 个 在 民 上 有 界 

3) 函数 岂 u 之 一 具有 紧 支 集 . 


< 1) 据 柯 西 - 布 尼 雅 可 夫 斯 基 不 等 式 
人 uo(z — Wldy < 人 ul (Way 人 oz — ydy, 
由 此 推出 积分 (2) 的 存在 性 , 因为 
{pre-ww= 人 ~ ppday 
2) 壁 如 , lv| 在 及 上 可 积 , 而 在 及 上 有 lv| < M, 那么 
| analz Wldy < M / lul(y)dy < +o0. 
民 民 
3) 议 suppu C [a,b| C R, 这 时 显然 有 
b 
| u(y)v(z — dy = / u(YV(T — Ydy. 
了 a 


因为 “ 与 v 是 局 部 可 积 的 , 所 以 最 后 的 积分 对 任何 z € R 都 存在 . 
当 函 数 v 具有 紧 支 集 时 , 利用 变量 替换 z - y = z 即 可 归结 为 已 分 析 过 的 情 
况 . > / 
b. 对 称 性 
命题 2 如 果 卷 积 U*v 存在 , 那么 卷 积 v*t 也 存在 , 且 有 等 式 
U*VU=UV*U (3) 
< 在 积分 (2) 中 实行 变量 替换 x - y = z, 得 到 
ux* Vv(T) := f uy)v(z — ydy = 三 bf2)U(Z — z)dz =: VU* UL). 和 


c. 保 位 移 性 
像 上 面 那样 , 设 全 ， 是 位 移 算 子 , 即 (Tz。)j(z) = f(x - zo). 
命题 3 如 果 函 数 以 和 wv 的 卷 积 wu*v 存在 , 那么 有 下 面 等 式 


Too (WU*V) = Tyou yy = UU* Trov. | (4) 
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< 如 果 还 记得 公式 (1) 的 物理 意义 , 那么 这 里 的 第 一 个 等 式 是 显然 的 , 而 第 二 等 
式 可 由 卷 积 的 对 称 性 得 到 . 但 是 我 们 还 是 要 给 第 一 个 等 式 一 个 正式 的 证 明 . 


(Tool (0) = (uo)( = 20) = /lve ~ 20 Way 


=/ ae a = Todos way 
=: (Tet) #0) (0). > 


d. 卷 积 的 微分 法 


函数 的 卷 积 是 一 个 含 参 变 量 积 分 , 从 而 它 的 微分 法 可 按 这 种 积分 的 微分 法 的 一 
般 规 律 进行 , 当然 , 需要 相应 的 条 件 . 

例如 , 如 果 是 连续 的 , 而 v 是 光滑 函数 , 且 函 数 v 和 v" 之 一 具 紧 文集 , 那么 函 
数 4 与 v 的 卷 积 显然 满足 连续 可 微 的 条 件 . 

< 事实 上 , 如 果 限 定 参 变量 在 任何 有 限 区 间 上 变化 ， 那么 在 所 指出 的 条 件 下 ， 整 
个 积分 (2) 归结 为 在 某 个 不 依赖 于 xz 的 有 限 区 间 上 的 积分 ， 而 这 样 的 积分 古 可 以 按 
照 古 典 的 莱 布 尼 芯 法 则 关于 参 变量 微分 的 . > 

一 般 地 , 有 以 下 命 古 成 并 . 


命题 4 如果。 是 局 部 可 积 函 数 是 具 紧 支 集 函数 类 C4"™(0 < m < +o0) 中 的 
函数 , 那么 ,(*V) EC 而且 包 
Dr(wu*v) = wu* (Dvw). / (5) 
4 当 久 是 连续 函数 时 , 从 上 面 刚 证 明 的 结果 可 直接 推出 命题 , 在 一 般 情况 下 , 如 
果 再 注意 到 81 练习 6 中 做 过 的 考察 , 也 能 证 得 本 命题 . > 


注 1 由 于 卷 积 的 可 交换 性 (公式 (3)), 如 果 把 久 与 v 的 位 置 交 换 但 保持 等 式 
(5) 的 左 端 , 命题 4 按理 说 有 效 . 

公式 (5) 说 明 , 卷 积 和 微分 算 子 交换 类 似 于 它 和 位 移 算 子 交换 (公式 (4)), 但 是 ， 
尽管 公式 (4) 对 w 与 v 是 对 称 的 , 而 公式 (5) 的 右 端的 v 与 v, 一 般 来 说 , 不 可 以 交 
换 位 置 , 因为 函数 4 可 能 根本 没有 相应 的 导数 . 如 从 公式 (5) 所 见 , 此 时 卷 积 v*v 
仍然 能 够 是 可 微 函数 . 这 件 事 使 我 们 产生 一 个 想法 , 命题 4 中 所 说 的 是 卷 积 可 微 性 
的 充分 条 件 , 但 不 是 必要 的 . 


例 1 设 f 是 局 部 可 积 函 数 , 而 56。 是 图 100 表示 的 “阶梯 函数 ”, 这 时 
(f * 6a)(72) = 三 Foy)ba(z — Wdy = = f(Wdy. (6) 


” @ 这 里 DD 是 微分 算 子 , 即 Drw = ut 
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因此 , 在 函数 f 的 任 一 连续 点 处 , 卷 积 f * 6。 是 可 微 的 积分 的 平均 作用 . 

命题 4 所 表述 的 卷 积 可 微 性 条 件 , 对 于 实践 中 运用 公式 (5) 时 所 有 过 到 的 情况 
是 完全 足够 的 . 鉴于 此 , 我 们 将 不 作 更 加 精细 的 进一步 的 研究 . 而 宁愿 转 而 展示 由 着 
积 的 磨 光 效 应 产生 的 一 些 新 的 诱 人 的 机 会 . 


3. 6 一 型 函数 族 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 通 近 定理 
我 们 注意 到 关系 式 (6) 中 的 积分 给 出 了 函数 f 在 区 间 [zx 一 a,z] 上 的 平均 值 , 如 


果 f 在 点 z 连续 , 那么 , 显然 当 a 一 0 时 , 有 (f*66)(z) 一 f(z). 遵照 第 1 7 段 天 于 
6 一 函数 概念 的 启发 性 的 想法 , 我 们 想 把 这 个 关系 写成 极限 等 式 的 形式 : 


若 f 在 xz 连续 ,有 (f *6)(x) = f(zx). (7) 
这 个 等 式 表明 , 关于 卷 积 算 子 ,6- 函数 能 够 解释 成 单位 (中 立 的 ) 元 素 . 如 果 能 
证 明 任 何 一 个 收敛 于 5- 函数 的 函数 族 都 具有 和 (6) 中 所 考察 的 特殊 的 6。 函数 族 
同样 的 性 质 , 则 等 式 (7) 可 以 认为 是 意义 清晰 的 . 
现在 转 到 精确 的 陈述 并 引入 今后 有 用 的 


定义 4 由 依赖 于 参 变 量 a e 4 的 函数 A。 : RR 一 RR 构成 的 函数 族 {Ao,a € A} 
叫做 4 中 关于 基底 的 5- 型 的 或 通 近 单位 的 函数 族 , 如 果 它 满足 下 面 三 个 条 件 


a) 函数 族 中 所 有 函数 都 是 非 负 的 (Au(z) > 0); 

b) 对 于 函数 族 中 任 一 函数 A。, 有 扩 Au(z)dz = 1 

c) 对 于 点 0 € RR 的 任 一 邻 域 UV, 有 lim ju Aal(z)dz = 上 

考虑 到 第 一 、 第 二 个 条 件 , 最 后 的 条 件 显然 与 lim fw Ac(zjdz = 0 等 价 . 

第 1 段 以 及 例 1 中 研究 的 由 “阶梯 函数 ”5u 构成 的 函数 族 当 a 一 0 时 是 6- 型 
的 . 我 们 再 举 一 些 6- 型 函数 族 的 例子 

例 2 设 o: 及 一 及 是 及 上 的 任意 非 负 紧 支 可 积 函 数 且 fp(z)dx = 1 当 
a > 0 时 构造 函数 As(z) := 二 p (三 ), 这 些 函数 构成 的 函数 族 当 a - +0 时 显然 是 
有 逼近 单位 的 (参看 图 101). 


例 3 考虑 函数 序列 


Q -一 )” 
An(z) = -ee 
0， Iz|>1 


为 了 确定 这 个 序列 是 6- 型 的 , 在 定义 4 中 除 条 件 a),b) 外 , 只 需 验 证 在 基 展 
n 一 oo 下 条 件 , c) 是 满足 的 . 因为 对 任意 的 s e]0, 4, 有 


,IzI<1 


1 1 
og f -sd f -ed = 0) —0 当 一 oo 时， 
£ E 
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同时 
我 和 _ 
由 此 推出 条 件 c) 是 满足 的 . 
例 4 设 
A (z) = I 7 /| eo" ade |Z| < 7/2, 
Iz| > 7/2. 
和 例 3 一 样 , 只 要 验证 条 件 c) 即 可 , 首先 注意 到 
1 1 1 
Na 
/ COS TT = (" nT 3)= 2 Tn) rn > ni 


另 一 方面 , 当 ee |0, | 
/2 /2 A 
/ cos*" zdz < / cos’" edzx < 5 (cos E) 乞 . 


Ee EE 


比较 所 得 不 等 式 得 , 对 任何 ee |0, |, 有 


T1/2 
Au(zjdz 一 0， 当 了 一 oo 时 ， 


由 此 推出 定义 4 的 条 件 c) 是 满足 的 . 


定义 5 给 定 函数 f : G 一 C 和 集合 EC G. 如 果 对 任意 的 。 > 0, 都 存在 数 
p > 0, 使 得 对 任何 ze EB 和 任何 z 在 G 中 的 po- 邻 域 U5(z) 中 的 点 y, 都 成 立 关 系 
式 | Flz) 一 f(y)| < es, 则 称 f 是 在 集合 忆 上 一 致 连续 . 


特别 地 , 如 果 互 = G, 就 回 到 了 函数 在 整个 自己 的 定义 域 上 一 致 连续 的 定义 . 
现在 证 明 以 下 基本 的 命题 . 


命 古 5 设 太 :了 一 CC 是 有 界 函 数 , 而 {Ao,a EE A} 当 a 一 w 时 是 6 一 型 函数 
族 , 如 果 对 任何 a E 4, 卷 积 f* Au 存在 且 函 数 上 厂 在 集合 互 C 了 上 一 致 连续 , 那么 
在 五 上 ， 

(f * Aa)(7) f(z)， 当 a 一 w 时 . 


这 就 是 说 , 函数 族 f* Au 在 它 一 致 连续 的 集合 上 一 致 收敛 到 函数 f. 特别 地 ， 
如 果 已 只 由 一 个 点 z 组 成 , f 在 EE 上 一 致 连续 条 件 归结 为 函数 f 在 点 z 的 连续 条 
件 , 而 且 得 到 , 当 a 一 w 时 , (f* Au)j(z) 一 f(z). 这 正 是 我 们 当初 那样 瑟 关 系 式 (7) 
的 理由 . 
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现在 来 证 明 命 题 5. 

< 设 在 民 上 ,|f(z)| < MM, 对 给 定 的 s > 0, 根据 定义 5 挑选 p >0 且 用 U(0) 表 
示 点 0 在 民 中 的 p 一 邻 域 

考虑 到 卷 积 的 对 称 性 , 得 到 以 下 对 所 有 ze EE 同时 成 立 的 信 计 : 


(fx Aa)(z) — Fo 
-| /re -al )As(g)dy ~ f(z 


| = [Uy -fA 
EC CA 
U(0) R\U (0) 
< | SeWay + 2M hs 


< e+2M Aa (y)dy 
R\U (0) 


当 aw ，w 时 , 最 后 的 积分 趋 于 零 , 于 是 , 从 某 个 时 刻 开始 , 对 所 有 的 ze 五, 有 
不 等 式 
|((f * Aa)(7z) — f (2)| < 2e. 
这 就 完成 了 命题 5 的 证 明 . w 
推论 1 任何 一 个 在 民 上 连续 的 具 紧 支 集 的 函数 能 够 用 无 限 次 可 微 的 具 紧 支 集 
的 函数 来 一 臻 逼近. 
< 我 们 验证 , 函数 族 C)”’ 在 上 述 意义 下 在 Co 中 处 处 稠密 . 例如 , 设 


了 -1s ) ,pl<i 


0， |z| >1, 


其 中 系数 取得 使 fh p(xz)dz = 1. 
函数 o 是 无 限 可 微 的 具 紧 支 集 的 函数 ， 如 例 2 可 知 无 限 可 微 函数 族 Au(z) = 
-yp (=), 当 @ -+40 时 是 6- 型 的 , 如 果 fe Co, 那么 显然 有 f*Ao se Co， 除 此 之 外 ， 
由 命题 4, f* 人 A。e Cl 最 后 , 由 命题 5 推出 ,在 及 上 , 当 a 一 +0 时, f*+Aa 二 f.> 
注 2 如 果 所 考虑 的 函数 / < Co 属于 函数 类 C4， 那么 , 对 于 任何 ne 
{0,1,…,m}, 在 民 上 , 当 a 一 ++0 时 , 有 (f* Ao)®™ Df. 


< 事实 上 , 此 时 (f * Aw) 中 = fm * Ao (参看 命题 4 和 注 1), 剩 下 的 只 要 引用 
已 证 明 的 推论 1 就 可 以 了 .> 

推论 2 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 通 近 定理 ) 每 一 个 在 闭 区 间 上 连续 的 函数 在 这 个 区 间 上 
能 够 用 代数 多 项 式 一 致 通 近 . 


84 函数 的 卷 积 和 广义 函数 的 初步 知识 : 399 . 


< 因为 通过 线性 变换 , 多 项 式 仍 变 为 多 项 式 , 而 连续 性 与 函数 台 近 的 一 致 性 也 
同样 保持 , 我 们 只 要 在 任何 一 个 方便 的 区 间 [c, 岂 CC 及 上 验 明 推论 2 就 行 了 . 因此， 
我 们 设 0<a < < 1 且 令 p = min{a,1 一 引 . 将 我 们 给 定 的 函数 Je Cla 引 按 下 面 
方式 延 拓 成 及 上 的 连续 函数 FF: 当 x e 及 0,1 时 , 令 F(z) = 0, 而 在 区 间 [0,a] 和 
上 5 1] 上 , 则 分 别 将 0 与 f(a) 和 f(b) 与 0 线性 连结 起 来 

现在 如 果 取 例 3 的 6- 型 函数 序列 A,, 那么 由 命题 5 就 能 推出 , 在 [a,8] 上 , 当 
n 一 oo 时 . xAn 二 f= 了 laa. 而 当 x€ [a,j Cc [0,1] 时 有 


OO 1 
F * An(z) := / F(y)An(z — Ydy = / F(y)An(z — dy 
1 1 2 他 
= | F(y)pn (1 — (2 —Y))dy = 上 F(y) (> or dy 
0 0 k=0 


= -> (fr arly) ey ) et: 


最 后 的 表达 式 是 27 次 多 项 式 Pon(z)， 因此 , 我 们 证 明了 当 n 一 ce 时 , 在 le, 刀 
上 有 Py 二 了 加 

注 3 对 上 边 的 论证 稍 作 修改 , 可 以 证 明 , 如 果 把 区 间 [ae, 昌 改变 为 肥 中 任意 的 
紧 集 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 仍然 有 效 ， 

注 4 同样 不 难 验 证 , 对 及 中 任何 开 集 G 和 任何 函数 f e Com(G). 存在 这 样 
的 多 项 式 序列 {P}, 使 对 每 个 me {0,1,… ,mj}, 在任 一 紧 集 天 CG 上 , 当 有 一 oo 
时 , 有 天” 了". 

此 外 .如果 集 合 G 还 是 有 界 的 且 f se CC"(G), 那么 能 够 得 到 , 在 G 上 , 当 
k 一 oo0 时 ， P\™ 一 了 mn) 

注 5 像 证 明 推论 2 时 曾 利用 例 3 的 65- 型 序列 那样 , 能 利用 例 4 的 序列 证 明 ， 
在 及 上 任何 以 2r 为 周期 的 函数 可 以 用 形 如 


FY 
Tn(7X) = >》_ ar COS kz + br sin kz 
k=0 


的 三 角 多 项 式 一 致 允 近 . 

以 上 仅仅 利用 了 具 紧 支 集 的 5- 型 函数 族 . 然而 应 该 注意 , 在 很 多 情形 里 , 扮演 
重要 角色 的 5- 型 函数 族 不 是 由 具 紧 支 集 的 函数 构成 的 . 我 们 仅 举 两 个 例子 

例 5 函数 族 Ay(z) = = 二 5 当 y 一 +0 时 是 在 及 上 的 6- 型 函数 , 因为 
当 yy > 0 时, A,(z) > 0. 


A,( z = ~arct (2 | 一 1]， 
|. so) 
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且 对 任何 p > 0, 当 y 一 +0 时 , 关系 式 
p 2 p 
/ A,y(z)dz = 一 arctg (2 一 上 
成 立 


如 果 了 :下 一 以 是 连续 的 有 界 函数 , 那么 , 表达 卷 积 f* Ay 的 函数 
"i 下 


对 任何 zeE 民 和 w >0 有 定义 . 

称 积分 (8) 为 关于 半 平 面 y > 0 的 泊 松 积分 , 容易 验证 (利用 一 致 收敛 的 强 函 
数 检验 法 ), 它 在 半 平 面 R? = {(z,y) < R?|ly > 0} 上 是 无 穷 次 可 微 的 有 界 函 数 . 当 
y > 0 时 , 由 积分 号 下 求 微分 , 得 到 


Ou Ou 0 0 : 
A :一 B72 T By = /+ (B+) Ay = 0, 


即 v 是 调和 函数 . 
根据 命题 5 还 能 得 到 当 yy -0 时 , u(x, 收敛 到 f(z), 于 是 积分 (8) 解决 了 在 
半 平 面 R2 上 构造 有 界 调和 本 示人 基 在 8R? 上 取 给 定 边界 值 f 的 问题 . 


例 6 函数 族 A， = e- 持 在 R 上 , 当 t 一 +0 时 是 5- 型 的 .事实 上 ， 
2 


Ai(z) > 0; 因 广 - e-" dv = V7 ( 欧 拉 - 泊 松 积分 ), 所 以 广 _ Ati(z)dz = 1; 最 后 , 对 
任何 p > 0, 满足 关系 式 


p p/2vt yw HH 
———€ fq dx = edv—1， 当 t+ 一 十 0 时 . 
/3 2VTt VT 元 人 p/2Vt 


如 果 /在 玉 上 有 界 且 连续 , 那么 表达 卷 积 f* At 的 函数 


u(x,t) = 二 人 f(é)e- 3 aé, (9) 


当 t > 0 时 显然 是 无 穷 次 可 微 的. 
当 上 > 0 时 , 由 积分 号 下 求 微 分 , 得 到 


Ou Ou 0 D 


亦 即 , 函数 v 满足 具有 初始 条 件 u(z,0) = f(z) 的 一 维 热传导 方程 . 等 式 wz,0) = 
f(z) 应 该 理解 为 由 命题 5 推出 的 极限 关系 : 当 t 一 +0 时 , u(z,t) 一 f(z). 
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*4. 分布 的 初步 概念 
a. 广义 攀 数 的 定义 


在 本 节 第 1 段 中 , 经 过 启发 式 讨论 , 我 们 得 到 了 公式 (1), 这 个 公式 提供 了 用 仪 
器 4 的 脉冲 响应 函数 EE 确定 线性 变换 4 对 输入 信号 f 的 啊 应 的 可 能 性 , 关于 脉冲 
响应 函数 的 定义 , 主要 是 利用 了 单位 脉冲 作用 和 描写 它 的 5 函数 的 某 些 直观 的 概 
念 . 但 是 , 5 一 函数 显然 不 是 古典 意义 下 的 函数 , 因为 从 古典 观点 看 , 它 具 有 互相 矛盾 
的 一 组 性 质 : 在 R 上, 6(z) > 0; 当 zz 冯 0 时 , 6(x) =0; 6(z)dz=1. 

和 线性 算 子 、 卷 积 、6 一 函数 以 及 仪器 的 脉冲 响应 函数 有 关 的 概念 在 所谓 三 义 
函数 理论 或 者 分 布 理 论 中 都 获得 了 精确 的 数学 描述 . 

我 们 现在 打算 介绍 一 下 这 个 理论 最 初 的 动机 和 它 的 越 来 越 得 到 广泛 应 用 的 一 些 
初步 知识 . 


例 7 考虑 质量 为 m 的 质点 , 它 能 沿 轴 移动 , 而 只 用 一 根 弹 得 联结 于 坐标 原点 ; 
k 是 弹簧 的 弹性 系数 . 开始 时 质点 静止 地 位 于 坐标 原点 , 并 且 在 与 时 间 有 关 的 力 f( 
的 作用 下 沿 轴 移动 , 根据 牛顿 定律 


mi+kr=f : (10) 
其 中 z(t) 是 质点 在 时 刻 t 的 坐标 (到 平衡 位 置 的 位 移 ). 


按 所 指出 的 条 件 , 函数 z(t) 由 函数 有 唯一 确定 ， 且 微 分 方程 (10) 的 解 显然 
线性 地 依赖 它 的 右 端 f， 于 是 , 我 们 遇 到 线性 算 子 f -< zx, 这 个 算 子 是 用 关系 式 
Bz = f (# _ mn + k) 把 z(t) 与 f(z) 联系 起 来 的 微分 算 子 z "2; 了 的 道 . 因为 
算 子 4 显然 是 保 (关于 时 间 的 ) 位 移 的 , 那么 为 了 找到 这 个 力学 系统 对 函数 f(t) 的 
响应 z(#), 按照 公式 (1), 只 要 知道 对 单位 脉冲 作用 5 的 响应 就 足够 了 , 即 只 要 知道 
方程 

mE+kE=56 (11) 


的 解 (所 谓 基本 解 ). 

如 果 5 实际 上 表示 函数 , 那么 关系 式 (11) 不 会 出 现 问题 , 然而 等 式 (11) 暂时 是 
模糊 的 , 但 它 在 形式 上 模糊 , 而 实际 上 却 是 错误 的 , 等 式 两 端 是 完全 不 同 的 东西 . 在 
我 们 的 情况 , 需 阐明 此 时 等 式 (11) 的 意义 . 

我 们 已 经 知道 对 此 作出 解释 的 一 个 方法 : 把 6- 函数 理解 为 6-- 型 的 古典 函数 
族 Au 人 ,而 五 是 方程 

mbBo 十 KE 一 A。 
的 解 E(t)( 在 参 变量 a 相应 变化 下 ) 的 极限 . 

另外 一 种 具有 重大 优越 性 的 处 理 这 个 问题 的 方法 是 把 函数 作 原 则 上 的 推广 . 它 

的 根据 是 , 一 般 来 说 , 我 们 所 观察 到 的 对 和 象 一 般 是 用 它们 和 另 一 些 (“测试 ") 对 象 的 
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相互 作用 刻 男 的 , 这 就 使 得 我 们 不 把 函数 看 作 是 在 不 同 点 取 的 一 组 值 , 而 是 看 作 能 
用 “一 定 的 方式 ”把 它 作 用 于 田 一 些 (“测试 ") 函数 上 的 对 和 象 . 让 我 们 把 这 个 暂时 过 
于 觉 统 的 说 法 具体 化 


例 8 设 /es C(R,RR), 我 们 取 Co 类 函数 (在 了 上 连续 的 具 紧 支 集 的 函数 ) 作 
为 测试 函数 , 函数 f 产生 如 下 作用 在 Ca 上 的 泛 函 


f,9) := hse f(z)p(z)dr. (12) 


利用 5- 型 具 紧 支 集 的 函数 族 , 容易 推出 , 在 C0 上 ,(f, yp) = 0, 当 且 仅 当 在 及 上 
f(z)=0. 

于 是 , 按照 (12), 每 个 函数 f e C(R,R) 产生 一 个 线性 泛 函 4 : Co 一 了 , 并 且 应 
当 强 调 的 是 , 不 同 的 函数 所, fo 对 应 于 不 同 的 泛 函 Ap ,Aj,. 

这 样 , 公式 (12) 实现 了 从 函数 集合 C(R, 尼 ) 到 Co。 上 的 线性 泛 函 集合 2(Co, RR) 
中 的 钳 入 (内 射 变换 ), 也 就 是 说 , 每 个 函数 f e C(R, 民 ) 可 以 解释 为 某 个 泛 函 Aj 6 
£(Co, R). 

如 果 用 及 上 局 部 可 积 的 函数 集合 代替 连续 函数 集合 C( 了 ,了 ), 那么 , 按照 公式 
(12), 也 能 得 出 从 这 个 集合 到 空间 &(Co, 耿 ) 的 映射 , 同时 ,( 在 Ce 上 , (f,y) 三 0) 仿 
(在 及 上 的 函数 f 的 所 有 连续 点 处 f(z) = 0, 即 在 尺 上 几乎 处 处 有 f(x) = 0). 因此 ， 
在 这 种 情形 下 , 得 到 了 从 等 价 函 数 类 到 £&(Co,R) 中 的 能 入 , 这 里 把 仅 在 零 测度 集合 
上 取 不 同 值 的 局 部 可 积 函 数 归 并 到 一 个 等 价 类 . 

这 样 , 在 及 上 局 部 可 积 函 数 f (准确 地 说 是 它们 的 等 价 类 ) 按 公 式 (12) 能 够 解 
释 为 线性 泛 函 4 e-2(Co, 民 ). 按 公式 (12) 实现 的 把 局 部 可 积 函 数 映 入 空间 &(Co, RR) 
的 映射 一 Ay = (f,-) 并 不 是 到 整个 空间 &(Co, 恨 ) 上 的 映射 , 因此 , 把 函数 解释 为 
£4(Co, 民 ) 的 元 素 ( 泛 函 ) 时 , 除了 被 解释 成 形 如 (12) 的 泛 函 的 古典 函数 以 外 , 我 们 还 
得 到 了 新 的 函数 ( 泛 函 ), 它们 没有 古典 图 数 原 像 

例 9 设 泛 函 ge &(Co,R) 由 对 任何 函数 pe Co 都 成 立 的 关系 式 

(6, pp) :一 0(P) := 一 (0) (13) 


确定 . / 
能 够 验证 (参看 练习 7), 无 论 哪 一 个 在 玉 上 局 部 可 积 的 函数 /都 不 能 把 泛 函 6 
表示 成 (12) 的 形式 . 

这 样 , 我 们 就 把 古典 的 局 部 可 积 函 数 集合 能 入 到 一 个 更 厂 的 线性 泛 函 集 合 之 中 
这 些 线性 泛 函 称 为 广义 函数 或 分 布 (下 面 将 要 给 出 精确 定义 ). 广泛 使 用 的 术语 “分 
布 有 其 物理 来 源 . 


例 10 设 单位 质量 (或 单位 电荷 ) 分 布 在 及 上 , 如 果 
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这 个 分 布 在 某 种 意义 下 是 充分 正规 的 , 比如 说 , 它 在 RR 上 有 连续 的 或 者 可 积 的 密度 
p(z), 那么 , 质量 M 和 另 一 个 用 函数 oe Cee) 描述 的 对 象 的 相互 作用 就 可 能 用 形 
如 
M(p) = 人 plz)p(zjdz 

的 泛 函 给 出 ， 

如 果 分 布 是 奇异 的 , 例如 所 有 质量 M 集中 在 一 点 , 那么 , 把 质量 想像 成 “逐步 
涂 上 ”的 并 借助 5 型 正则 分 布 族 解释 极限 的 点 状态 , 可 以 得 到 , 质量 M 和 上 面 所 
说 的 另 一 类 对 象 的 相互 作用 应 该 用 公式 


表示 , 这 个 公式 表明 , 有 上 的 这 种 质量 分 布 应 等 同 于 了 及 上 的 5 一 函数 (13). 
从 以 上 所 作 的 初步 研究 , 可 以 理解 下 面 更 一 般 的 


定义 6 设 P 是 由 函数 构成 的 一 个 线性 空间 , 下 面 称 它 为 基本 函数 空间 或 测试 
函数 空间 , 在 P 中 定义 了 函数 的 收敛 性 . 


P 上 所 有 线性 连续 ( 实 或 复 ) 泛 函 构成 的 线性 空间 已 叫做 P 上 的 广义 函数 空 
间或 已 上 的 分 布 空间 . 同时 假定 , 每 个 f e P 产生 一 个 泛 函 Ay = (f,-) € P' 且 映 
射 / 一 4 是 已 到 忆 中 的 连续 嵌入 . 已 中 的 元 叫 广 义 函 数 或 分 布 . 广义 函数 的 收 
敛 性 如 下 定义 : 


P'34 一 4EcP:=vYpePh4(p) 一 4(p))， 


即 泛 函 的 弱 ( 逐 点 或 点 态 ) 收 敏 性 . 

在 P 是 由 在 G 中 无 限 次 可 微 、 且 具 紧 支 集 的 函数 构成 的 线性 空间 CF(G, CC) 
的 具体 情况 下 , 其 中 G 是 及 中 任 一 开 子 集 (也 可 以 是 恨 ), 可 以 把 这 个 定义 说 得 更 详 
细 些 . 


定义 7 (空间 D 与 9) 在 CY)(G,C) 中 引入 如 下 的 收敛 性 : 称 由 函数 yp,, E 
C(™%)(G,C) 构成 的 序列 {pg} 收敛 于 函数 pe C4”)(G,C), 如 果 存 在 紧 集 K C G, 使 
函数 序列 {ow} 中 所 有 函数 的 支 集 含 在 K 中 , 并 且 在 K c G 上 (从 而 也 在 G 上 )， 
对 任何 m=0,1,2,…, 当 n 一 0% 时 ,有 pg pm 


通常 把 这 样 得 到 的 具有 给 定 收敛 性 的 线性 空间 叫 作 呈 (G), 当 G = RR 时 , 简 记 作 
D. 

和 这 两 个 基本 (测试 ) 函数 空间 相对 应 的 广义 函数 (分 布 ) 空间 分 别 记 作 D'(G) 
和 D1. 

在 本 节 及 以 后 各 节 , 除 DD'(G) 的 元 素 外 , 我 们 不 研究 其 他 广义 函数 , 因此 , 如 无 
特别 的 声明 , 分 布 或 广义 函数 的 术语 将 指 DD'(G) 的 元 素 . 
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定义 8 Fe 人 D'(G) 称 为 正则 分 布 , 或 正则 广义 函数 ,如果 它 能 表 成 
- 人 f(s)p(r)dr, peD(G), 


其 中 f 是 G 上 的 局 部 可 积 函 数 . 


非 正则 的 分 布 称 为 奇异 分 布 或 奇异 广义 函数 . 

按照 这 些 定义 , 5- 函数 ( 例 9) 是 奇异 广义 函数 . 

广义 函数 (分 布 ) 在 基本 (测试 ) 函数 p 上 的 作用 , 也 就 是 下 与 p 的 配对 , 与 往 
常 一 样 , 将 用 记号 F(w) 或 (Fp) 表示 . 

我 们 已 经 引入 了 广义 函数 概念 , 在 转 入 与 广义 函数 有 关 的 技术 性 问题 的 讨论 之 
前 , 我 们 指出 , 广义 函数 概念 本 身 , 与 大 多 数 数 学 概念 一 样 , 也 经 历 了 一 定 的 在 母体 
内 的 发 育 阶 段 , 那 时 它 只 以 萌芽 形式 出 现在 一 系列 数学 家 的 著作 中 

遵照 狄 拉克 , 物理 学 家 早 在 20 世纪 20 年 代 末 到 30 年 代 初 就 已 经 积极 地 使 用 
了 5- 函数 和 进行 奇异 广义 函数 运算 , 并 未 因 缺 乏 应 有 的 数学 理论 而 跨 跤 不安. 

C. 开 . 索 伯 列 夫 @ 以 明确 形式 提出 了 广义 函数 的 思想 , 他 在 30 年 代 中 期 莫 定 了 
广义 函数 理论 的 数学 基础 . 现代 分 布 理 论 形态 在 相当 大 的 程度 上 和 40 年 代 末 工 . 施 
瓦 效 @ 所 完成 的 工作 有 关 . 这 就 是 为 什么 常 把 广义 函数 空间 D' 叫做 索 波 列 夫 - 施 
瓦 兹 广义 函数 空间 的 理由 . 

现在 叙述 分 布 理 论 的 某 些 基 础 材料 , 主要 是 与 微分 方程 、 数 学 物理 方程 及 其 应 
用 的 理论 需求 有 关 的 方面 , 这 些 理论 内 容 的 应 用 和 发 展 , 一 直 持 续 到 今天 . 

为 了 简化 书写 , 以 后 我 们 将 只 考虑 广义 函数 类 D', 虽然 从 定义 及 证 明 中 可 以 看 
出 , 所 有 性 质 对 任何 一 类 D'(G) 中 的 分 布 (其 中 G 是 R 的 任 一 开 集 ) 仍然 有 效 ， 

分 布 的 运算 是 以 对 古典 函数 ( 即 正则 广义 函数 ) 成 立 的 积分 关系 式 为 依据 定义 
的 . 


b. 分 布 与 函数 的 乘积 

如 果 f 在 及 上 局 部 可 积 , g e C(%), 那么 对 任何 函数 p € 04™), 一 方面 有 
gp € CL) 另 一 方面 , 显然 成 立 等 式 

[9rdr = f fe)(9 -a)de 
取 下 
或 用 另 一 种 符号 表示 成 
(f .9,9) = (9 
思索 伯 列 夫 (C. JI. Co6nes ) (1908 一 1989) 一 一 现代 最 伟大 的 苏联 数学 家 之 一 . 


@ 施 瓦 效 (L. Schwartz) (1915 一 ) 一 一 现代 著名 的 法 国 数学 家 . 他 在 1950 年 国际 数学 家 大 会 上 
提出 的 报告 , 获得 了 专 为 青年 数学 家 设置 的 菲 尔 效 奖 . 
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这 个 对 正则 广义 函数 成 立 的 关系 式 , 是 分 布 Fe DD' 与 函数 g E C(%) 的 乘积 
玉 .9 的 下 述 定义 的 基础 : 
(Fg,p) := (F,g: Pp). (14) 


等 式 (14) 的 右 端 是 有 定义 的 , 从 而 给 出 泛 函 三 .9 在 任何 一 个 函数 pe 号 上 的 
值 , 亦 即 给 出 了 泛 函 下.9 本 身 . 


例 11 我 们 来 研究 , 分 布 5.9 是 怎样 作用 的 , 这 里 9 e Cteo). 根据 定义 (14) 和 
分 布 6 的 定义 , 得 到 


(6 :9,9) := (6,9: 9) := (9 920O) := g(0)p(0). 
c. 广义 函数 的 微分 
如 果 f e CU,o e Ci ,那么 利用 分 部 积分 法 得 到 等 式 


[ jejplzjdz=- / f(z)p (z)dz. (15) 
也 民 . 
这 个 等 式 是 下 面 的 广义 函数 Fe D9' 微分 法 的 基本 定义 的 出 发 点 : 

(F', 9) := 一 (本 (16) 


例 12 如 果 fe CD, 那么 , f 在 古典 意义 下 的 导数 和 f 在 分 布 理 论 中 的 导数 
(自然 , 是 按照 常规 把 古典 函数 等 同 于 与 它 对 应 的 正则 广义 函数 ) 是 一 致 的 . 这 可 从 
关系 式 (15) 和 (16) 的 对 照 中 推出 , 因为 当 分 布 下 是 由 函数 f 产生 的 时 候 , 这 两 式 
右 端 相同 . 


例 13 我 们 取 幸 维 赛 德 中 函数 


H(z) = {0 


1 7 之 人 U. 


有 时 也 称 它 为 单位 阶 跃 函数 ,把 它 看 作 广 义 函 数 , 我 们 来 求 这 个 在 古典 意义 下 间断 
的 函数 的 导数 HY". 


根据 与 赫 维 赛 德 函数 相应 的 正则 广义 函数 H 的 定义 , 以 及 关系 式 (16), 并 注意 
PE C4™), 得 到 


十 cc 
(H',p) = —(H, =-/ H(z)p'(z)dz 1 p'(z)dz = p(0) 


于 是 , 对 任何 pe C6”, 有 (H', yp) = (6, yp), 因此 , H' = 


巴赫 维 赛 德 (O. Heaviside) (1850—1925) 一 -一 英国 物理 学 家 和 工程 师 ， 他 兽 在 象征 性 符号 水 平 
上 研究 过 现在 称 之 为 算 子 演算 的 重要 数学 工具 . 
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例 14 计算 (6o): 
(0 op) :一 一 (92) := ~ (0). 
自然 地 , 在 广义 函数 里 , 和 在 古典 情况 一 样 , 高 阶 导数 定义 为 Fen"+1) := (FY . 
对 照 最 后 两 个 例子 的 结果 , 可 得 
(如 ,op) = 一 2 (0). 
例 15 证 明 (56@),p) = (1)*p(™W(0). 
二 当 n 二 0 时 , 这 是 6- 函数 的 定义 . 
我 们 在 例 14 中 已 证 明了 当 ”= 1 时 所 写 出 的 等 式 是 正确 的 
我 们 用 归纳 法 证 明 它 . 假定 对 固定 的 n e N 已 经 证 明了 它 成 立 , 根据 定义 (16) 
得 到 
(t+D,P) := (6) yp) := ~(6,p) = —(-1)" (Pp) (0) 
= (-1)"t lp("+)(0). » 


例 16 设 函 数 f:R 一 C 当 x <0 和 zx >0 时 是 连续 可 微 的 , 并 在 点 0 存在 单 
侧 极限 f(--0), f(+0). 用 了 (0) 表示 函数 在 点 0 的 跃 度 f(+0) - f(--0)，f" 表示 图 
数 f 在 分 布 理 论 意义 下 的 导数 , 而 {f'} 表示 当 x < 0 和 x > 0 时 等 于 f 的 通常 导 
数 的 那个 函数 所 确定 的 分 布 . 当 x = 0 时 , 最 后 说 的 这 个 函数 没有 定义 , 但 这 对 于 利 
用 积分 确定 与 它 相 应 的 正则 分 布 {f'} 无 关 紧 要 . 


在 例 1 中 , 我 们 已 指出 , 如 果 fe CO , 那么 f' = {f'), 我 们 来 证 明 , 在 一 般 情 况 
下 , 这 是 不 正确 的 , 但 成 立 以 下 重要 公式.: 


f={f}+1f(0) :6 (17) 
< 事实 上 ， 


0)= (p09) = fle) (ed =-( 三 1 呈 wz))dz 


A p)(z)"。 - -下 jlzjplzjdz+(f - f'( ota] 


= (f(+0)— n+ ja 


= 休 FO) 022) + ({f },9).P 


如 果 函 数 :及 一 C 在 区 间 zx<0 和 z>0 上 存在 直至 mm 阶 的 连续 导数 , 而 且 ， 
它们 在 当 x = 0 都 存在 单 侧 极限 , 那么 , 重复 在 推导 (17) 时 所 进行 的 论证 将 得 到 


f°" = {f+ TO) 5 十 TO0) 6 + Ten-D(00) .5 (18) 
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现在 证 明 三 义 函 数 微分 运算 的 某 些 性 质 

命题 6 a) 任何 广义 函数 Ee D' 是 无 穷 次 可 微 的 . 

b) 微分 算 子 D:D’ 一 匀 ' 是 线性 的 . 

c) 如 果 矿 ED'geEC(%), 那么 (FF.g)€ 人 D' 且 有 莱 布 尼 荧 公式 


(F . g)'™) = Cu gm 一 有 
k=0 
d) 微分 算 子 D:D' 一 人 D' 是 连续 的 . 
e) 如 果 由 局 部 可 积 函数 fi :下 一 C 组 成 的 级 数 二 fr(z) = S(z) 在 民 的 每 个 
此 集 上 一 致 收 人 证 ,那么 在 广 义 函数 意义 下 它 可 以 逐 项 微分 任意 次 ， 且 由 此 得 到 的 级 
数 在 允 ' 中 收 伊 . 


4 3) (FO™, 9) := (PY, (一 交配 说 


b) b) 显然 . 
c) 我 们 验证 公式 对 m = 1 成 立 . 


((F:.g9),9) := —(Fg,p):=—(F,g:9)=-(F,(g.9) -9 :9) 
= (F',gp) + (Fg :9)=(F .9,9)+(F.g9,Y) 
= (F".g+F.g,). 
一 般 情况 可 以 用 归纳 法 证 明 . 
d) 设 在 匀 / 中 , 当 m 一 oo 时 , 书 一 已 即 当 mm 一 oo 时 , 对 任何 函数 o e 习 , 有 
(Fm,p) 一 (Fp). 这 时 


(天 p) -一 —(Fm, ) —(F, 0 ) 一 ， (下 ， Pp). 


e) 在 所 指出 的 条 件 下 , 级 数 和 S(z), 作为 局 部 可 积 销 数 Sm(z) = 二 fr(z) 在 紧 


集 上 的 一 致 收敛 极限 , 其 本 身 也 是 局 部 可 积 的 . 只 需 注 意 ， 对 任何 函数 p < 匀 ( 即 具 
紧 支 的 无 穷 次 可 微 函 数 ), 有 关系 式 


Sm 有 = 人 ge dr 一 Sa)elzjdz= (5,0) 


现在 由 d) 即 可 推出 , 当 mm 一 oo 时 ,5 一 5. > 

我 们 看 到 , 广义 函数 的 微分 运算 除了 保持 有 古典 微分 法 的 重要 性 质 外 , 还 具有 
一 系列 新 的 美妙 性 质 , 这 大 大 增加 了 运算 的 灵活 性 . 这 种 灵活 性 在 古典 情形 下 是 没 
有 的 , 因为 那里 存在 不 可 微 函 数 , 而 且 古 典 微分 运算 关于 极限 过 程 是 不 稳定 的 (缺乏 
连续 性 ). 
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d. 基本 解 和 卷 积 


在 本 有 段 开始 , 我 们 讲述 了 单位 脉冲 和 仪器 的 脉冲 响应 函数 的 直观 的 概念 . 在 例 7 
中 给 我 们 考察 了 一 个 最 简单 的 力学 系统 . 这 个 系统 用 自然 的 方式 产生 了 一 个 保持 时 
间 位 移 的 线性 算 子 .对 这 个 系统 的 研究 , 使 我 们 得 到 了 这 个 算 子 的 脉冲 响应 函数 五 
应 该 满足 的 方程 (11). 

在 即将 结束 这 一 节 时 ， 我 们 重新 回 到 这 些 问题 但 这 一 次 的 目的 是 , 要 用 广义 函 
数 语言 给 出 它们 的 合适 的 数学 描述 . 

从 理解 方程 (11) 开始 , 在 它 的 右 端 是 广义 函数 6, 因此 关系 式 (11) 应 该 解释 为 
广义 函数 的 等 式 . 因为 我 们 知道 广义 函数 的 微分 运算 和 线性 运算 , 所 以 , 方程 (11) 的 
左 端 即使 在 广义 函数 的 意义 下 , 也 是 清楚 的 . 

我 们 试图 求解 方程 (11). 

当 +t <0 时, 系统 处 于 静止 状态 , 当 上 = 0 时 , 质点 得 到 一 个 单位 脉冲 , 因此 在 时 
刻 t = 二 0, 它 获 得 那样 一 个 速度 v=w(0), 使 mv=1. 当 t+>0 时 , 系统 不 受 外 力作 用 ， 
它 的 运动 规律 x = z(t) 服从 常 微分 方程 : 


mz 二 + kz = 0, (19) 


这 个 方程 应 在 初始 条 件 z(0) = 0, (0) =v = 一 下 求解 . 
这 样 的 解 是 唯一 的 , 且 能 立刻 写 出 : 


k 
z(t) = sin ~t, t 之 0. 


= 
因为 在 我 们 的 情况 下 , 当 t < 0 时 , 系统 静止 , 所 以 可 推出 
_ HO 大 
EH- fs /Et t € RR, (20) 


其 中 互 是 赫 维 赛 德 函数 (参看 例 13). 

利用 广义 函数 微分 法 则 及 上 边 研究 过 的 例子 的 结果 , 现在 可 以 验证 , 由 (20) 给 
出 的 函数 E(t) 适合 方程 (11). 

为 了 简化 书写 , 我 们 来 验证 , 函数 


e(z) = H(z ) (21) 
在 分 布 理 论 的 意义 下 适合 方程 


攻 十 2) e=6. (22) 
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事实 上 ， 
df 2 a Sin wz 2 Sin wz 
sin 
一 五 十 2 末 coswz — wH(r)sinwzr 十 w 百 (z)sinwz 
_ 5527 十 26 cos wz. 


其 次 , 对 任何 函数 pe 人 D， 


SIN wT 


《和 十 25 coswr, p ) 一 (8 2 十 《6, 2p cos wz) 


d /SinwZ 
人 
= 一 (cosw p(T) 二 + 一 一 sin wr 用 

一 20 = (6, Oh， 
从 而 证 明了 函数 (21) 适合 方程 (22). 
最 后 , 我 们 引进 如 下 


定义 9 在 算 子 4 :人 D' 一 D9' 的 作用 下 变 为 广义 函数 5 e DD', 亦 即 满足 A(E) = 6 
的 广义 函数 巨 € 人 D', 叫做 算 子 4 的 基本 解 或 格林 函数 (脉冲 响应 函数 或 影响 函数 ) 


+ 29(0) 


一 各 
TT 二 0 


例 17 根据 这 些 定义 , 函数 (21) 是 算 子 4 = (大 + 的 基本 解 , 因为 它 适 
合 方程 (22). 


函数 (20) 适合 方程 (10), 也 就 是 说 是 算 子 4 = (mz +k) 的 格林 函数 . 在 上 
一 节 第 1 段 中 已 经 讨论 过 保 位 移 算 子 的 脉冲 响应 函数 的 基本 作用 , 在 那里 得 到 了 公 


式 (1), 根据 它 , 现在 能 写 出 方程 (10) 在 例 7 中 所 指出 的 初始 条 件 下 的 解 


jk 
Sin 4/—t 
dd7, (23) 


:的 = UB)=/ -Dan 


z(t) = 人 f(t—7)sin Vtrar (24) 


注意 到 所 展示 的 卷 积 和 基本 解 的 重要 作用 , 很 明显 , 我 们 也 希望 能 定义 三 义 孙 
数 的 卷 积 . 这 是 分 布 理论 要 做 的 , 但 我 们 不 再 讨论 这 些 问 题 , 仅仅 指出 , 在 正则 分 布 
情况 下 , 广义 函数 的 卷 积 的 定义 等 价 于 上 面 讲 过 的 函数 卷 积 的 经 典 定 义 . 
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> 
a) 验证 卷 积 的 结合 律 : ww * (w* 急 ) 一 (WW* 了) # 全 


b) 照例 设 (a) 是 欧 拉丁 函数 , 昌 (z) 是 赤 维 赛 德 消 数 , 令 


HX(7X) := “ oa>0, AEeC. 


H(o) Fe , 
证 明 : H? * HS = H+5， 
c) 验证 : 函数 FF = H(z) 一 一 一 
f*f*-..*f. 


Te 


nl 
ji ”是 函数 / = H(z)e 的 n 次 等 卷 积 , 即 忆 一 


,2、 设 随机 变量 < 具有 高 斯 正 态 分 布 密度 Gs(z) = 一 Le- 吉 (oc > 0) 


goV27n 
a) 试 对 不 同 参数 o 的 值 绘 出 函数 Go (zx) 的 图 像 . 


b) 试 证 , 上 的 数学 期 望 (或 平均 值 ) EE := 三 TGo (rT)dzr = : 

c) 试 证 : € 的 均 方 差 (或 标准 差 ) VDE := VE((t€ - E€)?) = ( [~ (z— BEE)2Go(z)dz) 
= (Jr zzGo(z)dz) = 

d) 在 概率 论 中 证 明了 , 两 个 独立 的 随机 变量 的 和 的 概率 分 布 密度 等 于 它们 的 概率 分 布 密度 
的 卷 积 . 试 证 ,Ge * Gp = G aaf 

e) 设 &,&2,… ,&n 是 m 个 独立 的 具 同一 分 布 密度 函数 Go (7x) 的 随机 变量 (例如 , 同一 个 
对 象 的 n 次 独立 的 测量 值 ). 试 证 , 它们 的 和 了 = &1 十 .… 十 én 的 分 布 密度 为 Go mr(z)， 
特别 地 , 由 此 推出 , 它们 的 算术 平均 值 5 = -7 的 均 方差 D6 = o/V 


1 
2 


3. 称 函 数 4(z) = anz" 为 数列 ao,a1,… 的 生成 函数 ， 


4. 


给 定 两 个 数列 {2 {be}. 如 果 认为 当 大 < 0 时 ,ak = bk = 0, 那么 , 自然 地 把 {an} 与 {654} 
的 卷 积 定义 作 {= - Dambe-m | , 斌 证 ,两 个 数列 卷 积 的 生成 函数 等 于 它们 的 生成 函数 的 
乘积 


a) 试验 证 : 如 果 卷 积 wu*v 有 定义 , 而 函数 w,v 之 中 有 一 个 是 以 了 为 周期 的 周期 函数 , 那 
么 , u*v 也 是 以 他 为 周期 的 周期 函数 . 

b) 试 证 用 三 角 多 项 式 逼 近 连 续 周 期 函数 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 (参看 注 5) 

c) 试 证 注 4 中 指出 的 加 强 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 . 

a) 设 紧 集 K C 及 严格 包含 集合 互 的 闭 包 互 于 自己 内 部 . 试 根据 命题 5 证 明 : 在 已 上 ， 
当 大 一 oo 时 , [i f(Ar(z -Wdy 3 f(z). 

b) 试 从 展开 式 (1 一 z)-!=1 十 z 十 z 十 … 推出 


1+ pe” 1 2 i20 
0) := 一 一 一 一 ..,， 0<p<l1. 
g(p, 0) 2(1 — poe) 一 了 十 pe +Pe 十 p 


* 译 者 注 , 为 了 读者 阅读 方便 , 本 题 的 叙述 作 了 稍 许 改动 . 
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c) 试验 证 : 当 0<g p<1 时 
1 
Po(6) := Reg(p,0) = 3 +pcos0O+ pcos20+..., 


日 函数 P,(9) 有 如 下 形式 


1 1—p” 


0) = 二 一 一 一 一 一 一 一 一 
Poll) 21—2pcos0+p2 


叫做 园 的 泊 松 核 . 


d) 试 证 ， 由 依赖 于 参 变量 P < [0,1[ 的 函数 Ps(9) 构成 的 函数 族 具 有 性 质 ，P,(9) > 
0; 二 及 ”Po(b)dbg =1; 当 p— 10 时 , /2°-* P (6)db -0. 


AT 0 e>0 


e) 试 证 : 如 果 f € Cf0, 2r], 那么 函数 
27 
ulp,0) = / P,(0 ~ f(t)dt 


在 圆 p < 1 内 是 调和 函数 , 并 且 当 p 一 1 一 0 时 , wu(p,0) 汪 f(0). 这 样 一 来 , 用 泊 松 核 
能 在 圆 内 构造 在 圆 的 边界 上 取 给 定 边界 值 的 调和 函数 . 

f) 设 4%,v 是 具有 相同 周期 了 的 局 部 可 积 函 数 , 可 以 按 以 下 方式 正确 地 定义 卷 积 运算 ( 周 
期 卷 积 ) 


们 十 个 
(wxuj(a) = u(y)v(z — Yady. 


有 上 的 周期 函数 可 以 解释 为 定义 在 圆周 上 的 函数 , 因此 自然 认为 上 边 引进 的 运算 是 
给 定 在 圆周 上 的 两 个 函数 的 卷 积 . 

试 证 : 如 果 f(0) 是 下 上 的 以 2r 为 周期 的 局 部 可 积 函 数 (或 同样 地 , f 是 圆周 上 的 
函数 ), 由 依赖 于 参数 p 的 函数 已 (9) 构成 的 函数 族 具有 d) 中 所 列举 的 泊 松 核 的 性 质 ， 
那么 , 当 p 一 1 一 0 时 , 在 函数 f 的 任 一 连续 点 处 , 有 (f 4 Pp)(0) — f(0). 


a) 设 
oz) := 1” (FE) < 


0, Iz| 之 1. 


其 中 常数 a 选 得 使 人 po(z)jdz = 1. 试验 证 , 当 a -+0 时, 函数 族 pu(z) = =y (2) 
是 及 上 的 Ci 类 6 一 型 函数 族 . 

b) 对 任何 区 间 I C RR 和 任何 s > 0, 构造 具 如 下 性 质 的 C9”) 类 函数 e(z): 在 民 上 ,0 < 
e(T) 1;e(7T) 二 1 人命 人 x €ETsuppe C I, 其 中 I。 是 民 上 集合 I 的 ce 一 邻 域 . (试验 证 . 
对 应 于 a > 0, e(z) 可 以 取 为 Xr* po.) 

c) 试验 证 , 对 任意 的 s > 0, 存在 CK) 类 中 可 数 个 函数 ek 构成 的 组 {ex}( 有 及 上 的 e 一 单 
位 分 解 ), 它 具 有 下 面 的 性 质 : Yk € N, Vx < 了 (0 < er (x) < 1); 函数 族 {ei} 中 任 一 函数 
的 支 集 SUPPER 的 直径 不 超过 。 > 0; 对 任 一 点 x € 及 只 属于 有 限 个 集合 Supper; 在 及 
上 ， 2 Exl7) 三 1. 
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dj 试 证 : 对 开 集 G Cc 了 上 的 任何 开 覆 盖 {Uy,Y € 了 } 和 任何 函数 P e Ct%}(G), 存在 
由 C6) 类 中 的 函数 wx 组 成 的 具有 下 面 性 质 的 函数 序列 {fpk, € N} : Vk € N,37 6 
T(supppn C Uy); 任意 ze G, 只 属于 有 限 个 集合 supppxr; 在 G 上 ,> pp(zZ) = p(x). 

Kk 


e) 试 证 : 集合 C4~1(G), 作为 广义 函数 的 集合 , 在 正则 广义 函数 集合 C‘1(G) 中 处 处 笛 
密 . 

f) 称 广义 函数 三 ,fF2 € DD'(G) 在 开 集 UC G 上 相等 , 如 果 对 任何 p € D(G), suppyp CU， 
恒 满 足 等 式 (五 ,oy = (2,p). 称 两 个 广义 函数 三 ,在 点 x € G 局 部 相等 , 如 果 它 
们 在 点 x 的 某 个 开 邻 域 U(z) C G 上 相等 , 试 证 : (本 = 2) 会 (在 任 一 扣 ZE G, 局 部 
地 有 i = 下) : 


a) 设 ) 
p(z) := {” (所 一 1) rl < 
0, ix 之 1. 

试验 证 : 对 及 上 任何 局 部 可 积 函数 f, 当 。 -+0 时 , 有 人 flz)pe(zjdz 一 0, 其 中 
pelT)=¥ (=) 

b) 根据 上 面 结果 及 (6, pe) = p(0) 关 0, 试 证 : 广义 函数 6 不 是 正则 的 ， 

c) 验证 : 存在 正则 广义 函数 序列 (甚至 C6”’ 类 函数 序列 ) 在 加 和 中 收敛 于 广义 函数 5 ( 实 
际 上 , 任何 一 个 广义 函数 都 是 基本 函数 空间 加 = C6) 中 的 函数 列 在 D' 中 的 收敛 极限 . 
在 这 个 意义 下 , 正则 广义 函数 集合 在 人 9 中 处 处 稠密 , 正 像 有 理 数 集 Q 在 实数 集 尺 中 处 
处 稠密 一 样 .) 

a) 计算 广义 函数 Fe DD' 在 函数 p € 人 DD 的 值 (yp). 如 果 , F = sin zx6; FF =2coszo0;FF = 
(1 十 Z2)6. 

b) 试验 证 : 乘 以 函数 多 e Ctce) 的 运算 已 一 VPR 是 DD' 中 的 连续 运算 . 

c) 试验 证 : 广义 函数 的 线性 运算 在 号 中 是 连续 的 . 

0,T<0 


产生 的 正则 分 布 , 那么 F" = 态 , 其 中 互 是 
T,T>0 


a) 试 证 : 如 果 天 是 由 函数 f(x) = | 


对 应 于 区 维 赛 德 函数 的 分 布 . 
b) 计算 : 对 应 于 函数 |z| 的 分 布 的 导数 . 
a) 试验 证 , 以 下 全 和 中 的 极限 是 正确 的 : 


. 了 
= 176; lim 一 一 7 一 jn|z| 
a—+0 TXT* 二 + 


b) 试 证 : 如 果 f = f(x) 是 玉 上 局 部 可 积 函 数 , 而 fc = f(z 十 2), 那么 在 全” 内 , 当 e 一 0 
时 , 有 fe 一 ff 

c) 试 证 ， 如 果 {Aa} 当 a 一 0 时 是 56- 型 光滑 函数 族 , 那么 当 a 一 0 时 ，F。 = 
Aal(t)dt 一 HH, 其 中 H 是 对 应 于 赫 维 赛 德 函 数 的 广义 函数 . 

a) 通常 用 6(z 一 a) 表示 “位 移 人 至 a 点 的 6 一 函数 ”, 即 按 法 则 (6(z 一 a), yp) = p(a) 作用 
在 函数 PE 全 上 的 广义 函数 . 试 证 : 级 数 > 6(z 一 kk) 在 人 “中 收敛 . 


, CQ ， Oo 
lim 一 一 一 一 = 70; lim 一 7 3 
a—m+0 XZ 十 a 一 +0Q2 十 也 
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b) 求 函数 [z] 的 导数 , 其 中 [xz] 是 z 的 整数 部 分 . 
c) 在 民 上 以 27 为 周期 的 函数 在 区 间 ]0,27] 上 用 公式 fljow2ni(z) = 3 一 之 给 出 , 试验 
证 : f' = -二 十 》 0(7 — 27k). 
i KEZ 
d) 试验 证 : 当 e 一 0 时 , 6(x 一 €) 一 6(7). 
e) 像 上 面 一 样 , 记 移 至 点 s 的 6 一 函数 为 5{(z 一 e), 试用 直接 计算 验证 : ~(S(2—e)—6(z)) 一 
-6'(7) = —6’ ( 当 e on 0). 
f) 根据 上 面 的 极限 过 程 , 把 -6' 解释 为 放 在 点 z = 0 的 具 电 侦 极 矩 +1 的 电荷 分 布 , 试验 
证 : (一 6 1) = 0 ( 偶 极 子 的 总 电荷 为 零 ) 且 (--6',x) = 1 ( 它 的 窍 实际 上 为 1). 
g) 6 一 函数 的 齐 次 性 , 即 6(Xz) = 和 -16(z), 是 它 的 一 个 重要 性 质 . 试 证 之 ， 
12. a) 对 于 用 式 子 (已 po) = /> Vzp(z)dz 确定 的 广义 函数 F, 验证 下 面 等 式 : 


严 ,wp) = 3/ 2dr; 
机 _ 
(F”, oO) 一 -i/ Pe) dr 
to op(Z) 一 — Tp 
(Fg) = 3 1/ PZ) 2 2 (0) 1. 


本 举 尝 昌 昌 昌 间 部 汪汪 


eol 四 -eol — zp (0) 一 …- Ea?" 2) 0 


b) 试 证 : 如 果 nn 一 1 <p<n, 而 广义 函数 z+ ”由 


Heo p(T) 一 2(0) — zp'(0) 一 … 一 2 ptr 人 0) 
(zr,9) = | ad 


确定 , 那么 它 的 导 函数 一 pr-'?+ ”是 用 


Gp(5) pO0) — zp (0) — 1 gD (0) 
(一 DZ 人 9) __ -7/ i (n 1)! jy 
确定 的 广义 函数 
13. 把 由 等 式 


(Fp) :=V.P. [- Pa (:= lim (f+ +f 2 ar) 
确定 的 广义 函数 记 作 第 二 , 试 证 : 
a) (P29) = free 2 — Pe) a 
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b) Gnlal) = 中 =. 
, (1) 2) _ free Po) + 9(-0) -20(0) 4 


小 
) 40 = jz 机 一 -in6 十 弟子 
14. 定义 广义 函数 的 乘积 将 出 现 复 杂 情 况 : 例如 , 函数 |z|-2/3 在 及 上 绝对 可 积 (在 反常 积分 意 
义 下 ), 它 产生 广义 函数 广 汪 |zl-23ep(z)dz. 但 是 它 的 平方 |z|-“” 甚至 在 反常 积分 意义 下 
也 不 是 可 积 函 数 . 以 下 问题 的 答案 表明 , 在 DD' 中 原则 上 不 能 定义 任意 两 个 广义 函数 的 自然 
的 满足 结合 律 与 交换 律 的 乘法 运算 . 
a) 试 证 : 对 任意 函数 f € Ct%), 成 立 等 式 f(x)6 = f(0)5. 


b) 验证 : 在 D9’ 中 ， z 吊 - _1. 
c) 假如 乘积 运算 能 推广 到 任意 两 个 广义 函数 , 那么 它 至 少 没有 交换 律 和 结合 律 , 否则 将 有 


0 二 OP = (z6(z))P- - (6(z)z)P = = 6(z) (spi ) ~ d(x)1 = 16(z) =56. 


15. ”a) 试 证 : 线性 算 子 4 : DD 一 D9 的 基本 解 马 , 一 般 来 说 , 不 是 单 值 的 . 它们 彼此 相差 齐 次 
方程 4 = 0 的 一 个 解 . 
b) 考虑 微分 算 子 


Ty 也 一 工 
P (= 所 ) :一 二 十 q(t) 十 .… 十 an(X). 
试 证 : 如 果 uo = wo(z) 是 方程 P (= 入 ) uo = 0 满足 初始 条 件 wo(0) = .… = 
ue-2(0) = 0ue-D(0) = 1 的 解 , 那么 函数 EB(z) = 妃 (z)uo(z)( 其 中 五 (z) 是 赫 维 赛 
d 


德 函 数 ) 是 算 子 P (= 把 ) 的 基本 解 


c) 用 上 边 所 说 的 方法 求 下 面 算 子 的 基本 解 : 
a ds dr d mm 
(时 + 人 (可 + (+ ,mm € N. 
d) 利用 得 到 的 结果 和 卷 积 , 求 以 下 方程 的 解 : 
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在 这 一 节 的 前 两 段 里 将 指出 常 义 和 非 常 义 的 含 参 变量 的 重 积分 的 性 质 , 总 的 说 
来 , 含 参 变量 重 积分 的 基本 性 质 , 本 质 上 和 以 前 详细 研究 过 的 含 参 变量 的 一 维 积分 
没有 什么 差别 在 第 3 段 中 我 们 将 研究 对 应 用 有 重要 意义 的 具 奇 异性 的 含 参数 反常 积 
分 . 最 后 , 在 第 4 段 研究 的 是 多 变量 函数 的 卷 积 以 及 某 些 与 含 参 变量 积分 和 分 析 中 
的 经 典 积分 公式 有 密切 联系 的 特殊 的 多 维 广义 函数 问题 . 
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1. 含 参 变量 的 常 义 重 积 分 


设 和 是 及 "中 的 可 测 子 集 , 例如 , 具 光 滑 或 分 段 光滑 边界 的 有 界 区 域 , Y 是 R™ 
的 茶 个 子 集 . 
考虑 售 参 变量 ye Y 的 积分 


F(y) = 人 f(z,y)dz, (1) 


这 里 假定 函数 f 定义 在 X xY 上 且 对 每 个 固定 的 yeY 在 X 上 可 积 . 
对 于 积分 (1), 下 面 的 命题 是 正确 的 . 


命题 1 如果 XxY 是 R*tm 中 的 紧 集 且 f eC(XxY), 那么 FeC(Y). 


命题 2 如 果 Y 是 有 Rm 中 的 区 域 , Fe C(XxY) Bi CX xY), 那么 函数 


五 在 Y 中 关于 变量 y’ 是 可 微 的 (其 中 4 一 (y+ ) 2 ,: ~ ,y™)) 上 且 


5 的 = | Bs (ede 0 


命题 3 如 果 关 和 YY 分 别 是 民 * 和 及 中 的 可 测 紧 集 , 且 f EC(X xY), 那么 
reC(lY)cR(Y) 且 


人 From | df sewar= f ar f fooy (3) 


我 们 指出 , 函数 f 可 以 是 在 任何 一 个 赋 范 向 量 空间 2 中 取 值 的 . 重要 的 特殊 情 
形 是 2 为 展 ,C,R" 或 C", 在 这 些 情形 , 命题 1 一 3 的 证 明显 然 可 归结 为 当 Z=R 时 
的 证 明 . 而 Z = RR 时 命题 1 和 2 的 证 明 只 要 逐 字 逐 句 重复 对 一 维 积分 的 相应 命题 
的 证 明 就 可 以 了 (参看 第 17 章 §1), 而 命题 3 是 命题 1 和 富 比 尼 定 理 (第 11 章 ,84) 
的 简单 推论 . 


2， 含 参 变量 的 反 种 重 积 


如 果 在 积分 (1) 中 集合 X C R" 或 函数 f 是 无 界 的 , 那么 它 应 理解 为 反常 重 积 
分 (参看 第 11 章 86), 即 作为 沿 X 的 相应 竭尽 递增 列 上 所 取 的 常 义 积分 的 极限 . 在 
研究 含 参 变量 的 反常 重 积分 时 , 照样 是 对 类 似 于 我 们 在 一 维 情形 研究 过 的 特殊 的 竭 
尽 递 增 列 感 兴趣 . 这 时 , 完全 按照 一 维 情形 ;从 积分 域 X 中 挖 去 育 异 点 集 的 e 一 邻 
域名 , 求 出 沿 集合 X 的 剩余 部 分 Xe 上 的 积分 , 然后 令 < 一 +0 取 极 限 . 

如 果 这 个 极限 关于 参 变 量 yeY 是 一 致 的 , 那么 就 说 反常 积分 (1) 在 了 上 一 致 
收敛 . 


中 所 谓 奇异 点 ， 底 是 在 它 的 任 一 邻 域内 函数 f 均 无 界 . 而 如 果 和 集合 X 无 界 , 那么 还 从 X 控 去 
无 穷 远 点 的 邻 域 . 
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例 1 积分 | : 
F(A) = ez +y )qdzrdy 
1 
可 利用 极限 过 程 


/| e-A(z +y J dzrdy :一 im /| e—\® +y qrdy. 


Z2 十 2 入 1/e? 


得 到 ， 再 利用 极 坐 标 容易 验证 , 当 入 > 0 时 , 它 收 和 敛 . 另外 , 它 在 集合 E、。= {A< 
民 | 和 > Ao > 0} 上 一 致 收敛 , 因为 对 于 入 e Ex。 有 


0 < e— Mr +y )qzrdy < e— 和 (z ty ) dzdy, 


Z2 十 V2 关 1/E” Z2 十 82 之 17e” 
而 最 后 的 积分 当 < 0 时 趋 于 零 (原先 考虑 的 积分 F(X) 当 入 = Xo > 0 时 收敛 ). 


例 2 照例 设 B(a,7) = {xz € R"||z 一 a| <7} 是 以 a€ RR"” 为 中 心 以 r 为 半径 的 
球 , 又 设 ye R", 考察 积分 


: Tz—Yy . / 一 引 
FrF 一 dz :一 ] —d 
(9) / -le eto (二 zh) 
B(0,1) B(0,1—e) 


在 了 Rn” 中 引进 极 坐 标 , 确信 给 定 的 积分 仅 当 a < 1 时 收敛 . 如 采 固 定 a < 1, 于 
么 积分 关于 参 变量 y 在 任何 紧 集 Y C R" 上 一 致 收敛 , 因为 在 这 种 情况 下 lz 一 yl| < 
M(Y)EeR. z 

注意 到 在 研究 过 的 例子 里 , 积分 奇异 点 的 集合 不 依赖 于 参 变 量 . 于 是 , 如 有 果 采 用 
上 述 具 有 固定 奇异 点 集 的 反常 积分 一 致 收敛 性 概念 , 那么 , 显然 这 种 舍 参 变量 反常 
重 积分 的 一 切 基本 性 质 能 从 常 义 重 积分 的 相应 性 质 和 关于 依赖 于 参 变量 的 函数 族 的 
极限 理论 得 到 . 

我 们 不 去 转述 这 些 在 原则 上 已 熟悉 的 事实 , 而 宁愿 利用 发 展 了 的 工具 去 研究 极 
重要 的 和 经 常 遇 到 的 (一 维 或 多 维 ) 反常 积分 的 奇异 性 本 身 依赖 于 参 变量 的 情形 . 


3. 具 变 奇异 性 的 反常 积分 
例 3” 我 们 知道 , 在 点 z e R3 处 的 单位 电荷 的 势 用 公式 U(z,y) = 一 一 表示 


Iz—Yy 
这 里 y 是 Rs 中 的 变 点 . 现在 , 如 果 电 荷 以 有 界 密度 (zx) 分 布 在 有 界 区 域 XX CR 
上 . (在 X 外 等 于 零 ), 那么 , 这 些 分 布 电荷 的 势 U(y) 显然 (根据 势 的 可 加 性 ) 可 表示 


成 以 下 形式 : 


AZ) 
EE J (4) 


vw) = | ve, Wule)de = 人 
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在 最 后 的 积分 中 , 变 点 y € Rs 起 参 变量 的 作用 . 如 果 点 y 在 集合 X 外 , 那么 积 
分 (4) 是 常 义 的 . 而 如 果 y e ,那么 当 宗 3x 一 y 时 ,有 |z 一 y| 一 0 且 点 y 对 积 
分 是 奇 衣 的, 这 样 一 来 随 着 y 的 变化 , 这 个 奇异 点 也 不 断 移 动 . 

因为 U(y) = lim Ue(y), 这 里 


必 
Ue(y) 一 LT) dx 
X\B(y,e) 


那么 自然 地 , 与 往常 一 样 , 我 们 称 具 可 变 奇 异性 的 积分 (4) 在 集合 Y 上 是 一 致 收敛 
的 , 如 果 在 YY 上当 一 +0 时 , 有 Ul(y) 写 U(y). 
设 在 民 上 有 |4(zx)| < M e RR, 则 


| / H(z) 
zx—Yyl 
MB(y,e) 

这 个 估计 表明 , 对 任何 y e R3, IU(y) -Ue(y)| < 2xMe?, 即 在 上 边 所 指 意义 下 ， 
积分 (4) 在 集合 Y = R3 上 一 致 收敛 . 

特别 地 , 如 果 能 验证 函数 U.(y) 对 y 连续 , 那么 , 依据 一 般 理论 就 能 推出 势 U(y) 
的 连续 性 . 但 是 函数 U.(y) 的 连续 性 不 能 从 含 参 变量 的 常 义 积分 的 命题 1 得 到 ， 
为 在 我 们 的 情况 下 , 积分 域 X\ B(y,e) 也 随 变 量 y 而 改变 . 因此 , 我 们 下 边 将 研究 所 
关心 的 关于 函数 U.(y) 的 连续 性 问题 

注意 到 当 |y 一 yo| < 时 ， 

U.(y) = HAT) + HT) 
|z—Yy TY 
X\B(yo,2e) (X\B(y,e)) NN B(vyo,2e) 


这 两 个 积分 的 第 一 个 在 条 件 |y - yo| < 下 对 y 连续 (作为 有 固定 积分 区 域 的 稍 义 
积分 ). 而 第 二 个 积分 的 绝对 值 不 超过 


_M ~— 87Me? 
Iz—Yy 


Bl(yo,2e) 


因此 , 对 于 足够 接近 yo 的 所 有 y, 将 成 并 不等式 |Uc(y) 一 Uc(yo)| < 2 十 16xrMe*. 由 
此 断定 Ue(y) 在 yo € R* 连续 . 

这 样 一 来 就 证 明了 , 势 U(y) 在 整个 空间 R3 上 是 连续 函数 

以 上 详细 分 析 过 的 例子 , 使 我 们 有 理由 引进 以 下 一 般 定 义 . 

定义 1 设 (1) 是 对 每 个 yeY 都 是 收敛 的 反常 积分 . 设 Xe 是 从 集合 X 中 控 
去 积分 奇异 点 集 的 s- 邻 域 后 得 到 的 集合 凤 , 而 Fe(y) = 及 f(z,y)dz,， 如 果 在 Y 上 
当 ee 一 +0 时 , 有 f(y) 到 三, 我 们 就 说 积分 (1) 在 集合 Y 上 一 致 收 化 . 

@ 参 看 前 面 的 底 注 . 
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根据 这 个 定义 以 及 类 似 于 例 3 中 的 那些 想法 立刻 推出 以 下 有 多 的 


命题 4 如 果 积分 (1) 中 的 函数 满足 估计 式 |f(z,y)| < 一 ,关中 Me 
R,reXcR"yeYcR* 有 aoa<n, 那么 积分 (1) 在 了 上 一 臻 收敛、 


例 4 特别 地 , 根据 命题 4 推出 , 势 函 数 关 于 变量 yi(i = 1,2,3) 形式 地 求 寻 所 


WA (z)( ") 
(yy) 一 p(T) (2 —y Z (t= 
Vi(y) 人 Iz — yl dr ( 1,2,3) 


: 在 集合 Y = Ra 上 一 致 收敛 , 因为 A -| < i 

1 _ 
像 例 3 那样 , 由 此 可 得 , 函数 V.(y) 在 R3 上 连续 
现在 证 明 , 函数 U(y), 即 势 (4), 实际 


为 此 , 显然 只 要 验证 


U OU 


b 
fun 2 dy = Uy ,yy,y) 


y= 


就 可 以 了 . 事实 上 ; 
fv i(Y)dy" = 人 dy J pre i 


-LL 
x |T —Yy/ ly ta 


上 述 计 算 中 唯一 不 显然 的 地 方 是 交换 积分 次 序 . 在 一 般 情况 下 , 为 能 交换 反常 
积分 的 次 序 , 只 要 重 积分 关于 所 有 变量 绝对 收敛 就 可 以 了 . 在 我 们 的 情形 下 , 这 个 条 
件 是 满足 的 , 因此 , 交换 积分 次 序 是 合法 的 . 当然 , 由 于 这 里 研究 的 函数 比较 简单 , 也 
可 直接 证 明 它 . 

于 是 证 明了 , 分 布 在 空间 R3 中 具有 有 界 密度 的 电荷 所 产生 的 势 U(y), 是 全 空 
间 上 的 连续 可 微 函数 . 

例 3 与 例 4 所 采用 的 方法 和 论证 能 完全 类 似 地 用 来 研究 下 面 更 一 般 的 情况 . 

设 


一 U(y) 


F(y) = 人 K(y — p(2) (Wdz, (5) 


其 中 XX 是 R" 中 的 有 界 可 测 区 域 ; 变量 y 跑 遍 区 域 YC 了 mm 县 m 世 mi :一 及 
是 光滑 映射 , 它 满足 条 件 rangp'(z) = n,j yp'(z) > c > 0 即 yp 给 出 n 维 参数 曲面 
更 准确 地 说 , 是 Rm 中 的 n- 道路 ; K e C(RmA\0;R), 即 函 数 K(z) 在 及 m 中 , 除 乓 
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z 二 0 外 , 处 处 连续 , 在 z = 0 附近 它 可 能 无 界 ; 罗 :Xx 一 及 是 有 界 连续 函数 . 我 
们 将 认为 对 每 个 ye Y, 积分 (5) (一 般 来 说 是 反常 积分 ) 存在 . 
特别 地 , 在 上 面 我 们 所 考虑 的 积分 (4) 中 , 有 


他 一 人 p(T) 一 洲 ， plz, y) = H(z), K(z) 一 lz 上， 


不 难 证 明 , 在 对 函数 op 所 作 的 上 述 限 制 下 , 按 积分 (5) 的 一 致 收敛 性 的 定义 1， 
即 对 任何 a > 0, 存在 s > 0, 使 对 任何 ye Y, 有 


KG 一 p(z))%(z,g)dz| < o (6) 
|y 一 (zj)|<e 
这 里 的 积分 区 域 是 {x e X|(y -p(x)| < e)}. 
命题 5 如 果 在 关于 函数 p,Y,K 的 上 述 条 件 下 , 积分 (5) 在 YY 上 一 致 收敛 , 那 
FecCl(Y,R). 


命题 6 如 果 对 积分 (5) 补充 假设 , 函数 芭 不 依赖 于 参 变量 y ( 即 (x,y) = 
(7)), 且 KE CM(R™\0, 民 ), 那么 当 积分 


— PT) YT) dr 


OK 
x DY 
在 集合 yEY 上 一 致 收敛 时 , 能 断定 函数 下 具有 连续 偏 导 数 , 并 有 


SlW) = | Fit vo)) le)de (7) 


这 些 命题 的 证 明 , 如 已 指出 , 完全 类 似 于 例 3 和 例 4. 因此 我 们 不 再 详 述 . 

我 们 只 需 注意 , 反常 积分 的 收敛 性 (对 任何 竭尽 递增 集 列 ) 春 含 它 的 绝对 收敛 性 . 
在 例 3 和 例 4 中 绝对 收敛 性 的 条 件 只 在 进行 估计 和 交换 积分 次 序 时 用 过 . 作为 命题 
5,6 的 应 用 的 具体 说 明 , 我 们 再 考察 势 论 中 的 一 个 例子 . 


例 5 设 电荷 分 布 在 光滑 紧 曲 面 9 C R3 上 其 面 密度 为 v(x). 这 种 电荷 分 布 的 
势 叫做 单 层 位 势 , 它 显 然 是 用 曲面 积分 


一 2 Ow : 
VW) = | idol®) (8) 


表示 . . 


中 这 里 我 们 认为 集合 XX 在 Rn 中 是 有 界 的 . 在 相反 的 情形 , 对 不 等 式 (6) 还 应 补充 一 个 类似 的 
不 等 式 ， 其 中 的 积分 域 应 取 作 {zr € X||z| > 1/e}. 


420 ， 第 十 七 草 含 参 变 量 的 积分 


设 > 是 有 界 函 数 , 则 当 y 4 5 时 , 这 个 积分 是 第 义 的 , 而 且 函 数 U(y) 在 5 外 无 
穷 次 可 微 . 

而 如 果 y e 5, 那么 在 点 y 积分 有 奇异 性 . 这 个 奇异 性 是 可 积 的 , 因为 曲面 5 
是 光滑 的 且 在 点 ye S 的 邻 域 里 与 R? 平面 块 差 别 很 小 , 而 我 们 知道 , 一 (a < 2) 型 
的 奇异 性 是 可 积 的 . 利用 命题 5 能 把 这 种 一 般 的 设想 转化 为 形式 化 的 征明 , } 只 要 在 
点 ye3 的 邻 域 凤 里 ,局 部 地 把 S 表 成 zx = y(t) 的 形式 ， 其 中 tEe 愉 SR 县 
rangw' 二 2. 这 时 


y(p(t)) Bp Op 

,而 do v, |y ~ P(t) ce (器 3 )d 

而 且 应 用 命题 2 还 能 证 明 , 积分 (8) 表示 的 函数 U(y) 在 整个 空间 Ra 上 连续 
已 经 指出 , 在 电荷 的 支 集 外 , 体位 势 (4) 和 单 层 位 势 (8) 都 是 无 穷 次 可 微 的 . 在 

积分 号 下 求 导 . 同样 地 能 够 确认 , 在 电荷 的 支 集 外 , 像 了 Ra 中 的 函数 一样, 势 


zy 
函数 U(y) 也 满足 拉 普 拉 斯 方程 AU = 0, 即 在 这 个 区 域 上 是 调和 函数 . 


*4. 高 维 情形 的 卷 积 , 基本 解 和 广义 函数 
a. Rn" 中 的 卷 积 


定义 2 定义 在 R* 上 的 实 值 或 复 值 函数 ， 与 v 的 卷 积 wu*w 用 关系 式 
(uo)(o) = f ul)vle — wae (9) 
给 出 


例 6 比较 公式 (4) 和 (9) 可 得 , 例如 , 分 布 在 空间 R3 中 且 具 有 密度 jy(x) 的 电 
荷 的 势 U, 是 函数 1 与 空间 了 3 坐标 原点 的 单位 电荷 的 势 已 的 着 积 jy * 五 . 


关系 式 (9) 是 84 所 研究 的 卷 积 的 定义 的 直接 推广 , 根据 这 个 原因 , 如 果 处 处 把 
及 换 成 R", 所 有 在 $4 中 对 n = 1 详细 讨论 过 的 卷 积 性 质 以 及 有 关 结 论 , 如 果 把 那里 
的 及 都 换 成 有 R", 仍然 有 效 . 

Rn” 中 的 6- 型 函数 族 可 像 及 的 情形 一 样 地 定义 , 只 要 把 及 换 成 Rn , 把 U(0) 理 
解 成 点 0 R" 在 及 ”中 的 邻 域 即 可 . 

函数 ff:G 一 C 在 集合 ECG 上 _ 致 连续 性 概念 以 及 84 中 关于 卷 积 f * kA, 
收敛 到 f 的 命题 5, 所 有 细节 和 推论 , 都 可 推广 到 高 维 情形 . 

需要 注意 的 只 是 ,在 84 的 例 3 和 推论 1 的 证 明 中 , 在 定义 函数 Au(z) 和 ep(z) 时 ， 
其 中 的 z, 相应 地 应 换 成 |z|. 为 了 证 明 用 三 角 多 项 式 和 逼近 周期 函数 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 
定理 需要 对 84 的 例 4 中 引进 的 6- 型 函数 族 的 形式 作 一 点 不 大 的 变动 . 这 时 我 们 讨 
论 的 是 分 别 对 变量 x1, zx?,… ,zn 具有 周期 ,了 T,… ,T 的 连续 函数 f(z1,…… ,7") 
的 逼近 问题 . 
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命题 的 内 容 是 : 对 任何 s > 0, 能 够 找到 依赖 于 n 个 变量 且 对 各 个 变量 分 别 具 有 
周期 ,了 TD,… ,到 的 三 角 多 项 式 , 它 在 R* 上 以 精度 < 一 致 珊 近 f. 

我 们 仅 限 于 作 这 样 一 个 说 明 , 独立 地 对 任意 n es N 的 情形 检验 在 84 中 对 于 
n 二 1 已 经 证 明了 的 卷 积 (9) 的 那些 性 质 , 对 读者 来 说 是 简单 然而 对 理解 84 的 内 容 
有 益 的 练习 . 


b. 多 变量 广义 函数 


现在 我 们 叙述 高 维 的 曾 在 $4 中 引进 的 与 广义 函数 的 有 关 概 念 ， 

和 以 前 一 样 , 设 C(%)(G) 与 CL%)(G) 分 别 表示 在 区 域 G c R" 上 无 穷 次 可 微 函 
数 族 和 具 紧 支 集 的 无 穷 次 可 微 函 数 族 . 如 果 G = R", 那么 将 分 别 用 省 略 记 号 C(%) 
和 C4”) 表示 . 记 m := (m1,… ,mn) 称 为 多 指标 , 且 记 


m._ /oY 9” 
f+ TT \ori Or 六 


在 C4)(G) 中 引入 函数 的 收 敏 性 : 像 84 的 定义 7 那样 , 如 果 函 数 序列 {px} 中 
所 有 函数 的 支 集 都 位 于 G 中 的 同一 个 紧 集 中 , 且 对 任何 多 指标 mm, 在 C 上 当 有 一 oo 
时 , 有 etm) 一 p(m， 就 是 说 , 函数 及 其 所 有 导 函 数 都 一 致 收敛 , 则 称 函 数列 {px} 收 
敏 于 vp, 并 记 作 : 当天 一 co 时 ,在 CH)(G) 中 ,pk 一 9. 


定义 3 具有 所 引入 收敛 性 的 线性 空间 C6)(G) 用 D(G) 表示 ( 当 G = 了 Rn" 时 
用 全 表示 ), 并 称 为 基本 函数 空间 或 测试 函数 空间 . 


D(G) 上 的 线性 连续 泛 函 叫做 广义 函数 或 分 布 . 它们 构成 线性 的 广义 函数 空间 ， 
记 作 人 D'(G) ( 当 G = Rn 时 , 记 作 D). D'(G) 中 的 收敛 性 , 像 一 维 情形 一 样 , 定义 为 
泛 函 的 弱 ( 逐 点 ) 收敛 性 (参看 84, 定义 6) 

正则 广义 函数 的 定义 可 以 逐 字 逐 句 地 搬 到 高 维 情形 . 

6 一 函数 和 移 至 点 zo e G 的 6- 函数 , 仍 像 以 前 那样 定义 , 移 至 皮 zo 的 6 一 函 
数 记 作 5(zo), 或 者 , 常常 但 不 总 是 恰当 地 记 作 5(z 一 xo). 

现在 考虑 某 些 例子 . 


例 7 设 


zl2 


1 
(QaVii)n 4a<t ， 
其 中 a > 0,t > 0,z € RR". 试 证 : 这 些 函数 作为 R* 中 的 正则 分 布 , 当 上 一 +0 时 , 在 
DD' 中 收敛 到 R" 的 6 一 函数 . 

为 完成 证 明 只 需 验 证 ， 函数 族 A, 当 t 一 +0 时 在 R" 中 是 6- 型 的 . 

利用 变量 替换 ， 化 重 积分 为 累 次 积分 和 欧 拉 - 泊 松 积分 的 值 , 得 到 


人 Ai(z)dz = A [lasl a (a) A ( 广 du) | 


Ai(Z) := 
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另外 , 对 任何 固定 的 + > 0, 当 + 一 +0 时 ， 
Ndr -lel? ge _, 
B(0,7) B 0, 5 
最 后 , 考虑 到 函数 At(z) 的 非 负 性 推出 , 它们 实际 上 组 成 R" 中 的 6- 型 函数 族 


例 8 下 面 的 广义 函数 5s (与 分 片 光滑 曲面 $ 上 具有 单位 分 布 面 密度 的 电荷 分 
布 相 对 应 ) 是 5- 函数 (例如 , 与 放置 在 空间 R" 的 坐标 原点 的 单位 电荷 的 电 奉 分 布 
相对 应 ) 的 推广 . 6s 对 函数 p € D9 的 作用 由 关系 式 


Gs') = | vla)do 

定义 . 

分 布 6s 与 分 布 6 一 样 也 不 是 正则 广义 函数 . 

在 Rn 中 分 布 与 D9 中 函数 的 乘积 , 可 以 和 一 维 情形 一 样 地 定义 . 

例 9 如 果 ye 人 D, 那么 js 是 按 规律 
(16s, wp) = / PTH(T)do (10) 

S ， 

确定 的 广义 函数 . 


如 果 函 数 wz) 仅 在 曲面 9 上 有 定义 , 那么 等 式 (10) 可 以 看 作 广义 函数 15s 的 
定义 , 这 样 引入 的 广义 函数 按 自然 的 类 比 叫做 曲面 5 上 具有 密度 /的 单 层 分 布 

多 变量 广义 函数 的 微分 原则 上 与 一 维 情况 一 样 , 但 有 某 些 特殊 的 地 方 . 

如 果 Pe D'(G) 且 G c R", 那么 广义 函数 元 ; 由 关系 式 


OF Op 
人 


定义 . 
由 此 推出 ， 
(F(™, p) = (—D)™ (本 pm) (11) 
其 中 mm = (m1,…- 人 二 抽风 H Im| = Dm 
自然 想 验证 一 一 i 了 = 0 -, 而 这 可 从 两 个 关系 式 
Or 履 OT v 


OF \_/p_w 
Bri /  \ OriOri/’ 


OF AN Ow 
rir /  \? Oridri 
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的 右 端 相等 得 到 ， 右 端 项 之 所 以 相等 ,是 因为 对 任何 函数 p< 四 都 成 立 古 册 等 
pp Oy : 
OriOxi; OriOri 


Dm™ = (总 ) - 本 (让 ) ， 是 数 系 数 , 而 和 是 关于 某 个 有 限 的 多 指标 集 
的 


算 子 DD 的 转 置 或 者 共 斩 , 通常 记 作 'D 或 D*, 是 用 对 任何 pe 人 D 和 Fe 全 ' 都 
成 立 的 关系 式 
‘DF, wp) =: (F, Dy) 


定义 的 算 子 . 
从 等 式 (11) 出 发 , 现在 可 以 写 出 微分 算 子 D 的 共 圈 微分 算 子 的 显 式 : 


D= >》 (一 1) )imianDm 


特别 地 , 如 果 所 有 的 Im| 都 是 偶数 且 纪 = D, 则 称 算 子 D 是 自 共 辆 微分 算 子 . 
显然 , D'(R") 中 的 微分 算 子 保持 了 人 D'(R) 中 的 微分 法 的 所 具有 的 一 切 性 质 . 而 
现在 让 我 们 来 研究 以 下 高 维 情形 的 重要 特例 . 


例 11 设 5 是 R" 中 光滑 的 (n 一 1) 维 子 流 形 , 即 3 是 光 请 超 曲面 . 假 议定 义 
在 民 *\S 上 的 函数 了 是 无 穷 次 可 微 的 , 而 且 它 的 所 有 偏 导 数 对 每 个 点 Ze 3 当 从 曲 
面 9 的 任何 一 侧 (3 趋 近 于 z 时 的 极限 都 存在 , 两 侧 极 限 之 差 是 所 考察 的 俩 寻 
数 在 点 x 的 跃 度 5 它 对 应 着 在 x 点 穿 过 8 的 方向 . 当 这 个 方向 改变 时 , 跃 度 
改变 符号 , 这 样 一 来 , 如 果 约 定 , 艾 如 ， 用 曲面 的 法 线 广 同 给 出 穿 过 自 面 的 方 闫 ， 则 可 
把 跃 度 看 成 定向 曲面 上 的 函数 ， 


承 数 2/ 在 曲面 $ 外 有 定义 连续 , 且 局 部 有 界 . 由 所 做 的 假定 知 , 当 趋 近 曲 面 
本 身 时 f 疼 局 部 最 终 有 界 的 因为 5 是 Re 的 子 流 形 , 无 论 我 们 在 5 上 如 何 补充 定 
义 5 5, 我们 得 到 的 函数 或 许 在 5 上 间 上 ,因而 在 R* 上 局 部 可 积 . 但 是 仅 在 测度 为 


哇 内 集合 上 有 不 同 信 的 可 积 函 数 有 相等 积分 值 因此 不 必 关心 5 J 在 $ 上 的 值 可 


以 认为 它 按 规律 
EE ON CG 


产生 一 个 正则 广义 函数 | 于 Of :| 


* 译 者 注 ， 这 里 所 说 的 “ 穿 过 5 的 方向 * 并非 以 x 为 起 点 的 向 量 指示 的 具体 方向 , 而 是 指 从 曲 
面 的 哪 一 侧 到 另 一 侧 . 
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现在 证 明 , 如 果 把 上 看 作 广义 函数 , 那么 在 广义 函数 微分 法 意义 下 , 有 以 下 重要 
公式 : 
0 0 
2 一 (过 | 十 (Ff) cosaids (12) 
其 中 最 后 一 项 按 等 式 (10) 的 意义 理解 ; (j f)s 是 函数 f 在 点 zs 5 处 沿 任 何 一 个 
(两 个 可 能 方向 中 的 一 个 ) 单位 法 向 量 mn 上 的 跃 度 ; cos a; 是 nn 在 轴 zi 上 的 射影 ( 即 
Nn = (COs Q1,:** ,COS Qn)). : 
4 公式 (12) 是 84 中 等 式 (17) 的 推广 , 在 公式 (12) 的 推导 中 用 到 了 等 式 (17). 
为 确定 起 见 , 我 们 考 虚 i = 1 的 情形 , 这 时 


6 8 
Co ou 
十 ee 


-J fl): {Moe 
人 (17) pdr* .dz 


这 里 , 『f 是 函数 f 在 点 x = (zx!,x?,… ,x") €E 5S 处 沿 第 i 个 坐标 轴 方 同 军 过 5 
的 跃 度 . 在 计算 乘积 (| Po 时 , 函数 vo 也 是 在 同一 个 点 取 值 的 . 因此 , 上 式 中 最 后 的 
积分 能 够 写成 第 一 类 曲面 积分 的 形式 


人 (7 o COS Qi do, 


其 中 ai 是 zl 轴 与 在 点 ze S 法 向 量 的 夹 角 . 法 向 量 的 取向 是 那样 的 , 沿 它 穿 过 扣 
rt ES 时 , 函数 f 正好 有 我 们 所 得 到 的 跃 度 | 了 . 这 只 意味 着 , cos al > 0. 只 需 注 意 ， 
如 果 选 取 另 一 个 法 线 方 向 , 那么 函数 的 跃 度 与 zl 轴 的 方向 和 法 线 方 网 夹 角 的 余弦 
同时 改变 符号 , 这 就 是 说 , 乘积 (了 有 ) cosai 不 改变 符号 .> 

注 1 如 从 证 明 中 所 看 到 的 , 如 果 在 任 一 点 ze S 函数 『 的 跃 度 (| f)s 有 定义 ， 
- 上 局 部 可 积 (至 少 局 部 广义 可 积 )， { of 
是 它 产生 的 正则 广义 函数 , 则 公式 (12) 仍然 成 江 . 

注 2 在 点 x e 5S 处 如 果 zl 轴 不 穿 过 5, 亦 即 切 于 S$, 那么 关于 这 个 方 癌 定义 
路 度 了 可 能 产生 困难 , 但 从 公式 (12) 的 证 明 中 看 到 , 它 最 后 一 项 由 积分 


ff (Tf) was? -a 


得 到 
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这 种 点 的 集合 瓦 在 平面 x?2,… ,xz* 上 的 射影 的 (n 一 1) 维 测度 为 零 , 所 以 它 不 影 
啊 积分 的 值 . 因此 , 公式 (12) 可 以 认为 是 有 意义 的 并 且 总 是 正确 的 , 只 要 当 cosa, = 
0 时 就 令 (」f)s cos ai 等 于 零 


注 3 根据 类 似 的 理由 , 也 可 以 忽略 面积 为 零 的 集合 , 因此 公式 (12) 对 于 分 片 
光滑 则 面 应 该 认为 是 对 的 . 


作为 下 面 的 例子 我 们 将 证 明 , 怎样 从 微分 关系 式 (12) 直接 得 到 古典 的 高 - 奥 积 
分 公式 ,并且 摆 脱 了 多 余 的 分 析 要 求 (关于 这 些 我 们 当时 告诉 了 读者 ), 具有 最 自由 
的 形式 

例 12 设 G 是 R" 中 由 分 片 光滑 曲面 5 包围 的 有 限 区 域 ; 4 = (4!,… ,4h") 是 
G 中 的 连续 向 量 场 , 是 函数 div4 = 学 5 在 G 中 有 定义 并 在 G 上 可 积 (至 少 在 
反常 积分 意义 下 ). | 

如 果 认 为 场 A 在 G 外 等 于 零 , 那么 场 在 区 域 G 的 边界 5S 的 任 一 点 z 处 从 区 
域 G 内 移出 时 的 跃 度 为 _A(z). 设 n 是 5 上 的 单位 外 法 线 向 量 . 把 公式 (12) 应 用 
到 场 4 的 每 个 分 量 Ai, 并 把 这 些 等 式 相 加 , 得 到 关系 式 


divA = {divA} — (A .nn)os, (13) 


其 中 A.n 是 向 量 4 与 在 点 ze 5 的 数量 积 
关系 式 (13) 是 广义 函数 的 等 式 . 将 它 应 用 到 在 G 上 等 于 1 的 函数 we CL”) 
OE HT), NE 0 


(div A, w) --/. (A-.Vop)d (14) 


( 它 由 广义 函数 微分 法 直接 推出 ), 那么 对 我 们 的 场 A 和 函数 %, 显然 有 (divA4,) = 0. 
但 是 考虑 到 等 式 (13), 这 将 给 出 关系 式 


0 一 ({div4 人 一 (人 4)0s, 人)， 


它 的 古典 号 法 
0= | divAdr - | (A n)do (15) 
正 是 高 - 奥 公 式 . 
再 分 析 几 个 与 广义 函数 微分 法 有 关 的 例子 . 


例 13 考虑 定义 在 R3\0 上 的 向 量 场 4 = 局 可， 并 证 明 , 在 广义 函数 空间 DD'(R3) 


中 成 立 等 式 


dv = 一 470. (16) 
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首先 注意 ， 在 古典 意义 下 ， 当 z 关 0 时 ， div E 一 0. 
现在 依次 利用 关系 式 (14) 定义 的 div4, 反常 积分 的 定义 , 当 xz 关 0 时 的 等 地 


div 一 =0, 高 - 奥 公 式 (15) 及 函数 o 的 紧 支 性 , 得 到 


MEE 
避让 
-人 《高 :Yeoja 


e<|z|<1/e 


一 一 lm div (2 ) dz 


[zx 


= 4rp(0) = (47o, p). 


如 前 , 我 们 称 满足 A(B) = 5 的 广义 函数 巨 € D'(G) 为 算 子 4 :人 D'(G) = D9'(G) 
的 基本 解 . | 


例 14 我 们 来 验证 , 在 D'(R3) 中 , 正则 广义 函数 E(x) = i 是 拉 普 拉 斯 
9 NV 0 \ 0 
算 子 A= C3 + (gr) + (六 ) 的 基本 解 . 
事实 上 , A = div grad, 当 z 类 0 时, gradB(zx) = 


可 从 已 证 明 的 关系 式 (16) 推出 ， 
像 例 13 一 样 , 能 证 明 对 任何 ne N,n > 2, 在 R" 中 


0 A 因此 等 式 div gradE = 6 


div—— = on， | (16") 
1 


其 中 0 二 ee "是 Rn 中 单位 球面 的 面积 
由 此 并 考 筷 到 关系 式 A = div grad 能 推出 


Alnlz|=2r6 在 有 R* 中 


A 一 一 (7 一 2)ond, 在 RY” 中 ,nn > 2. 
例 15 证 明 函 数 
Bzt) = — HO 
~ (2avrt)" 
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其 中 xz e R",t e 民 ,HH 是 赫 维 赛 德 函数 ( 当 上 < 0 时 , 我 们 令 E(x,t) = 0), 满足 方程 
0 
(有 -一 PA ) b 一 0 
其 中 A 是 R" 中 对 zx 的 拉 普 拉 斯 算 子 , 5 = 6(z,t) 是 R? x Ri = 及 "+l 中 的 5- 函数 . 
当 t > 0 时, Ee C()(R"+1), 直接 利用 微分 法 即 可 确信 


(A) B=0 当 +>0 时 . 


“考虑 到 这 个 情况 和 例 7 的 结果 , 对 任意 的 函数 p e D(R"+!) 得 到 
0 
(en 
CC 
十 co 0 

一 -| dt 人 El(z,t) 恪 十 Ay dz 

十 Co 
一 im / dt 人 E(x,t) (党 十 hv ) dz 

z oo 

im 下 E(x,e)p(r, e)dz +| dt 人 ( 完 一 ozA) pdr 


= lim 人 Elz, sjotzZ;0)dr 十 人 E(xz,e)(Pp(7r,E)— etc,0))dz| 


E 一 十 避 


.lim 时 E(xz,e)p(z, 0)ax 


= p(0,0) = (6, p). 


因此 , (2r, V7t)-"H(t)e-lxi /4a 上 是 热传导 方程 的 基本 解 . 
例 16 证 明 函 数 
E(z,t) = 2 H(at _ zl) 


(其 中 a > 0,zE 了 te Ri, 卫 是 赫 维 赛 德 函 数 ) 满足 方程 


其 中 5 = 6(z,t) 是 空间 DD'(Rs x Rt) = 人 D'(R?) 中 的 6 一 函数 . 因此 ， i — |z)) 
是 弦 振 动 方程 的 基本 解 . 
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设 pe 习 (R2), 简 记 口 。 :5 a? 部 ;, 我 们 得 到 


(DoE, Pp) 三 (五 , 口 cp) - | he E(x,t)Dapl(z, t)dt 
R, 
] 十 Ce 十 Ce ~2 at 2 
一 元 人 dz O09 gy 
2a la Bd DT 


1 ~ ?| a 六 ”| ap 2 


一 =p(0 0) 十 =p(0, 0) = %(0,0) = (6, 9) 


在 84 中 我 们 充分 详细 地 阐述 了 算 子 的 基本 解 (脉冲 响应 函数 ) 的 作用 以 及 卷 积 
在 根据 保 位 移 线性 算 子 4v = i 的 输出 确定 输入 的 问题 中 的 作用 , 那里 关于 这 个 方 
面 所 讲 的 一 切 都 可 移 到 高 维 情形 而 无 需 作 什么 改变 . 也 就 是 说 , 如 果 我 们 知道 算 子 
4 的 基本 解 忆 , 亦 即 如 果 AE = 6, 那么 也 可 以 把 方程 4v = f 的 解 w 表示 成 卷 积 
u 一 了 + 五 的 形式 . 
例 17 这 样 一 来 , 利用 例 16 的 函数 E(x,t), 可 以 把 方程 
Ou 2 人 
2 Dr2 
的 解 表 示 成 函数 f 与 互 的 疮 积 /* 克 


T+a(t—7) 
r,t) ,TT 
ul -去 人 -人 a(t—7) 1 7 
譬如 , 在 f 连续 的 假定 下 , 这 个 卷 积 显然 存在 . 直接 利用 含 参 变量 积分 微分 法 容易 验 
证 , u(x,t) 确实 是 方程 口 .wu = f 的 解 . 


例 18 类 似 地 , 根据 例 15 的 结果 , 得 到 方程 


= 


Ou 
pri 
的 解 
A660) n) 一 -一 一 -一 -一 -5 
Mi _ 1。 -人 Dar me 


璧 如 , 假定 函数 f 连续 且 有 界 , 从 而 保证 上 式 右 端 的 卷 积 f*E 存在 . 我 们 指出 , 这 些 
候 定 对 此 例 来 说 并 非 是 必须 的 . 比如 说 , 从 广义 函数 的 观点 看 , 可 以 提出 | 当 取 广义 函 
数 p(z)5(z) 作为 f(z, 引 时 方程 二 一 Au = f 的 求解 问题 ,其 中 ,pe D(R"),5 < D'(R) 
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把 这 样 的 函数 f 形式 地 代入 到 积分 号 下 , 得 到 关系 式 


jf 二 P(E) -bE 
(7,t) 人 a Vi dé. 


利用 含 参 变量 积分 的 微分 法 , 可 以 确信 , 这 个 函数 是 方程 2 _ 2Aw ~ 0 当 
t > 0 时 的 解 . 注意 , 当 上 _，+0 时 , 有 w(z,t) -elz), 这 可 从 例 了 的 结果 推出 , 在 屠 
里 已 经 建立 了 这 里 遇 到 的 函数 族 的 5- 型 性 


例 19 最 后 , 回忆 在 例 14 中 得 到 的 拉 普 拉 斯 算 子 的 基本 解 , 我 们 来 求 三 维 油 松 
方程 Av = -4xf 的 解 


它 与 早 些 时 候 研究 过 的 空间 分 布 密度 为 f 的 分 布 电 荷 的 势 (4) 是 一 样 的 , 只 是 记号 
不 同 而 已 . 


如 果 把 函数 取 作 v(z)s, 其 中 5 是 Ra 中 的 分 片 光滑 曲面 , 那么 形式 地 代入 
到 积分 中 , 就 得 到 函数 
2 
uo) = / doe) 


像 我 们 已 经 知道 的 那样 , 它 是 单 层 位 势 , 准确 地 说 , 它 是 以 面 密度 v(xz) 分 布 在 曲面 
S C RY 上 的 电荷 的 势 . 


练习 
1. a) 像 例 3 中 建立 形 如 (4) 的 体 势 的 连续 性 那样 讨论 单 层 位 势 (8), 并 证 明 它 的 连续 性 . 
b) 完成 命题 4 与 5 的 整个 证 明 . 
2. a) 证 明 : 对 任何 集合 M C R" 和 任何 < > 0, 可 以 构造 函数 fe C(”)(R", 民 ). 同时 满足 
以 下 面 三 个 条 件 : Vx € R"*(0 < f(x) & 1);vz € M(f(z) = 1);suppf C Me. (其 中 Ms 
是 集合 M 的 s-- 邻 域 ). 
b) 证 明 : 对 了 ”中 任 一 闭 集 M, 存在 非 负 函数 fe Ct) (R", 民 ), 使 得 (f(z) =0) 会 (Ze 
MM). 
3. a) 把 84 的 习题 6,7 的 解 推广 到 任意 维 空间 RR” 的 情形 . 
b) 验证 : 广义 函数 6s ( 单 层 ) 不 是 正则 的 ， 
4. 利用 卷 积 证 明 下 面 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 的 变 体 . 
a) 任何 一 个 在 nn 维 紧 区 间 I C R" 上 的 连续 函数 f :了 工 一 下 能够 在 了 上 用 ? 个 变量 的 代 
数 多 项 式 一 致 逼近 . 
b) 如 果 把 了 换 成 任 一 紧 集 KK C 有 ”并 假定 Fe C(K,C), 上 述 断 言 仍然 正确 . 
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c) 对 RR" 中 任 一 开 集 G 和 任何 函数 fe C4"™(G, 民 ), 存在 由 nn 个 变量 的 代数 多 项 式 已 , 构 
成 的 序列 { Pi.}, 使 得 对 任 一 多 维 指标 a := (al ,an),lal < m, 在 每 个 紧 集 KK CG 
上 当天 一 oo 时 ,Po 二 f9). 

dj 如 果 G 是 R* 中 的 有 界 开 集 , fe Ctee)(G, R), 那么 存在 由 nn 个 变量 的 代数 多 项 式 疡 
组 成 的 序列 {PB}, 对 任何 a = (ai am) 在 G 上 , 当天 一 co 时 ， Pt®) SS Fe) 

e) 任何 一 个 关于 变量 z ,…… , x” 分 别 具 有 周期 区,… ,了 T, 的 函数 FE C(R", 民 ) 在 了 R" 

”中 能 够 用 关于 相应 的 变量 分 别 具 有 同样 的 周期 卫 ,… , 工 , 的 三 角 多 项 式 一 臻 逼近 . 


5， 这 个 问题 包含 卷 积 的 平均 作用 的 进一步 的 知识 . 
a) 当时 , 根据 闵可夫 斯 基 的 数 的 不 等 式 , 当 p > 1 时 , 我 们 得 到 了 闵可夫 斯 基 的 积分 不 等 式 


rose) (roe) (Lene) 


它 同 样 又 使 我 们 预见 到 以 下 广义 闵可夫 斯 基 不 等 式 


(/. ] /re 可 加 < (f Wrenwar) oy 


试 证 这 个 不 等 式 , 其 中 p > 1, X,Y 是 可 测 集 (例如 , 分 别 是 及 ”和 民 ”中 的 区 间 )， 
并 且 不 等 式 右 端 是 有 限 的 . 
b) 把 广义 闵可夫 斯 基 积 分 不 等 式 应 用 于 卷 积 f * g, 证 明 : 当 p > 1 时 ， 


| f*9 ls) f i: | g lls, 


这 里 照例 记 上 4 p= (fn |ul? (x)dzr) /7?. 

c) 设 PE C5” (R",RR) 且 在 R" 上 有 0 < yp(z) & 1, fn p(T)dr = 1. 记 we(z) := 
zp (2) ,fe := f*pe 当 e > 0 时 . 试 证 : 如 果 fe Rp(R") ( 即 如 果 积分 及 。|jlP(z)dz 
存在 ), 那么 fc € C(™*)(R”,R) 且 fc jp<|| fs 

注意 , 常 称 函 数 f。 为 函数 有 以 pe 为 核 的 平均 . 
d) 仍 采用 上 面 的 记号 , 验证 : 在 任何 区 间 TC R" 上 , 成 立 不 等 式 


| fe — f lpr sup 站 mm 一 了 jp 
Ih|l<se 


其 中 wlp,r= (fi lul?(z)dr) /?, 而 7hf (x) = f(z —h). 

e) 试 证 : 如 果 fe Kp(R"), 那么 当 有 一 0 时 ,mf 一 了 pi 一 0. 

f) 试 证 : 对 任何 函数 f € 9,(R"),p > 1, 成 立 关系 式 | fe jp f jp; 而 且 , 当 < 一 +0 
时 ， | fe —f lp— 0. . 

g) 设 Mp(G) 是 在 开 集 G C 恨 * 上 绝对 可 积 且 具有 范 数 ||||p,a 的 函数 构成 的 向 量 空间 , 试 
证 : 函数 类 C(%)(G) 门 Rp(G) 在 Kp(G) 中 处 处 稠密 , 这 对 于 C6”(G) 门 Rp(G) 同样 
也 是 正确 的 . 

h) 对 上 一 问题 p = oo 的 情况 , 相应 地 成 立 命题 : 任何 一 个 在 G 上 连续 的 函数 能 用 Ctee)fG) 
类 函数 在 G 上 一 致 逼近 . 
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i) 如 果 f 是 民 上 以 了 为 周期 的 局 部 绝对 可 积 函 数 , 记 |‖ jzr= (f° |fP(z)dzx)1/?， 
用 Rs 表示 其 范 数 jj|p,T 的 线性 空间 , 试 证 : 当 < 一 +0 时 , || fc ~ 了 ,Tz 一 0. 


j) 我 们 知道 , 若 两 个 函数 之 中 有 一 个 是 周期 函数 , 那么 它们 的 卷 积 也 是 周期 函数 . 试 利用 
这 个 事实 证 明 : 光滑 周期 函数 类 Cl”) 在 2 中 处 处 稠密 . 


a) 采用 例 11 中 的 记号 并 利用 公式 (12), 验证 : 如 果 f € CW RS) 那么 
of Of BF 
DriOri 一 (二 二 Bri (U7) COS ou5s ) 十 (J (中 上 ) me Qi05. 


b) 试 证 : 和 式 分 (及 cos ai 等 于 函数 f 在 相应 的 点 x E 5 的 法 向 导数 的 路 度 
S 


(I 起 9 {) 并 且 这 个 跃 度 不 依赖 法 线 方向 的 选取 , 等 于 函数 f 在 点 z 曲面 5 两 侧 法 向 
向 
导数 的 和 (并 + A (z). 


Af = {Af}+ 0 起) js + 元 ~ (17). és )， 


8 ,. OF 
其 中 总 是 法 向 导数 (四 (Be'?) 人 ey) 而 ([f)s 是 函数 /在 点 ce 5 
沿 法 线 方向 n 的 跃 度 
试 利用 得 到 的 A 了 的 表达 式 , 证 明 古 典 的 格林 公式 


: _ 0p 0f 
|Uae -wand = 人 人 v3 ) 


其 中 G 是 R* 中 的 有 限 区 域 , 它 的 边界 5 是 分 片 光滑 曲面 ; f, wp e COD(G) 门 CC)(G)， 

且 左 边 的 积分 至 少 在 反常 积分 意义 下 是 存在 的 . 

试 证 ; 如 果 5_ 函数 对 应 于 放置 在 空间 Rn 的 坐标 原点 O 处 的 单位 电荷 , 而 函数 -5 

对 应 于 位 于 原点 O 沿 z! 轴 正 向 电 偶 极 矩 为 +1 电 偶 极 子 (参看 84 练习 11)， 而 函数 

v(z)6s 是 曲面 S$ 上 面 密 度 为 v(x) 的 分 布 电荷 的 单 层 分 布 , 那么 , 所 谓 双 层 分 布 的 函数 

-大 (v(z)5s 则 对 应 着 曲面 $ 上 密度 为 v(z) 沿 法 向 n 的 电 偶 极 子 的 分 布 . 

f) 候 定 格林 公式 中 的 p 一 二 一 一 十 ， 试 利用 例 14 的 结果 证 明 ; 任何 一 个 区 域 G 上 的 
CDG ) 类 调和 函数 f 能 表 成 区 域 G 的 边界 5 上 的 单 层 和 下层 分 布 的 扫 和 

a) 函数 一 画 是 位 于 空间 R? 的 坐标 原点 的 单位 电荷 产生 的 电场 强度 A = 一 5 的 势 . 我 
们 知道 ， 


已 


e 


me 


div (- 识 ) _ dr65 div ( -各 )- _ 4ro5 div grad (名 ) _ 475 


试 所 此 阅 明 : 我 们 为 什么 认为 函数 U(z) = fs -dk 应 该 是 满足 。 AD = -4mh 
的 . 验证 : 它 的 确 满足 所 写 的 泊 松 方程 
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b) 高 斯 - 奥 斯 特 拉 格 德 斯 基 公式 的 物理 推论 , 即 电 磁场 理论 中 已 知 的 高 斯 定理 ， 说 的 是 : 
分 布 在 空间 Rs 中 的 电荷 产生 的 电场 强度 穿 过 封闭 曲面 8 的 电 通 量 等 于 - 公 ( 见 第 14 章 
s2 第 2 段 ) 其 中 Q 是 以 5 为 边界 的 区 域 中 的 全 部 电量 , 试 证 这 个 高 斯 定理 


8. 试验 证 以 下 广义 函数 理论 意义 下 的 等 式 


a) AE = 6, 如 采 
] 2 
A in | 了 |， TE 及 ) 
27 站 
一 [ (3) _(n—2) 
2 n—2 人 
Din — 可 ,ZER 7 > 2. 
b) (A 十 kk)E 二 6, 如 果 
eiklz| | e 一 请 |z| 3 
有 二 一 一 村 四 或 P(r) = a’ Ee 
6 | 106 人 0 \* 
Cj Dap=65, 其 中 DD 一 一 2 (总 ) tt 
五 (aot 一 [zx|) 9 
六 (2 ) = -一 一 一 一 ， ER’*, t€ER 
(2) 27awWa2t2 — |z|* - 
或 z z 
E(r) = HO 5s ， = 人 多 5(a21 -zl 人，zE 了 R，teE 职 


47ra2t 
其 中 H(t) 是 赫 维 赛 德 函数 , Sa = {zEe 恨 |lzl = at} 是 球面 , a > 0. 

d) 利用 上 面 的 结果 , 把 具 微分 算 子 4 的 方程 hu = f 的 解 4 表 成 卷 积 f * EE 的 形式 . 例 
如 , 假定 函数 f 连续 , 试验 证 所 得 到 的 含 参 变量 积分 确实 满足 方程 Aw = f. 


9. 关于 液体 体积 积分 的 微分 法 
空间 中 充满 了 运动 的 物质 (液体 ). 设 v = v(t,z) 和 p = p(t,z) 分 别 是 物质 在 瞬时 t 和 
点 x 处 的 位 移 速 度 和 密度 . 我 们 将 关注 在 初始 瞬间 充满 区 域 to 的 物质 的 位 移 . 
a】 把 充满 区 域 2, 的 物质 的 质量 表示 成 积分 的 形式 , 并 与 出 质量 守恒 定律 . 这 里 92 是 初始 
”瞬间 占据 Po 的 物质 至 时 刻 t 时 占据 的 区 域 
b) 微分 具 变化 积分 区 域 (液体 体积 ) 9 的 积分 F() = /f(t,z)dw, 试 证 : 


F 的 = 上 二 dw + 上 flv,n)do, 


ant 


其 中 2. du dc mu (.，) 分 别 是 时 刻 t 的 区 域 , 区 域 的 边界 , 在 相应 点 处 的 体 元 ， 
面 元 , 单位 外 法 线 向 量 , 流速 以 及 内 积 . 
c) 试 证 , b) 中 的 F(t) 可 以 表示 成 


F(t) = 人 攻 +div(fo) ) do 


的 形式 . 
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q) 对 比 习题 a),b),c) 的 结果 , 导出 连续 性 方程 52 + div(pv) = 0 (这 方面 也 可 参看 第 14 
章 , 84, 第 2 有 段 ). 

e) 设 | 人 | 是 区 域 2 的 体积 . 试 证 od 一 Jo divv dw. 

f) 试 证 , 不 可 压缩 流体 的 速度 场 vo 是 无 散 度 的 (divw = 0); 无 散 度 条 件 是 演化 介质 的 任意 
部 分 都 不 可 压缩 ( 保 体积 ) 的 数学 表示 ， 

g) 哈密 顿 经 典 力学 系统 的 相 速 度 场 (5, 64) 满足 哈密 顿 方程 组 六 一 -ee = 其 中 
H = 昌 (p,q) 是 系统 的 哈密 顿 函数 ， 试 遵循 李 特 尔 伍德 证 明 , 在 哈密 顿 流动 中 相 体积 守 
恒 . 同时 验证 , 哈密 顿 函 数 妃 (能 量 ) 沿 流 线 (轨道) 为 常数 
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1、 正 交 范 数 系 
a， 线 性 空间 中 向 量 的 分 解 


在 整个 分 析 教 程 中 , 我 们 不 止 一 次 地 注意 到 各 种 各 样 的 沙 数 类 关于 通常 的 算 
术 运 算 都 构成 线性 空间 .， 辟 如 , 分 析 中 最 基础 的 定义 在 区 域 XC R* 上 的 光滑 函 
数 类 、 连 续 函 数 类 或 可 积 函数 类 ， 这 里 所 说 的 函数 可 以 是 实 值 的 、 复 值 的 或 更 加 一 
般 的 问 量 值 函 数 . 
从 代数 观点 看 , 等 式 
1 一 ad 万 十 十 anj 


是 : 向 量 f 是 所 考察 的 向 量 空间 中 的 向 量 户 …… , f 的 线性 组 合 . 
通常 , 在 分 析 中 需要 研究 “无 限 线性 组 合 ”, 即 形 如 


f= 》 op 大 (1) 
k=1 


的 函数 项 级 数 . 


中 健 里 叶 (J. Fourier) (1768 一 1830) 是 法 国 数学 家 . 他 的 主要 著作 是 《 热 的 解析 理论 》(1822), 其 
中 有 傅 里 叶 推 导出 来 的 热传导 方程 和 这 个 方程 的 分 离 变 量 解法 ( 传 里 叶 方法 ) ( 见 本 节 例 15). 健 里 
叶 方 法 的 关键 是 把 函数 展 成 三 角 级 数 ( 健 里 叶 级 数 )、 山 后 , 许多 大 数学 家 都 从 事 过 这 种 展开 的 可 
能 性 的 研究 . 特别 地 , 这 些 研究 导致 实 变 函 数论 、 集 合 论 的 建立 , 也 促进 了 函数 概念 本 身 的 发 展 . 


81 一 些 主 要 的 与 傅 里 叶 级 数 有 关 的 一 般 概 念 - 435 . 


为 定义 “级 数 和 ”, 要 求 在 所 考察 的 线性 空间 中 给 出 了 某 个 拓扑 (特别 地 , 给 出 某 
一 距离 ), 使 能 够 做 出 关于 差 f -~ 5, 趋 于 零 的 判断 . 这 里 S， = Daxfr. 


古典 分 析 中 在 线性 空间 里 引进 距离 的 基本 方法 是 在 这 个 空间 中 定义 向 量 的 范 数 
或 任 两 向 量 的 内 积 , 第 10 章 81 讨论 了 这 些 概念 

现在 , 我 们 只 考察 装备 了 内 积 的 空间 (如 同 以 前 , 内 积 用 符号 (,) 表示 ), 在 这 种 
空间 中 , 如 同 在 解析 几何 已 熟知 的 三 维 欧 氏 空间 的 情形 一 样 , 可 以 论 及 正 交 向 量 、 正 
交 向 量 系 和 正 交 基 


定义 1 在 装备 了 内 积 (,) 的 线性 空间 中 , 向 量 wy 叫做 (关于 这 个 内 积 ) 正 交 
的 ,如果 (z,2 = 0. 


定义 2 向 量 组 {zk;k EK} 叫做 正 交 的 , 如 果 它 的 (对 应 于 不 同 蚌 标的 ) 同 量 是 
两 两 正 交 的 . 


定义 3 称 向 量 组 ( 系 ) {ex;k € K} 为 规范 化 正 交 组 ( 系 ) (或 规格 化 正 交 组 
( 系 ))， 如 果 对 于 任何 指标 i ,7 EK, 成 并 关系 式 (ei, €j) 一 0ij. 这 里 0ij 是 死 罗 内 死记 
号 , 亦 妈 
;二 小 如 案 i=7 
”1 0, 如果 i 关 j 
定义 4 称 有 限 向 量 组 zi …… ,z 为 线性 无 关 向 量 组 ， 如 果 仪 当 al = as2 = 
.一 av 一 0 时 成 立 等 式 alzi + a272 十 … 十 Qnzn = 0 (在 第 一 种 情形 , 0 是 系数 域 
中 的 零 , 在 第 二 种 情形 , 0 是 空间 中 的 零 癌 量 ), 


称 线性 空间 中 的 一 个 向 量 组 为 线性 无 关 向 量 组 ， 如 果 它 的 每 一 个 有 限 子 组 都 是 
线性 无 关 的 . 

现在 我 们 感 兴趣 的 基本 问题 是 向 量 空间 的 向 量 按 给 定 的 线性 无 关 组 展开 的 问题 . 

注意 到 今后 讨论 的 是 函数 空间 ( 它 可 能 是 无 限 维 的 ), 我 们 应 特别 地 考虑 到 , 这 
种 展开 可 能 导致 形 如 (1) 的 级 数 . 这 正 是 上 边 提出 来 的 基本 问题 所 具有 的 分 析 因 到 
而 这 个 问题 本 身 是 一 个 代数 问题 . 

从 解析 几何 教程 中 知道 , 按 正 交 组 和 规范 化 正 交 组 展开 , 与 按 任 意 线性 无 关 组 
展开 相 比 , 具有 许多 技术 上 的 优越 性 (容易 计算 展开 系数 ; 根据 问 量 在 规范 正 交 基 下 
的 坐标 容易 计算 这 些 向 量 的 内 积 , 等 等 ). 

正 是 这 个 原因 , 我 们 的 主要 兴趣 在 于 按 正 交 组 的 展开 , 在 函数 空间 中 ， 这 就 是 按 
正 交 函数 组 的 展开 或 储 里 叶 级 数 展开 ， 这 一 章 就 研究 这 些 问 题 ， 


b. 正 交 函数 组 的 一 些 例子 


把 第 10 章 81 的 例 12 发 展 到 线性 空间 92(X;C) 上 . 这 个 空间 是 集合 X CR" 
上 的 局 部 可 积 , 且 其 模 的 平方 也 在 X 上 (在 常 义 或 反常 积分 意义 上 ) 可 积 的 函数 的 
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空间 . 我 们 引进 内 积 
(9) = f (Dade (2) 


由 于 |f.g| < (| 2 十 1g|2)， 等 式 (2) 中 的 积分 收敛 , 也 就 是 说 , 合理 地 定义 了 量 (f,g)、 
如 果 讨 论 的 是 实 函 数 , 则 在 相应 的 实 空间 RalX, R) 中 ， 六 系 (2) 化 作 等 式 
»= /09 (zjdz. | (3) 


基于 积分 的 性 质 , 容易 验证 , 所 有 在 第 10 章 81 中 指出 的 内 积 公理 在 这 种 情况 
下 都 成 立 , 如 果 把 只 在 n 维 零 测度 集 上 有 区 别 的 函数 彼此 等 同 的话 . 本 节 以 下 部 分 ， 
将 在 等 式 (2) 和 (3) 的 意义 下 理解 函数 的 内 积 . 


例 1 我 们 记得 , 对 于 整数 m 入 n 


mz ni U， 如 果 TL 天 全， 

/ 的 如 果 mm =n (4) 
0， 如 果 mn 

/ cosmz cosnzdz = 《 Xx， 如 果 m=n 关 0， (5) 
加 27, 如 果 m = n= 0; 

/ cos mz sinnzxadz = 0; (6) 

四 0 如 果 m 冯 n 
[samesinnads = {0 如 果 m 二 n 湛 0. (7) 


这 些 关 系 表明 , 指数 函数 组 {einr;m e Z} 是 空间 R2([ 一 7, T,C) 中 关于 内 积 (2) 
的 正 交 向 量 组 ， 而 三 角 函 数组 {1,cosnz,sinnz;n ec N} 是 8o([--7,7], 展 ) 中 的 正 交 
向 量 组 . 如 果 把 三 角 函 数组 看 作 8Rz([ 一 ,7],C) 中 的 一 组 向 量 , 亦 即 允许 做 它们 的 
复 系 数 线性 组 合 ， 那么 ， 根据 欧 拉 公式 einz = cosnz 二 isinjpz,cosnz = (em + 
einr), sinnz 一 二 (einz 一 einr), 上 述 两 个 函数 组 能 彼此 线性 表示 , 也 就 是 说 , 它们 
在 代数 上 是 等 价 的 . 根据 这 个 原因 , 指数 函数 组 {ei"*;n < N} 也 叫 三 角 函 数组 , 或 更 
准确 地 说 , 叫 三 角 函 数组 的 复 形 式 . 

关系 (4 二 ) 说 明 , 所 考察 的 组 是 正 交 的 ， 但 不 是 规范 化 的 ,而 组 { 志 二 o 


7 E Z 于， 区 COS NT, 扎 sinnz:n € | 是 正 交 规范 化 的 . 


如 果 代 替 区 间 [x,7 取 任 总 区 加 [一 ,中 c RR, 则 利用 变量 替换 可 以 得 到 类 似 的 
组 {ei"?;n EZ 和 1,cos 一 ny, sin 一 na 7 把 N}, 它们 在 Rs([ 一 1, C) 和 猴 ?([ 一 ,7]; 
R) 中 是 正 交 的 也 可 以 得 到 相应 的 规范 化 正 交 组 


,三 ni ] nT 
ei"™ .ney Cos TNT, sin —nz: nneN). 


vi oti 
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例 2 设 工 是 及 m 中 的 区 间 , 而 五 是 到 "中 的 区 间 , 又 设 {f(z)} 是 Ro(1s,RR) 
中 的 正 交 函数 组 , 而 {9;(z)} 是 9s(I, 展 ) 中 的 正 交 函数 组 . 于 是, 从 富 比 尼 定 理 得 
到 ， 函数 组 {uij (7) y) ' fi(z)g; (7)} 是 R21 x 1,,R) 中 的 正 交 组 . 


例 3 注意 , 当 aw 关 0 


人 sin ox sin Hrdz = 5 (= 加 sin(@ 十 
0 


cd 一 a+p 
一 Cos Ql cos Bl . ~ 


由 此 可 见 , 如 果 量 a 和 6 满足 -80 二 起 Pt 则 原 积分 等 于 零 ， 因 此 , 如果 


和 < 所 < .< 和 <… 是 方程 tgél = of 的 根 的 序列 , 这 里 .ec 是 任意 常数 , 则 函数 
组 fain(€z), ne N} 在 区 间 0, 上 上 正 交 . 特别 地 , 当 c = 0 时 , 我 们 得 到 热 悉 的 函数 
组 {sin (nz :NE N}. 


例 4 我 们 来 研究 方程 
2 
人 OO 


这 里 g € Cece)(la 中 ,了 ), 而 和 是 数值 系数 . 假设 CC)([a, 引 ,及 ) 类 函数 wi1,w2,:… 在 
区 间 [ce, 电 的 端点 等 于 零 , 而 它们 的 每 一 个 都 满足 系数 取 相 应 的 值 和 ,和 2,… 时 的 
上 边 给 定 的 方程 . 我 们 证 明 , 如 果 入 关 入 , 则 函数 wi,w; 在 [ao 上 正 交 . 

事实 上 , 由 分 部 积分 得 


[G+ ) se [| +) | 


根据 方程 , 由 此 推出 
Ai 《ti Wj) 一 一 Aj (Ui, Wj) 
由 于 和 i 关 A 入 j, 所 以 我 们 得 到 ,(wi, 4;) = 0. 
特别 地 , 如 果 在 [ww 电 上 g(x) 三 0, 而 fo 已 = [0,7], 我 们 重新 得 到 [0,7#] 上 的 正 
交 组 {sinnz;n € N}. 


进一步 的 例子 ， 其 中 包括 对 数学 物理 很 重要 的 正 交 组 的 例子 读者 可 在 这 一 市 
的 练习 中 找到 . 


c. 正 交 化 
人 入 们 熟知 在 有 限 维 欧 氏 空间 中 ,以 任 一 线性 无 关 向 量 组 为 基础 ,用 典型 方法 
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(借助 格拉 姆 吕 一 一 施 密 特 马 正 交 化 手续 ), 可 以 建立 与 给 定 的 向量 组 等 价 的 , 正 交 
甚至 规范 化 正 交 的 问 量 组 . 显然 , 在 任意 内 积 空 间 中 , 用 这 样 一 个 方法 , 也 可 以 把 由 
它 的 向量 办 ,V2,… 构成 的 任意 一 个 线性 无 关 组 规范 正 交 化 ， 
我 们 记得 , 产生 规范 化 正 交 组 yp1, yp2,…… 的 正 交 化 手续 可 以 用 下 面 的 关系 式 表 
出 : 
V2 — (WY2, PP1 
El 1 a — Cp2, pp 


SO 


= 


pl1 三 


Pn 三 一 一 
jwn, 一 阿 (wn, pi) px) 


例 5 gz([-1,1], 及 ) 中 的 线性 无 关 组 {1,x,z?,…} 的 正 交 化 产生 所 谓 勒 让 德 正 
交 多 项 式 . 我 们 指出 , 习惯 上 我 们 不 把 这 样 得 到 的 规范 化 正 交 多 项 式 组 本 身 叫 做 勒 
让 德 多 项 式 , 而 是 把 与 它们 成 某 一 比例 的 那些 多 项 式 叫 做 勒 让 德 多 项 式 . 选择 比例 
因子 使 多 项 式 的 最 高 次 项 系数 等 于 1, 或 多 项 式 的 值 当 x = 1 时 等 于 1. 这 时 , 函数 
组 的 正 交 性 显然 没有 被 破坏 , 而 规范 性 , 一 般 说 , 就 背 失 了 . 

我 们 已 经 遇见 过 由 罗 德 里 格 斯 公式 


1 d(x 一 1)” 
一 有 


定义 的 勒 让 德 多 项 式 .对 于 它们 有 已,(1) = 1. 
按 最 高 次 项 系数 等 于 1 规范 化 的 头 几 个 勒 让 德 多 项 式 是 : 


~ ~ ~ 1 ~ 3 
P(x)=1,P(r)=7,P(r)= 7 — a’ Pa(7) ~ 7 一 二 2 


9 
正 交规 范 化 勒 让 德 多 项 式 的 形式 是 


入 n+ 1 
P.,(7) 一 9 (CT) 


其 中 n= 0,1,2,.… 
经 过 直接 计算 即 可 断定 它们 在 区 间 [-1,1 上 的 正 交 性 . 采取 上 述 公 式 作 为 多 项 
式 P,(z) 的 定义 , 我 们 来 检验 勒 让 德 多 项 式 组 {P,(z)} 在 区 间 [-11 上 的 正 交 性 . 
为 此 只 要 验证 多 项 式 已 (z) 与 多 项 式 1,x,… zx”! 都 正 交 即 可 , 因为 由 后 边 这 些 多 
项 式 的 线性 组 合 能 得 到 大 < m 次 的 一 切 多 项 式 Pl(z). 
@ 格 拉 姆 (Gram)(1850 一 1916) 是 丹麦 数学 家 , 他 继承 了 IL.A. 切 比 雪夫 的 研究 , 揭示 了 按 正 交 组 


展开 与 最 佳 平方 逼近 之 间 的 联系 (参看 下 边 的 健 里 叶 级 数 ). 正 是 在 这 些 研究 中 , 产生 了 正 交 化 手 


续 和 著名 的 格拉 姆 矩阵 (参看 第 12 章 84 和 本 节 (18) 式 ). 
@ 施 密 特 (E.Schmidt)(1876 一 1959) 是 德国 数学 家 ， 为 关 察 积分 方程 研究 过 希 尔 伯 特 空间 的 几何 ， 


并 用 欧 氏 儿 何 的 语言 描述 了 它 . 
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事实 上 , 当 k < n 时, 经 分 部 积分 , 得 


rl 1 ktlyk mk—l/,2 nn 
] CI (Z 一 1) 
/ 7 有 (dr 一 / RH dr 


关于 分 析 中 正 交 函数 组 的 起 源 的 某 些 知识 将 在 这 一 节 最 后 一 段 以 及 为 它 编 排 的 
练习 中 给 出 , 而 现在 , 我 们 返回 到 线性 内 积 空间 中 疝 量 按 给 定 同 量 维 展开 方面 的 
基本 一 般 问 题 . 


d. 内 积 的 连续 性 和 毕 达 格拉 斯 定理 


我 们 不 仅 要 考察 有 限 多 个 向 量 的 和 , 还 要 考察 无 限 多 个 向量 的 和 (级 数 )， 在 这 
个 方面 , 我 们 将 发 现 , 内 积 的 连续 性 能 把 内 积 的 熟知 代数 性 质 推广 到 级 数 情形 . 

设 X 是 具 内 积 (,) 的 向 量 空间 , 从 而 具有 由 内 积 诱导 出 的 范 数 ||z|| := Vv (zx, 7) 
(参看 第 10 章 $1). 由 向 量 zi e X 构成 的 级 数 2 zi 收敛 于 x e XX, 记 作 DT 一 7， 
正 是 按 这 个 范 数 定义 的 . 

引 理 1 (内 积 的 连续 性 ) 设 (,):X2 一 C 是 C- 线性 空间 外 中 的 内 积 . 那么 

a) 函数 (Zz, JW) rm (ZT, 是 变 元 (2, y) 的 连续 函数 ，; 

b) 如 果 工 = 二 zi, 则 (Zz,y) 一 二 人 cs 人 


c) 如 果 el,ez…… 是 三 中 的 规范 正 交 向 量 组 ,Z 一 2 re = ye 则 〈(z,y) 二 
EA 
< 命题 a) 由 柯 西 - 布 尼 雅 可 夫 斯 基 不 等 式 (参看 第 10 章 $1) 


|((z — zo,y — yo < lz — zoll? :lly — voll* 


dr = 0. 


推出 . 
由 a) 可 推出 b) 这 是 因为 


(x,Y) = 》 (Ti,Y) + (5 Ti Y), 
?一 | 2 二 nt 十 1 
而 当 n 一 ce 时 有 > Ti—0. 
?一 中 十 工 

命题 c) 由 重复 使 用 b) 并 注意 关系 式 (zx,y) = (y, 2) 得 到 . > 

从 刚 证 明 的 这 个 引 理 直接 推出 

定理 ( 毕 达 哥 拉 斯 包 ) 

中 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras of Samos) (大 约 公 元 前 580 一 前 500) 是 杰出 的 古 希 财 数 学 家 和 唯 

心 主 义 哲 学 家 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 黄 基 人 . 这 个 学 派发 现 了 正方 形 的 边 和 对 角 线 是 不 可 公 度 线段 , 


这 使 古人 为 之 震惊 . 古典 毕 达 哥 拉 斯 定理 本 身 , 在 毕 达 哥 拉 斯 以 前 很 久 , 许多 国家 的 人 就 已 经 知道 
了 , (当然 , 可 能 没有 证 明 ). 
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3) 设 {Ti} 是 一 组 彼此 正 交 的 向 量 , 而 =》 xi, 则 zl = 2 zi|* 
b) 如 果 {ei]} 是 规范 正 交 向 量 组 , 而 一 吕 zies, 则 |al 一 于 [a 中 
2， 傅 里 叶 系 数 和 傅 里 叶 级 数 

a， 储 里 时 系数 和 全 里 时 级 数 的 定义 

设 {ei:} 是 规范 正 交 组 , 而 {4;} 是 具 内 积 (,) 的 空间 中 的 正 交 向 量 组 . 
设 了 = Tl 在 问 量 x 的 这 个 展开 式 中 , 系数 zi 可 直接 求 出 : 


$ (x, Li) 
四 (la, bi) 


如 果 1; = ei, 则 该 式 可 简化 为 : 
Z = (7, ei). 


我 们 看 出 , 如 果 向 量 z 本 身 以 及 正 交 组 {1;}( 或 {ei}) 是 给 定 的 , 则 关于 zx 的 公 
式 有 意义 . 为 了 计算 zx’ 不 再 需要 等 式 Z 一 ili( 或 z= > 7'ei). 


定义 5 称 数 | 他 全 上 为 向 量 = X 在 正 交 系 {1:} 下 的 传 里 叶 系 数 


如 果 向 量 组 {e;} 是 规范 正 交 的 , 则 傅 里 叶 系 数 有 {(z,ei)} 的 形式 . 

从 几何 观点 看 , 癌 量 x e XX 的 第 i 个 全 里 叶 系 数 (z,ei) 是 这 个 问 量 在 单位 问 量 
ei 的 方向 上 的 射影 . 在 熟知 的 三 维 欧 氏 空 间 Rs 的 情况 , 设 给 定 了 它 的 规范 正 交 标 架 
el,ez,e3, 这 时 , 健 里 叶 系 数 zi = (x,ei;)(i = 1,2,3) 是 回 量 z 在 基 ei,e2,e3 下 的 坐标 ， 
它们 出 现在 展开 式 z = zlel + zx?es 十 zyea 中 

如 果 给 我 们 的 不 是 三 个 同 量 C1, C2,C3) 而 是 两 个 向 量 C1, C2， 那么 ， 远 非 对 每 个 
x € Rs 都 能 成 立 展开 式 z = zlel + z2ez. 虽然 如 此 , 在 这 种 情形 依然 可 以 定义 傅 里 
叶 系 数 zi = (7z, ei),i = 1,2, 同 量 ze = ziel + z2ea 是 癌 量 z 在 问 量 et,es 的 平面 也 
上 的 射影 . 在 平面 工 的 一 切 向 量 中 , 向 量 re 在 下 述 意 义 下 最 接近 癌 量 z : 对 于 任何 
向 量 y e 工 , 成立 lz- 咱 关 |z=- ze 这 就 是 健 里 叶 系 数 的 美妙 极 值 性 质 . 下 边 我 们 
转 入 对 它 的 一 般 情 况 的 讨论 . 

定义 6 如 果 X 是 具 内 积 (,) 的 线性 空间 , 而 4 ,42,… ,ln,… 是 外 的 正 交 问 
量 系 , 那么 , 对 任意 回 量 ze X 令 级 数 


人 人) 
人 (®) 


与 之 对 应 . 
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这 个 级 数 叫 做 问 量 x 关于 正 交 系 {} 的 傅 里 叶 级 数 ， 
如 采 {ls} 是 有 限 组 , 则 健 里 叶 级 数 就 化 成 有 限 和 . 
在 规范 正 交 系 {ei} 的 情形 , 向 量 ze X 的 傅 里 叶 级 数 可 简单 地 写成 


TL~ (2, ek)exr / / (8") 


| 
J 


的 形式 


例 6 设 X = go([r 可 了. 在 这 个 空间 中 考察 例 1 中 的 正 交 系 {1,cos kz， 
sin kz;k € N}. 与 图 数 f € Ro([—7, 7], R) 对 应 的 关于 这 个 正 交 系 的 傅 里 时 级 数 是 


0 


/~ + Bal) cos KZ + bx(f)sin AZ. 


oo(1) 的 因子 > 的 设置 为 的 是 能 得 到 传 里 叶 系 数 的 如 下 统一 公式 
gp(f) = > f(z) coskzdz,k = 0,1,2,... (9) 
bx (f) = - / f(z) sinkzdzr,k = 1,2,. (10) 
如 果 f(z) = z, 则 ax = 0,k=0,1,2,…, 而 bx = (De = 1,2,.…. 因此 ， 


在 这 种 情况 , 得 


例 7 在 空间 %z([-7,7],C) 中 考察 例 1 中 的 正 交 系 {ex**;k € 2Z}. 设 太 E 
Ro([ 一 7,7],C); 根据 定义 5 和 关系 式 (4), 函数 f 在 正 交 系 {ei**} 下 的 全 里 叶 系 数 


用 公式 
“(=| fe de (= CS) (1D 


表示 . 
比较 等 式 (9),(10),(11), 并 注意 到 欧 拉 公式 e'? = cos% 十 ?Sin y, 我 们 得 到 , 同一 
个 函数 关于 实 和 复 两 种 形式 的 三 角 函 数 系 的 傅 里 叶 系 数 之 间 有 如 下 关系 : 
> (ak — ibx), 如 果 K 天 之 U， 
cx 一 1 (12) 
(0k 十 记 _k), 如果 大 < 0 


为 了 使 公式 (9) 和 (12) 中 的 情况 k = 0 不 成 为 例外 , (假设 bo = 0) 用 ao 表示 
的 不 是 开头 的 傅 里 叶 系数 本 身 , 而 是 它 的 两 倍 之 大 , 上 边 就 是 这 么 做 的 . 


b. 全 里 叶 系数 和 傅 里 时 级 数 的 基本 一 般 性 质 
下 述 几何 事实 是 本 段 的 关键 


引 理 2 ( 垂 线 引 理 ) 设 {i} 是 空间 刁 中 的 一 组 (有 限 多 个 或 可 数 多 个 ) 非 零 
的 相互 正 交 的 向 量 , 且 向 量 ZEX 关于 人 Er} 的 傅 里 叶 级 数 收 化 于 向 量 ZI EX. 

那么 , 表达 式 工 二 zl 十 hh 中 的 向 量 hh 必 正 交 于 zi; 其 次 ,hh 正 交 于 由 向 量 系 { 人 k]} 
生成 的 线性 空间 及 其 在 和 中 的 闭 包 . 


< 注意 到 内 积 的 性 质 , 只 要 对 任何 量 /ne {4} 验证 (h,lm) = 0 即 可 . 


我 们 有 1 
六 二 2 和 一 0 一 2 一 于 全 和 
因此 


一 lm) — 7 


垂 线 引 理 在 儿 何 上 是 很 明显 的 , 而 且 , 在 第 2.a. 段 中 考察 三 维 欧 氏 空间 中 由 两 
个 正 交 向 量 构成 的 向 量 组 时 , 我 们 实质 上 已 经 指出 了 这 个 引 理 . 

根据 这 个 引 理 可 以 得 到 一 系列 关于 伟 里 叶 系 数 和 仿 里 叶 级 数 性 硕 的 结案 . 

贝 塞 尔 不 等 式 

考虑 到 展开 式 z = zi 十 h 中 向 量 xz 和 hh 的 正 交 性 ， 根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 得 
到 ,||z|l? = zill2 十 lIall2( 斜 边 不 小 于 直角 边 ). 这 个 关系 式 用 人 里 叶 系 数 的 术语 与 出 
来 就 叫做 贝 塞 尔 不 等 式 . 让 我 们 把 它 写 出 来 . 根据 同一 个 半 达 哥 拉 斯 定理 , 有 


(2Z， lx) 2 


la = 2 Lei (lps Lp). (13) 
因此 
< 4 
这 就 是 贝 塞 尔 不 等 式 .对 于 规范 正 交 向 量 系 {ex}, 它 变 得 特别 简单 : 
2 le en) < oll (15) 


用 傅 里 叶 系 数 ax, 一般 的 贝 塞 尔 不 等 式 (14) 可 写成 5 |ax]?ix|? < jz 上 它 在 
规范 正 交 系 下 化 成 > ak 本 < lzll®. 


81 “一些 主要 的 与 傅 里 时 级 数 有 关 的 一 般 概 念 . 443 . 


假若 空间 X 是 复 的 , 对 于 健 里 叶 系 数 ak 上 边 所 写 的 |ak| 表示 的 是 ak 的 模 . 
这 种 情形 下 , 傅 里 叶 系 数 可 取 复 数值 

我 们 注意 到 , 在 贝 塞 尔 不 等 式 的 推 寻 中 , 我 们 应 用 了 问 量 zi 的 存在 性 假定 以 及 
等 式 (13). 但 是 , 如 果 {L} 是 有 限 组 , 则 网 量 xz, 的 存在 性 是 没有 问题 的 (因为 这 时 
z 的 傅 里 叶 级 数 是 有 限 和 ). 因此 , 不 等 式 (14) 对 {4} 的 任何 有 限 子 系 成 立 , 从 而 对 
整个 {人} 也 成 立 . 


例 8 对 于 三 角 函 数 系 (参看 公式 (9) (10)), 贝 塞 尔 不 等 式 有 如 下 形式 ; 


[eo A. + Dh PProAP<E/ Ha 00 
对 函数 系 , {ei**;k e Z} (参看 公式 (11)), 贝 塞 尔 不 等 式 特别 优美 
ya) < 二 / 2(z)dz， (17) 

完备 空间 中 傅 里 叶 级 数 的 收敛 性 


设 2 ek = 2(®, er)en 是 向 量 ze X 关于 规范 正 交 系 fek} 的 傅 里 时 级 数 . 根 
据 贝 塞 尔 不 等 式 (15), 级 数 > 收 化 根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 


lz™em 十 十 en 上 三 | 十 十 


根据 级 数 收敛 性 的 柯 西 准则 这 个 等 式 右边 部 分 , 对 于 充分 大 的 m 和 n>m 能 
小 于 任意 指定 的 。 e > 0. 于 是 , 在 这 时 有 


lz em 十 … 十 了 nen| < VE 
因此 ， 日 原 空间 X 关于 由 范 数 zl = ww(z,z) 诱导 的 距离 完备 , 傅 里 时 级 数 
Dr ek 就 满足 级 数 收敛 性 的 柯 西 准则 , 从 而 收敛 . 


为 了 书写 简便 , 我 们 只 关于 规范 正 交 系 对 健 里 叶 级 数 进行 了 论证 . 但 所 有 论证 
对 关于 任意 正 交 系 下 的 传 里 叶 级 数 部 是 有 效 的 . 

傅 里 叶 系 数 的 极 值 性 质 

现在 证 明 , 如 果 问 量 zx e X 关于 规范 正 交 系 {fek} 的 傅 里 叶 级 数 2 ex 一 


”5 (zekyek 收敛 于 ze e 式 , 则 正 是 这 个 ze。 在 由 {ep} 张 成 的 空间 L 的 一 切 向 量 


k 
y = > cakek 中 , 是 最 近似 于 回 量 z 的 , 亦 即 , 对 一 切 ye L, 成 六 
=1 
|z — zell < llz = yl 


而 且 该 式 中 的 等 号 仅 在 y = ze 时 成 立 . 


. 444 ， 第 十 八 章 傅 里 时 级 数 与 俏 里 时 变换 


事实 上 , 根据 垂 线 引 理 和 毕 达 哥 拉 斯 定理 , 有 


lz — yl = (2 20) + (ze -WD = 1+ (ze — WD 
= hl + lze — yl > Al = lz — zell 


例 9 
任意 给 定 了 一 组 线性 无 关 的 同 量 x1,… ,Zn， 要 寻找 这 组 向 量 的 线性 组 合 2 使 
其 为 给 定向 量 z e X 的 最 佳 过 近 . 由 于 在 由 向 量 x1,… ,zn 生成 的 空间 L 内 , 用 
正 交 化 方法 能 构造 一 个 规范 化 正 交 组 el,… ,en, 使 它 也 生成 L, 所 以 , 根据 传 里 叶 
系数 的 极 值 性 质 可 得 ， 存在 唯一 的 问 量 z, e 工 使 |x 一 zxil| = inf ||z 一 yl. 由 于 同 量 
h=z 一 zi 号 工 正 交 ， 从 等 式 s1 + 一 得 到 林 知 向 量 m 关于 向 最 组 ,zn 的 
展开 式 zi = 二 akz 的 系数 al …… ,an 所 满足 的 方程 组 如 下 : 


(21 2Z1)Q1 + 二 (Tn TI1)Qn 一 《ZX1) 
4 (18) 


《Z1， Znmnj Qil 十 …… 十 《Zn， Tn) On 一 (Z, Tn). 


这 个 方程 组 的 解 的 存在 性 和 唯一 性 从 zi 的 存在 性 和 唯一 性 推出 . 根据 格拉 姆 定理 ， 
由 此 得 到 , 这 个 方程 组 的 行列 式 不 等 于 零 . 换 句 话说 , 我 们 顺便 证 明了 , 线性 无 关 问 
量 组 的 格拉 姆 行列 式 不 等 于 零 . 

这 个 逼近 问题 和 相应 的 方程 组 (18), 我 们 已 经 指出 过 , 出 现在 , 譬如 ,根据 高 斯 
的 最 小 二 乘法 (也 可 参看 练习 1) 对 实验 数据 的 处 理 中 .. 


c. 完全 正 交 系 与 帕 塞 瓦尔 等 式 


定义 7 赋 范 空间 X 中 的 向 量 组 {zo;a e A} 叫做 关于 集合 CC 大 是 完全 
的 (或 在 EE 中 完全 ), 如 果 任 意 的 向 量 ze E 都 能 在 空间 X 的 范 数 意 义 下 以 任意 粮 
确 度 用 该 向 量 组 中 回 量 的 有 限 线 性 组 合 训 近 . 


如 果 用 L(z。) 表示 该 向 量 组 在 X 中 的 线性 包 ( 亦 即 该 向 量 组 中 向 量 的 一 切 有 
限 线性 组 合 的 全 体 所 成 之 集 ), 则 定义 7 可 以 改 述 如 下 : 
向量 组 {za。} 关于 集合 EC X 完全 , 如 果 三 包含 在 该 向 量 组 的 线 性 包 的 闭 包 
L(xa) 中 . 
例 10 如 果 针 二 3, 而 el1,e2,e3 是 五 3 的 基底 , 则 向 量 组 {el,ez,es} 在 和 中 
完全 ， 而 问 量 组 {e1, e2} 在 xX 中 不 完全 ， 但 关于 集合 Liei, e2} 或 它 的 子 集 E 完全 . 
例 11 把 函数 序列 1, z,z2,.… 看 做 是 向 量 空间 Ro([a,0], 民 ) 或 Ro([a, 晶 ,C) 中 
的 一 个 同 量 组 {x*;k = 0, 1,2,- 人 记 Cla, 外 是 连续 函数 子 空间 . 那么 , 这 个 癌 量 组 
关于 集合 Cla, 刀 是 完全 的 . 
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< 事实 上 , 对 任何 fe Cla, 和 > 0, 根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 存在 代数 多 项 
式 P(z) 使 ax flz) - P(z)| < s. 但 由 此 可 得 


pb 
-Pl:= 《| / 1 六- Pz(z)dz < eVb a, 


从 而 , 用 向 量 组 {x*;%k = 0,1,2,:…} 中 的 函数 的 有 限 线性 组 合 可 在 空间 只 2z([o, 9], 了) 
或 Ro([a, 昌 ,CC) 的 范 数 意义 下 任意 精确 地 逼近 函数 f. > 

我 们 指出 , 在 该 例 中 , 与 在 例 10 的 情况 不 同 , 并 非 Cla, 9] 中 的 每 个 连续 函数 者 
是 上 述 向 量 组 中 的 元 的 有 限 线性 组 合 , 而 仅仅 是 能 用 这 种 线性 组 合 台 近 . 因此 , 在 空 
间 Kz([a,9], 恨 ) (或 R2([a, 可 ,CC)) 的 范 数 意义 下 成 并 Cla,b] C L{z"}. 

例 12 如 果 从 函数 组 {1,coskz,sin kx;k e N} 中 拿 走 一 个 函数 , 譬如 1, 那么 ， 
所 得 的 函数 组 {cos kzx, sin kz;k € N} 在 Ro([ 一 x,7]; C) 或 NR,([—7, i 有) 中 将 不 再 是 
完全 的 . 


< 事实 上 , 根据 傅 里 叶 系 数 的 极 值 性 质 , 在 长 度 为 ”的 所 有 线性 组 合 
T(z) 一 >》 (an cos kz 十 br sin kx) 
k=1 


中 只 有 其 系数 w 和 bi 是 函数 f(z) = 1 关于 正 交 组 {cos kz, sin kz;k e N} 的 傅 里 
叶 系 数 时 , T(x) 给 出 函数 f(x) = 1 的 最 佳 允 近 . 然而 , 根据 关系 式 (5), 该 最 佳 通 近 
多 项 式 应 为 零 多 项 式 . 因此 ， 


11 Tl 2 i = / idr = Vr >0, 


从 而 , 用 该 函数 组 的 函数 的 线性 组 合 逼 近 f(z) = 1 的 误差 不 可 能 小 于 等 于 V37. > 


定理 ( 正 交 系 完 全 性 条 件 ) 

设 X 是 具 内 积 (,) 的 线性 空间 , 而 11,12,… ,ln,"… 是 关中 有 限 或 可 数 多 个 非 
零 的 相互 正 交 的 向 量 . 那么 , 以 下 诸 条 件 彼 此 等 价 : 

a) 向 量 组 {lk} 关于 集合 已 C XX 吕 完 全 ; 

b) 对 任何 向 量 TE CX 成立 ( 傅 里 叶 级 数 ) 展开 和 式 


(19) 


特别 地 , 集合 已 可 能 因 各 种 不 同 的 兴趣 的 原因 只 由 一 个 同 量 组 成 . 
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c) 对 任何 向 量 TEE 忆 CX 成 立 ( 帕 塞 瓦尔 等 式 


= 守 (20) 
对 于 规范 正 交 系 {ex}, 等 式 (19) 和 (20) 有 特别 简单 的 形式 : 
z= 2 人 ekyek (197) 
和 
lz 本 = 2 |(z, er)|”. (20 ) 


这 样 一 来 , 重要 的 帕 塞 瓦尔 等 式 (20) 或 (20'), 实际 就 是 用 傅 里 时 系数 的 术语 写 
出 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 . 
现在 来 证 明 上 边 氢 述 的 定理 . 
< a) 一 b) 根据 傅 里 时 系数 的 极 值 性 质 ; 
b)  c) 根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 ; 
c) 一 a) 因为 由 垂 线 引 理 (参看 A 根据 毕 达 于 拉 新 定理 得 


= ||z|l* — Dba (lx, nl 


= lzl2 - > 


注 我 们 指出 , 从 帕 塞 矶 尔 等 式 可 推出 正 交 系 关于 集合 XX 完全 的 如 下 简单 
必要 条 件 : 在 EB 中 不 存在 非 零 的 与 该 正 交 系 中 的 向 量 都 正 交 的 向 量 


作为 对 上 述 定理 和 注 的 有 益 的 补充 , 我 们 来 证 明 以 下 一 般 

命题 设 X 是 具 内 积 (,) 的 线性 空间 , 而 zl;z2,…' 是 对 中 的 线性 无 关 向 量 组 . 
为 使 向 量 组 {Zk} 在 X 中 是 完全 的 ， 

a) 必须 在 克 中 不 存在 非 零 的 与 {Zk} 中 所 有 向 量 都 正 交 的 向 量 ; 

b) 在 天 是 完备 空间 的 情形 ( 即 是 希 尔 伯 特 空间 的 情形 ), 只 需 在 关中 不 存在 非 

零 的 与 {Zk} 中 所 有 向 量 都 正 交 的 向 量 . 

< a) 如 果 向 量 h 正 交 于 向 量 组 {zx} 中 所 有 问 量 , 那么 , 根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 
对 任何 线性 组 合 alzi 十 .… 十 anzn， 得 


ny 2 


四 帆 塞 瓦尔 (M. A. Parseval) (1755 一 1836) 证 法国 数学 家 他 在 1799 9 年 对 二 角 畏 数 系 发 现 了 这 
个 关系 式 . 


es > lhll 
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因此 , 如 果 {zk} 是 完全 的 , 则 | 则 = 0. 

b) 利用 正 交 化 手续 , 从 向 量 系 {xz} 得 规范 正 交 回 量 系 {ek}, 它 的 线性 包 L{ek} 
与 原 向 量 系 {zk} 的 线性 包 L{zxk} 一 致 . 

现在 任 取向 量 zs X. 由 于 空间 X 完备 , 向 量 x 关于 癌 量 系 {en} 的 傅 里 叶 级 数 
收 全 于 某 个 向 量 ze。e X. 根据 垂 线 定 理 , 癌 量 hh = zx 一 zx。 正 交 于 空间 L{ex} = L{zx}. 
根据 假设 条 件 , 应 有 h = 0. 因此 ,z = z。, 从 而 ,z 的 傅 里 时 级 数 收敛 于 xz 本 身 . 这 样 
一 来 , 向 量 z 可 用 {ex} 中 的 向 量 的 有 限 线性 组 合 以 任意 精度 过 近 , 从 而 也 可 用 {zk} 
中 的 向 量 的 有 限 线性 组 合 以 任意 精度 逼近 . % 

在 这 个 命题 的 b) 中 , 空间 的 完备 性 条 件 是 本 质 的 , 这 从 下 例 可 以 看 出 ， 


例 13 考察 满足 (0) < oo 的 一 切实 数 序列 a = (al,a2,…) 构成 的 空间 


12( 参 看 第 10 章 8 12 中 的 向 量 aa 一 (al,a2.…) 和 b= (b,b2,. .… ) 的 内 积 以 通常 方 
式 定 义 : (a,b) := ,ait 


考察 !。 中 的 规范 正 交 系 ep = (0,… ,0,1,0,0,… .),k = 1,2,… ,其 中 不 包括 向 


量 eo = (1,0,0,…). 把 问 量 e= {1， 1/2.1/22, 1/23,.… } 补充 到 {ep;k € N} 中 并 考察 
所 有 这 些 向 量 的 线性 包 Lf{e, ei, e2,…}. 可 把 这 个 线性 包 看 做 是 一 个 线性 空间 X(l， 
的 子 空间 ), 且 有 在 /2 中 取 的 内 积 . 

我 们 注意 到 , 向 量 eo = (1,0,0,:…) 显然 不 能 用 向 量 系 e, ei1,e2,… 中 的 有 限 多 
个 向 量 的 线性 组 合 表 示 , 因此 , 它 不 在 X 中 . 但 同时 , 它 义 能 用 这 样 的 有 限 线性 组 合 
在 ls 中 以 任意 精度 逼近 , 这 是 因为 ， 

1 1 
2 0, 3 ma ) 

这 就 是 说 , 我 们 同时 查 明 ,X 在 ls。 中 不 是 闭 的 (因此 ,X 与 iz 不 同 , 它 不 是 完备 
距离 空间 ), 但 它 在 ls 中 的 闭 包 与 ls 重合 ， 这 是 因为 向 量 组 eo, el, e2,… 生成 整个 空 
间 12. 

将 会 看 到 , 在 X = Lfe,ei,e2,…} 中 不 存在 与 所 有 向 量 el,ez,…… 都 正 交 的 非 
零 门 量 . 

事实 上 , 假名 z = ae 十 和 akek EX 满 旦 (x,exr) = 0(k = 1,2,:…), 则 (z, en+1) = 


= 0, 从 而 ,a = 0. 而 这 时 又 有 Qk = (7,ek) = 0(k = 1,2,.……). 所 以 , xz = 0. 
因此 , 我 们 已 经 构造 出 了 所 需要 的 例子 : 具有 内 积 的 线性 空间 X 及 其 线性 无 关 
向 量 组 fe : ke N} 满足 上 述 命 题 的 b) 中 除 XX 完备 的 其 他 条 件 , 然而 ,{ekiR € N} 
在 X 中 不 完全 , 因为 {er;k € N} 在 1s 中 不 完全 且 久 在 纪 中 的 闭 包 与 i 一致 


DT 
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当然 , 我 们 所 研究 的 这 个 例子 是 典型 的 无 穷 维 例子 . 图 103 是 对 构造 上 例 的 过 
程 的 直观 说 明 . 

我 们 注意 到 | 在 无 穷 维 情形 (这 正 是 分 析 特 有 的 情 
况 ), 一 个 向 量 组 , 能 否 用 它 当 中 的 向 量 的 线性 组 合 以 任 
意 给 定 的 精度 逼近 空间 中 的 向 量 , 以 及 , 能 否 按 这 个 向 | 
量 组 把 空间 中 的 向 量 展开 成 级 数 , 一 般 说 来 , 是 向 量 组 
的 两 种 不 同 的 性 质 : 

这 个 问题 的 讨论 和 下 面 的 例 14 彻底 阐明 了 正 交 系 
和 傅 里 时 级 数 的 特殊 作用 , 对 于 它们 , 这 两 种 性 质 是 同 
时 成 立 或 不 成 立 的 (上 边 证 明了 的 定理 说 明了 这 一 点 ). 

定义 8 称 线性 赋 范 空间 X 的 向 量 组 zx1, x2,…， 103 
z，..: 是 空间 的 基 , 如 果 它 的 任何 有 限 子 组 中 的 向 量 线性 无 关 , 而 且 , 任意 向 量 z e X 
都 能 表示 成 > = 并 akzx 的 形式 , 其 中 ak 是 取 自 X 的 数 域 中 的 系数 , 而 ( 当 无 限 和 
情形 ) 收敛 性 是 依 空间 X 中 的 范 数 收敛 . 


向 量 组 的 完全 性 与 它 是 否 作成 空间 的 基 有 什么 关系 呢 ? 

在 有 限 维 空间 X 中 , 向 量 组 在 X 中 的 完全 性 , 从 紧 性 和 连续 性 的 论述 中 可 以 
看 出 , 它 显然 等 价 于 该 向 量 组 是 X 的 基 . 而 在 无 穷 维 性 , 一 般 说 来 , 并 非 如 此 ， 

例 14 把 闭 区 间 [-13 上 的 实 值 连续 函数 的 集合 C([-1 1], 民 ) 看 作 有 具有 由 公 
式 (3) 定义 通常 内 积 的 数 域 RR 上 的 线性 空间 . 我 们 用 符号 C2([ 一 1, 1j,R) 表示 这 个 空 
间 , 并 研究 其 中 的 线性 无 关 问 量 组 1, zz 


这 个 问 量 组 在 空间 C2( (= 1, 1], 及) 中 完全 (参看 例 11), 但 不 是 空间 的 基 . 
4 首先 证 明 , 如 果 级 数 二 akz8 在 C2([ 一 1,1],RR) 中 , 亦 即 在 闭 区 间 [-1,1 上 按 


均 方 意义 收敛 , 那么 ， 它 作 为 坚 级 数 在 开 区 间 ] 一 1,1[ 上 逐 点 收敛 . 
事实 上 , 根据 级 数 收敛 的 必要 条 件 , 当 上 一 oo 时 有 llaxrz™| 一 0. 但 是 ， 


1 
2 
laxrz”ll* = [ns = re 


因此 , 对 足够 大 的 kk 有 lax| < V2k 填 1. 在 这 种 情况 下 , 帘 级 数 二 ak2zk 在 开 区 


闻 ] 一 1,1[ 上 显然 是 收敛 的 . 

现在 用 ww 表示 这 个 军 级 数 在 开 区 闻 ] 一 1,1[ 上 的 和 . 我 们 注意 到 , 在 每 个 闭 区 间 
[la,9] Cc] 一 11 上 , 宕 级 数 一 致 收敛 于 pli ol, 从 而 也 在 均 方 意义 下 收敛 ， 

由 此 得 到 , 如 果 在 闭 区 间 [-1,1 上 连续 的 函数 f 是 这 个 级 数 在 空间 C2([ 一 1, 1]; 
民 ) 中 收敛 意义 下 的 和 , 则 f 和 y 在 ] 一 1,1[ 上 重合 . 但 函数 yp 是 无 穷 次 可 微 的 . 
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此 , 如 果 在 空间 C2([ 一 1,1], 恨 ) 中 取 任 一 个 不 在 ] -1,1[ 上 无 穷 次 可 微 的 函数 , 那么 ， 
它 就 不 可 能 在 这 个 空间 中 关于 函数 系 {z*;k = 0,1,…} 展 成 级 数 . > 
于 是 璧 如 取 函 数 f(z) = |z| 和 数列 {e。 = 1 neN}, 则 可 构造 一 个 由 {zk;k = 
…} 的 元 的 有 限 线性 组 合 P(x) = ao 十 az 十 ， :十 anzn 组 成 的 序列 {PP, (zx) : 
ne Ny 使 |f - PP, < 二, 亦 即 当 n -oo 时 Pf. 如 果 必 要 , 在 每 一 个 这 样 的 线 
性 组 合 P,(z) 中 还 可 认为 其 系数 造成 唯一 最 优 的 了 (参看 例 9).、 虽然 如 此 , 这 时 也 
不 可 能 成 立 f = 六 akzk, 这 是 因为 , 从 P,(z) 到 Pi(z), 变化 的 不 只 是 最 后 一 个 


系数 w，， 所 有 前 边 的 系数 ao,.… ,os 都 可 能 变化 
而 对 正 交 系 , 这 种 情况 就 不 会 发 生 (ao .…… ,ay 不 变 ), 根据 傅 里 叶 系数 的 极 值 性 
质 可 以 证 明 这 一 点 . 
例如 , 可 把 单项 式 系 {zx} 化 成 勒 让 德 正 交 多 项 式 系 , 再 把 f(z) = |z| 关于 这 个 
正 交 系 展 成 傅 里 叶 级 数 


*3. 分 析 中 正 交 函数 系 的 一 个 重要 来 源 

现在 略为 说 明 各 种 正 交 函 数 系 在 具体 问题 中 是 老 样 出 现 的 , 关于 这 些 函 数 系 的 
健 里 叶 级 数 又 是 怎样 产生 的 . 

例 15 健 里 叶 方 法 

设 区 间 [0, 4 c R 是 弹性 纺 的 平衡 位 置 , 弦 在 区 间 的 两 端点 固定 , 而 其 他 部 分 是 
自由 的 , 可 以 在 平衡 位 置 附 近 做 小 的 横 振 动 . 设 u(x,t) 描述 这 些 振动 的 函数 , 亦 即 在 
每 个 确定 的 时 刻 t = to, 函数 wu(z,to) 在 区 间 0 < xz < 1 上 的 图 像 给 出 了 弦 在 时 刻 to 
的 形状 . 特别 地 , 在 任意 时 刻 t, 有 wu(0,t) = wl(l,t) = 0, 因为 弦 的 端点 是 固定 的 , 

我 们 知道 (参看 第 14 章 84), 函数 w(z, 满 下 所 哨 吕 据 权力 各 


Ou ,20 (21) 
Bl " Or2 
这 里 正 系数 a 依赖 于 蓄 的 密度 和 弹性 模 量 . 


当然 ， 由 一 个 方程 (21) 不 足以 确定 函数 u(x,t). 根据 经 验 我 们 知道 , 一 旦 给 定 
了 , 譬如 弦 在 某 一 时 刻 t = 0( 我 们 称 它 为 初始 时 刻 ) 的 位 置 u(z,0) = p(z) 和 弦 的 
每 一 点 在 这 个 时 刻 的 速度 2 (2,0) ~ yz), 过 音信 地 确定 了 运 双 u(z,t). 例如 , 我 们 
把 弦 拉 成 olz) 的 形状 , 再 把 它 松 开 , 则 W(z) = 
这 样 , 在 区 间 [0,4| 两 端 固定 的 弦 的 自 自 振动 问题 © 归结 为 求 方程 (21) 的 满足 
边界 条 件 
u(0,t) = ull,t) =0 (22) 
和 初始 条 件 M 
uz,0) = (2), FP (5,0) = (7) (23) 
G@ 我 们 指出 弦 振 动 的 开创 性 数学 研究 是 由 波 鲁 克 . 泰勒 (B. Taylor) 做 的 . 
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的 解 w(z, 人 . 
有 一 个 相当 日 然 的 求解 这 类 问题 的 程序 ， 在 数学 里 叫做 分 离 变 量 方法 或 傅 里 叶 
方法 . 它 的 做 法 如 下 ; 在 形 如 2 Xn(z)Th(t) 的 级 数 中 寻求 解 u(xz,t), 这 个 级 数 的 诸 
项 有 特别 的 形式 X(z)T(t) (分 离 变量 形式 ), 且 是 给 定 方程 的 满足 边界 条 件 的 解 . 在 
我 们 的 情形 , 将 会 看 到 , 这 等 价 于 把 振动 u(z,t) 分 解 成 最 简单 的 调和 振动 的 和 (准确 
地 说 , 是 分 解 成 驻 波 的 和 ). 
事实 上 , 如 果 函 数 (7)T(t) 满足 方程 (21), 则 XX(z)T”(t) = oa2X”(z)T(t), 即 
T(t) X(t) : 


a2T(t) X(t) 


在 方程 (24) 中 , 独立 变量 zx 和 上 分别 在 等 号 两 边 出 现 (被 分 离 ), 因此 , 这 两 部 
分 实际 上 应 是 同一 个 常数 和 如 果 再 考虑 到 我 们 考察 的 特殊 形式 的 解 应 当 满足 的 边 
界 条 件 X(0)T = 对 (QQ)T(t) = 0, 那么 , 问题 归结 为 在 条 件 X(0) = X(1) =0 下 解 以 
下 两 个 方程 


(24) 


T(t) = Ma T(t), (25) 
X’"(z) = AX(x). | (26) 
容易 写 出 这 两 个 方程 各 目的 通 解 : 
T(t) = Acos VMat + B sin VMat, (27) 
X(z) = C cos VMx + Dsin VM. (28) 


如 果 试 图 使 解 满足 条 件 X(0) = X(1) = 0, 那么 , 当 和 A 关 0 时 ” ,应 有 C=0. 鲍 
弃 D =0 这 种 平凡 情况 后 , 就 得 到 sin VX = 0, 由 此 , VA = 士 下 EN. 

这 样 一 来 , 方程 (25),(26) 中 的 和 只 能 在 特定 的 数 集 {A = (nz/D)?;n € N} 中 取 
值 , 这 些 数 叫 问题 的 特征 数 . 把 这 些 和 值 代 入 表达 式 (27),(28), 得 到 一 串 特 解 


Un (7,t) = sin nz (4 COS nt 十 Br,, sin nt) ， (29) 


它们 满足 边界 条 件 w,(0,t) = unll,t) = 0( 且 描绘 的 是 形 如 B(x) sin(wt + 9) 的 驻 波 ， 
其 中 每 个 点 zs [0,1] 都 在 做 简 谐 振动 , 各 点 有 自己 的 振幅 B(x), 但 所 有 乓 有 同一 个 
频率 ww). z 

数值 w = n,n < N, 由 于 自然 的 原因 , 叫做 弦 的 固有 频率 , 而 简 谐 振动 (29) 
叫做 弦 的 固有 振动 . 振动 wi(x,t), 由 于 其 固有 频率 最 小 , 叫做 弦 的 基 音 , 而 其 他 的 图 
有 振动 va(z, 昌 ,va(z, 妈 ,…: 叫做 泛音 ( 正 是 泛音 决定 了 乐器 所 发 出 的 声音 的 色调 , 叫 
做 音色 ). 


* 译 者 注 . 和 = 0 的 情形 应 排除 在 外 , 因为 这 时 方程 (26) 没有 满足 条 件 X(0) = X() 的 非 平凡 的 
解 . 
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现在 , 我 们 要 把 未 知 的 振动 u(x,t) 表示 成 给 定 的 弦 的 固有 振动 的 和 wo(z,t). 


这 时 边界 条 件 (22) 自动 地 满足 , 只 要 考虑 使 它 满足 初始 条 件 (23) 的 问题 , 这 意味 
着 


OO 
p(T) = > An, sin nT (30) 
n 二 1 


和 
p(x) = 2 "TB sinm 了 7: (31) 


这 样 一 来 , 问题 就 归结 为 求 系数 4,, B, 或 者 说 归结 为 把 函数 p 和 关于 在 区 
间 [0,1] 上 的 正 交 系 {sinnTz;n < N} 展 成 傅 里 叶 级 数 . 


值得 注意 , 从 方程 (26) 产生 出 来 的 函数 snnZz 可 以 看 成 线性 算 子 A = 所 的 
本 征 向 量 , 与 它 相应 的 本 征 值 是 X, = n=, 这 里 ne N. 算 子 4 作用 在 由 C3)[0,4] 中 
一 切 在 区 间 I0,1| 两 端 为 零 的 函数 所 构 皮 的 函数 空间 上 , 固有 值 正 是 来 自 这 个 条 件 
因此 , 等 式 (30),(31) 可 以 解释 作 按 给 定 的 线性 算 子 的 本 征 向 量 展开 . 

与 具体 问题 相 联系 的 线性 算 子 是 分 析 中 正 交 函数 系 的 一 个 重要 来 源 

让 我 们 回顾 代数 中 的 一 个 熟知 的 结果 , 它 揭示 了 这 样 的 函数 系 有 正 交 性 的 内 在 
原因 . / 

设 Z 是 一 个 线性 空间 , 其 中 定义 了 内 积 (,), 而 巨 是 2 的 且 在 2 中 稠密 的 子 空 
间 (可 以 与 2 重合 ). 称 线性 算 子 4 : BZ 是 对 称 的 , 如 果 任意 的 向 量 z,ye 已 都 
满足 等 式 (4x,y) = (zx, Ay). 那么 : 对 称 算 子 的 与 不 同 的 本 征 值 对 应 的 本 征 向 重 必 正 
交 


a 实际 上 , 如 果 Au = au Av= pu 且 az 6, 则 
Qu,v) = (Au,v) 一人 AU) = Blu, v), 


由 此 得 到 , (w,v) = 二 0. > 
用 这 种 观点 考察 一 下 例 4 是 有 益处 的 ， 例 4 中 本 质 上 研究 的 是 算 子 4 一 
把 + glz) ) 的 本 征 函 数 ， 这 个 算 子 是 作用 在 Co, 要 中 在 区 间 [o, 村 的 端点 为 
0 的 那 一 类 函数 所 构成 的 函数 空间 上 . 利用 分 部 积分 可 以 证 明 , 在 上 述 空间 上 这 个 算 
子 (关于 标准 的 内 积 (4)) 是 对 称 的 . 因此, 例 4 的 结果 是 上 述 代数 事实 的 具体 表现 
特别 地 , 当 q(z) = 0, 4 化 做 算 子 -5 ， 在 [w, 引 = [0, 时 , 它 就 是 在 最 后 的 例 15 
中 所 考察 的 情形 
我 们 还 要 指出 , 在 我 们 考察 的 例子 中 , 问题 归结 为 函数 p 和 少 按 算 子 4 二 志 
的 本 征 函 数 展开 (参看 关系 式 (30) 和 (31) )、 在 这 里 当然 就 产生 了 这 样 的 展开 在 穆 
则 上 是 否 可 能 的 问题 . 正如 我 们 现在 所 了 解 的 , 这 个 问题 等 同 于 所 考察 的 算 子 在 给 
定 的 函数 空间 中 的 本 征 函数 系 是 否 具有 完全 性 的 问题 


cl 
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三 角 函 数 系 (以 及 其 他 一 些 具 体 的 正 交 函数 系 ) 在 R92[ 一 7, 7] 中 的 完全 性 , 看 来 
是 李 雅 普 诺 夫 @ 首 先 以 明显 的 形式 证 明 的 . 具体 三 角 函 数 系 中 隐蔽 形式 的 完全 性 问 
题 在 狄 利克 雷 研 究 三 角 函 数 收敛 性 的 著作 中 已 经 出 现 . 正如 已 经 指出 过 的 , 对 于 三 角 
函数 系 , 与 完全 性 等 价 的 巾 塞 瓦尔 等 式 早 在 18 世 纪 末 至 19 世 纪 初 就 被 柏 塞 瓦尔 发 现 . 
正 交 系 的 完全 性 问题 的 一 般 提 法 以 及 它 在 数学 物理 问题 中 的 应 用 是 斯 捷克 洛 夫 @ 研 
究 的 一 个 重要 课题 , 他 还 把 正 交 系 的 完全 性 (封闭 性 ) 这 一 概念 引入 数学 . 正 是 在 他 
研究 完全 性 问题 时 , 极 积 地 使 用 了 积分 平均 方法 (光滑 化 方法 ) (参看 第 17 章 84, 85)， 
因此 , 常 称 这 个 方法 为 斯 捷克 洛 夫 平均 方法 . 


练习 


1， 最 小 二 乘法 .我 们 用 实验 来 研究 量 y 对 量 zi,.…， ,zn 的 依赖 关系 y = f(z1,.… ,zn). 实验 
结果 列 于 下 表 


Til 了 2 本 本 


在 它 的 行 里 指出 了 参数 x1, xz2,.… ,zn 的 一 组 值 (ai, a3,… ,a%) 和 与 之 相应 的 y 的 值 5 
它 是 用 具有 一 定 精 确 度 的 仪器 测量 得 到 的 . 我 们 要 根据 这 些 实验 数据 素 呈 下 
验 公 式 y = 二 oz; 这 个 未 知 的 线性 函数 的 系数 ai, az,… ,an 应 当选 得 使 按 经 验 公 式 所 


得 的 结果 与 实验 中 所 得 结果 的 均 方 差 2 > ou *)2 达到 最 小 . 


(b1,.… ,b™) 的 问题 , 并 证 明 问题 能 归结 为 求解 形 如 (18) 的 线性 方程 组 的 问题 
2. a) 设 C[a, 中 是 定义 在 区 间 [a,b] 上 的 一 切 连 续 函 数 所 构成 的 线性 空间 ， 其 中 定义 了 在 该 区 
间 上 函数 的 一 致 收敛 性 度量 , 而 C2[a, 9] 还 是 这 个 线性 空间 , 但 其 中 定义 了 在 该 区 间 上 
函数 的 均 方 差 度量 ( 即 d(f,g) = /|f 一 gl?(z)dx ). 试 证 : 函数 在 C[a,4] 中 的 收敛 
性 蕴含 它们 在 C2[a, 四 中 的 收敛 性 ， 但 这 全 国人 而 且 空间 Cofa, 晶 不 完备 ， 这 与 罕 
间 Cla, 旭 | 不 同 . 
b) 说 明 为 什么 函数 系 {1, zz …】} 线性 无 关 且 在 C2z[a,09] 中 完全 , 但 不 是 这 个 空间 的 基 
底 . 
©) 说 明 勤 计 德 多 项 式 为 什么 是 C2[ 一 1, 1] 的 一 个 完全 正 交 系 , 且 是 该 空间 的 基底 . 
d) 求 出 sin rz 在 区 间 [- 1, 1| 按 勒 让 德 多 项 式 系 的 仁 里 叶 展 开 的 前 四 项 . 


@ 李 雅 普 诺 夫 (A. M. JIxnysos ) (1857 一 1918) 是 俄国 数学 家 和 力学 家 ， 切 比 雪夫 学 派 的 杰出 代 


表 , 运动 稳定 性 理论 的 创始 人 . 他 成 功 地 从 事 了 数学 和 力学 的 各 邻 域 的 研究 . 
中 斯 捷克 洛 夫 (B. A. Crexnos ) (1864 一 1926) 是 俄 苏 数学 家 ， 切 比 雪夫 创立 的 彼得 格 勤 数学 学 派 


的 代表 , 苏联 数学 物理 学 派 的 韵 基 人 . 俄罗斯 科学 院 数 学 研究 所 是 以 他 的 名 字 命 名 的 . 
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e) 试 证 : 第 ”个 勒 让 德 多 项 式 在 C2[ 一 1,1] 中 的 范 数 | 有 .| 的 平方 等 于 


< n (7 十 1 十 2) 2 1 

27 十 ] (= CY 7.1227 - [Ma -1 da 

f) 试 证 : 在 一 切 最 高 次 项 的 系数 等 于 1 的 n 次 多 项 式 中 , 勒 让 德 多 项 式 已 (z), 按 区 间 
[一 1,1] 上 的 平均 意义 , 偏离 零 最 小 . 


g) 说 明 为 什么 任意 函数 fe C2([ 一 1, 1,C) 都 满足 等 式 


2 


3 


[ | (zj)ar 一 > 十 >) f/ f(T) Pn (cde 


这 里 {Po, PP,.…} 是 勒 让 德 多 项 式 系 . 
3. a) 试 证 : 如 果 向 量 系 {zx1, za ….} 在 空间 X 中 完全 , 而 空间 X 是 空间 Y 的 处 处 稠密 的 
子 空间 , 则 向 量 系 {x1, zz?,…} 在 Y 中 也 完全 . | 


b) 试 证 : 由 区 间 [a,8] 上 的 一 切 连续 函数 构成 的 线性 空间 Clao, 中 , 在 2[a,9] 中 是 处 处 币 
密 的 . (在 第 17 章 §5 的 练习 5g) 中 证 明了 , 甚至 对 区 间 [ae, 世 上 一 切 具 紧 文 集 的 无 穷 可 
微 函数 的 集合 这 也 是 对 的 .) 


c) 试 利用 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 证 明 : 三 角 函 数 系 {1, cos kz, sin kx;k € N} 在 RR2[ 一 ,7 
中 完全 . 

d) 试 证 : 函数 系 {1, zx, x2,:-…}, {1, coskz, sin kx;k € N} 在 对 zlab 中 都 完全 , 但 第 一 个 
不 是 这 个 空间 的 基底 , 而 第 二 个 是 . 

e) 说 明 为 什么 任意 的 函数 f € KK([ 一 7, 7], C) 都 满足 ( 帕 塞 瓦尔 ) 等 式 


2 OO 
;Wa = -+ Don + lon) 
这 里 数 ax,bk 由 公式 (9),(10) 确定 . 
f) 利用 例 8 的 结果 证 明 > = 
4. 带 权 的 正 交 性 . | 
a) 设 po,pi,… ,pn 是 区 域 D 中 的 连续 正 函数 , 试验 证 公式 
(9 = 六 mayfeGogmGz)dz 
==0 D 


在 Ct™(D,C) 中 给 出 一 个 内 积 . 


b) 试 证 : 当 把 R(D,C) 中 两 个 仅 在 零 测 集 上 不 同 的 函数 等 同 后 , 借助 D 中 的 正 连续 函数 
Dp 可 引入 如 下 内 积 
(f,9) = | ptz)F(z)g(z)jdz 
DD 


这 时 称 p 是 权 函 数 . 如 果 (f,g) = 0, 则 称 函 数 f 和 9 以 p 为 权 正 交 . 
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c) 设 y:D 一 G 是 区 域 DC RR* 到 区 域 Gc R" 上 的 微分 同 胚 , 又 设 {ur(y),k EN} 是 
在 标准 内 积 (2) 或 (3) 的 意义 下 定义 在 G 中 的 正 交 函 数 系 . 试 建立 区 域 刀 中 定义 的 以 
p(z) 二 |det gp'(z)| 为 权 的 正 交 函数 系 , 以 及 区 域 DD 中 定义 的 通常 内 积 意 义 下 的 正 交 函 
数 系 . 

d) 试 证 ; 函数 系 fenn(z, 人 ) = etmz+nairm € N} 在 矩形 了 = {(z,y) € R?|lz| < 
TA| 吉 乏 T 上 正 交 . 

e) 试 做 一 个 函数 系 , 使 它 在 二 维 环 面 T? C 良 上 正 交 . 这 里 的 环 面 T? 是 用 第 12 章 $1 
的 例 4 中 指出 的 参数 方程 给 出 的 . 这 时 , 函数 f 和 9 在 环 面 上 的 内 积 理解 为 曲面 积分 
六 2 fgdo. 

a) 从 代数 学 知道 (我 们 在 条 件 极 值 理论 中 也 顺便 证 明 过 )， 每 一 个 作用 在 n 维 欧 几 里 德 空 
间 Bnm 中 的 对 称 算 子 4 : Bn 一 E", 都 有 异 于 零 的 本 征 向 量 . 这 在 无 穷 维 情形 , 一 般 
是 不 对 的 . 

试 证 : 乘 以 自 变 量 的 线性 算 子 f(x) 一 zf(x) 是 Caoflfa,b, 玉 ) 中 的 对 称 算 子 , 但 它 
没有 非 零 本 征 向 量 . 

b) 施 图 姆 上 D- 刘 维 尔 问 题 常常 出 现在 数学 物理 方程 中 . 这 个 问题 要 求 求 方程 w (zx) 十 [gq(7x) 十 

Ap(z)]u(z) = 0 在 区 间 [a,6] 上 , 满足 某 些 边界 条 件 , 例如 w(a) = wu(5) = 0 的 不 恒 等 于 

零 的 解 . 

确 数 p(x) 和 g(x) 是 已 知 的 , 在 所 考虑 的 区 间 [a,0b| 上 连续 , 且 p(x) > 0 在 [a, 昌 
上 . 

我 们 在 例 15 中 己 经 过 到 过 这 种 问题 , 那里 只 需 在 条 件 X(0) = 式 ( 人 ) = 0 下 解 方 程 
(26), 其 中 g(x) 三 0,p(z) 二 1 以 及 fa, 名 = [0,4]. 我 们 确信 , 施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 一 般 
只 对 某 些 特别 的 参数 和 的 值 是 可 解 的 . 正 是 这 个 原因 , 这 种 入 值 叫 施 图 姆 - 刘 维 尔 问 
题 的 本 征 值 . 

试 证 : 如 果 函 数 f 和 9 是 施 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 的 对 应 于 本 征 值 和 jy 关 Xe 的 解 , 则 
在 区 间 [a,b] 上 成 立 等 式 (9' 一 f'g) = (A 一 和 o)pfg 且 函 数 f,g 在 [a,b] 上 以 p 为 
权 正 交 . 

我 们 知道 (参看 第 14 章 , 84), 在 区 间 [a,4] 两 端点 固定 的 非 均匀 弦 的 微小 振动 可 用 方程 

(pus) = pu 描述 , 这 里 w(x,t) 是 在 每 个 时 刻 二 给 出 弦 的 形状 的 函数 ,op = p(z) 是 线 

密度 , 而 p = p(z) 是 在 点 x € [a,g 的 弹性 系数 . 固定 条 件 即 wv(a,t) = 4(b,t) = 0. 

试 证 : 如 果 求 这 个 方程 形 如 X(z)T 人 的 解 , 则 问题 归结 为 方程 组 T” = AT, (pX') 
= ApX, 其 中 入 在 两 方程 中 是 同一 个 数 . 

这 样 一 来 , 关于 函数 X(z) 得 到 区 间 [a,b| 上 的 一 个 施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 , 它 只 在 
参数 入 取 某 些 特定 的 值 (本 征 值 ) 时 可 解 (约定 , p(z) > 0 在 [a,6] 上 , 且 p€c [la,gl. 


利用 变量 痊 换 s = /” 0 可 把 方程 (pX') = ApX 化 成 不 包含 一 阶 导数 的 形式 .) 


C 


Mm 


” 译 者 注 ,“ 异 于 零 的 本 征 向 量 " 一 语 中 的 “ 异 于 零 "是 不 需要 的 , 它 已 包含 在 “本 征 向 量 "的 定义 之 
中 了 .本 练习 中 的 “对 称 算 子 4 ”应 假定 是 非 零 的 

中 施 图 姆 (Sturm J.C.F) (1803 一 1855) 是 法 国 数 学 家 (同时 是 彼得 堡 科学 院 的 外 国 荣誉 院士 ); 主 
要 工作 在 解数 学 物理 边 值 问题 方面 . 
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d) 试验 证 : 作用 在 由 C42)[a, 帅 中 满足 条 件 w(a) = wu(b) = 0 的 函数 所 构成 的 空间 上 的 算 
子 S(u) = (p(z)w (zz)) 一 ca(z)wu(z) 在 该 空间 上 是 对 称 的 〈 亦 即 (Sw,v) = (u, Sv), 这 里 
“(,) 是 实 函 数 的 标准 的 内 积 ). 再 验证 : 算 子 5 的 与 不 同 本 征 值 对 应 的 本 征 函 数 必 正 交 . 
e) 试 证 : 设 Xi 和 Xs2 是 方程 (XX = XpoX 的 对 应 于 参数 入 的 不 同 的 值 Xi, Xz, 且 在 区 
闻 的 端点 等 于 零 的 解 , 则 它们 在 [a,9] 上 以 pf(z) 为 权 正 交 . 


6. 作为 本 征 函 数 的 勒 让 德 多 项 式 . 
a) 利用 例 5 中 的 勒 让 德 多 项 式 P(x) 的 表达 式 以 及 等 式 (72? 一 1)" = (x 一 1)"(z + 1)”，, 
证 明 P,(1) 一 1. 


b) 对 等 式 (x* 一 1) (x? 一 1)”* 二 2nz(z“ 一 1) 求 微分 , 试 证 P(xz) 满足 方程 
(x 1):. P(x)+27z. P(r) ~- n(n+1)P,(r)= 0. 


c) 试验 证 算 子 
4 := Go2 -1 十 27 也 一 所 [可 

在 空间 C*[--1,1] C R82[--1,1] 上 的 对 称 性 并 根据 关系 式 4(P) = n(n 十 1)Pn 说 明 勒 
让 德 多 项 式 的 正 交 性 . 

d) 试 利用 系 {1, zx, xz?*,…} 在 C2[ 一 1,1] 中 的 完全 性 证 明 : 算 子 4 的 与 本 征 值 入 = n(n 二 1) 
对 应 的 本 征 空间 的 维 数 不 超过 1. 

e) 试 证 : 算 子 4 = C [(z2 一 1) 主 | 在 CC [一 1 中 没有 不 包含 在 勒 让 德 多 项 式 系 {Po(z), 
P 忆 (x),…} 中 的 本 征 函 数 , 也 没有 与 一 切 数 n(n 填 了 (n= 0,1,2,:…) 不 同 的 本 征 值 . 


7。 球 函数 
a) 在 求解 及 3 中 许多 问题 (例如 , 与 拉 普 拉 斯 方程 Aw = 0 有 关 的 位 势 理论 问题 ) 时 , 常 寻 
求 由 它 的 特 解构 成 的 级 数 形 式 的 解 . 方程 Av = 0 的 n 次 齐 次 多 项 式 Sn(z,y z) 特 解 
叫做 调和 多 项 式 ， 显然, 在 球 坐 标 系 (7,p,6) 中 , 调和 多 项 式 具 有 r"Y(9,p) 的 形式 . 
这 样 产 生 的 7,(9, p) 只 依赖 于 球面 坐标 0 < 9 乏 T,0 < pp < 27, 叫做 球 函 数 .( Yn 由 条 
件 AS = 0 确定 , 是 具 2n 十 1 个 自由 系数 , 是 两 个 自 变 量 的 三 角 多 项 式 .) 
试 利用 格林 公式 证 明 : 当 m 关 n 时 , 函数 mm 了 在 R* 中 的 单位 球面 上 正 交 (在 
内 积 (Ym, Yn) = Ym: Yndo 的 意义 下 , 这 里 面积 分 是 展 布 在 球面 7 = 1 上 的 ). 
b) 从 勒 让 德 多 项 式 出 发 还 能 引进 多 项 式 Pam(z) = (1 一 52)"/?. 人 从 (2z),m = 42,…， 
?考察 函数 
P.,(cos 0), Pn m(cos0) cosmow, Pn,m(sin0) sin my. (*) 
我 们 发 现 , 指标 为 n 的 任意 球 函 数 妇 (9, p) 是 这 些 函 数 的 线性 组 合 . 试 利用 这 个 
事实 ,并 注意 三 角 函 数 系 的 正 交 性 , 证 明 : 函数 系 (*) 是 由 指标 是 n 的 球 函 数 构成 的 
(2n 十 1) 维 空间 的 一 个 正 交 基 . 


8。 效 尔 米 特 多 项 式 . 在 量子 力学 中 当 研究 线性 振 范 串 方程 时 必须 考察 具有 内 积 (/,g) = 
/+> fgds 的 函数 类 CC2)(R) C gz(R,C) 以 及 特殊 函数 H(z) = (1)"e” 全 (em = 
0, 1,2,.…- 
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a) 试 证 :Bo(z) = 1 Hi(x) = 27x, H2(7x) = 4z*? —2. 

b) 试 证 :H(z) 是 n 次 多 项 式 . 函数 系 {Ho(z), Hi(7z),…} 叫 埃 尔 米 特 多 项 式 系 . 

cj 试验 证 : 函数 万 ,, (zx) 满足 方程 H/(x) -2zHi(x) + 2nHn,(7x) = 0. 

d) 函数 加 (z) = e-z /2H(z) 叫 埃 尔 米 特 函 数 . 试 证 : pz) 十 (2 十 1 一 Zn(Z) = 0, 
且 当 zx 一 0 时 有 WwWn(z) 一 0. 

e) 试验 证 : 当 m 头 n 时 有 [wnwmdz = 0. 
f) 试 证 : 埃 尔 米 特 多 项 式 在 RR 上 以 e-* 为 权 正 交 . 
9. 切 比 雪夫 拉 盖 尔 多 项 式 {Ln(z);n = 0,1,2,…} 可 用 公式 Ln(z) := ?6 定 
义 . 

试验 证 : 

a) Ln(7z) 是 n 次 多 项 式 : 

b) 函数 上 ,, (zx) 满足 方程 


xzLi(z) + (1 — zr)L, (rx) + nLn(r) = 0; 


c) 切 比 雪夫 - 拉 盖 尔 多 项 式 系 {Ln;n = 0, 1,2,…} 在 半 直 线 [0, 十 oo[ 上 以 e ”为 权 正 
六. 


10. 切 比 雪夫 多 项 式 {Tb(z) 三 1,T5(z) = 21 "cosn(arccos7);n € N} 当 |z| < 1 时 可 由 公式 


T(x) = ( i Vi (1 - rz2) "3 


给 出 . 
试 证 : 
a) Tn(X) 是 n 次 多 项 式 ; 
b) Th(z) 满足 方程 
(1 — 2°)T (7) — ZT (2) +n Thn(z) = 0; 
c) 切 比 雪夫 多 项 式 系 {Th;n = 0,1,2,…} 在 开 区 间 ] 一 1,1[ 上 以 p(z) = 
正 交 . 
11. a) 在 概率 论 和 函数 论 中 过 到 下 述 拉 德 马 赫 包 函数 系 {wn(7T) = p(2”7T);n = 0,1,2,…]}, 这 
里 p(t) = sgn(sin 27t). 试验 证 : 它 是 区 间 [0, 1] 上 的 一 个 正 交 系 . 
b) 哈 尔 信 函数 系 {xn,k(T)}, 其 中 n= 0,1,2,… ; 而 上 = 1,2,22,.…, 由 关系 式 


_ _1 
1 ， 如 果 2 二 2 -zz < 经 


on 二 1 9n+1 ’ 
xx 人 = 一 如果 中 
0， 在 其 他 [0,1] 的 点 


” @ 拉 盖 尔 (B.N.Laguerrej(18341886) 是 法 国 数学 家 ， 
2 拉 德 马 夫 (Rademaher, H)(1892 一 1969) 是 德国 (从 1936 年 开始 是 美国 ) 数学 家 . 
哈 尔 (Haar, A)(1885 一 1933) 是 匈牙利 数学 家 . 


1—2z2 
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给 出 . 
试验 证 哈 尔 函 数 系 在 区 间 [0, 1] 上 的 正 交 性 . 
12. a) 试 证 : 任意 的 具 内 积 的 n 维 实 向 量 空间 与 具 同 样 维 数 的 算术 欧 几 里 得 空间 了 ”等 距 同 
构 . : 

b) 我 们 记得 , 称 一 个 度量 空间 是 可 分 的 , 如 果 其 中 有 可 数 的 处 处 稠密 子 集 . 试 证 : 如 果 具 内 
积 的 线性 空间 作为 度量 空间 {其 中 定义 由 内 积 诱导 出 的 距离 ) 可 分 , 那么 , 它 有 可 数 规范 
正 交 基 . 

c) 设 鲜 是 可 分 希 尔 伯 特 空间 ( 即 和 是 可 分 的 完备 度量 空间 , 且 其 度量 是 由 XX 中 的 内 积 
导出 的 ). 在 外 中 取 规 范 正 交 基 {ei;i E N}, 构造 映射 X 3 7 Fr 一 (ciy cz )) 这 里 
ci 二 (z,ei) 是 向 量 zx 关于 基 {e;} 的 健 里 叶 展 开 的 系数 . 试 证 : 这 个 映射 是 X 到 空间 
l2( 在 例 14 中 研究 过 它 ) 上 的 线性 、 等 距 的 双 射 . 

d) 利用 图 103 指出 构造 例 14 的 基本 思想 是 什么 , 并 说 明 为 什么 它 恰 与 所 研究 的 空间 的 无 
限 维 性 密切 相关 . 


e) 试 说 明 怎 样 在 函数 空间 Cla, 6b] C R2[a,9|] 中 构造 类 似 的 例子 . 


82” 傅 里 叶 三 角 级 数 


1. 经 典 储 里 叶 级 数 收 敛 性 的 基本 形式 
a. 三 角 级 数 和 全 里 叶 三 角 级 数 
经 典 的 三 角 级 数 是 形 如 包 


2 十 > Qk COS kz 十 bx Sin kz (1) 
k=1 
的 级 数 , 它 是 以 三 角 函 数 系 {1,cos kz,sin kx,k e N} 为 基础 得 到 的 .这 里 的 系数 
fao au br;k E N} 是 实数 或 复数 . 三 角 级 数 (1) 的 部 分 和 是 n 次 三 角 多 项 式 


Ta (1) = + Yak coskz + bi sin kz. (2) 
k=l 
如 果 级 数 (1) 在 及 上 逐 点 收敛, 那么 它 的 和 f(z) 显然 是 2r- 周期 函数 . 它 完 
由 它 在 任何 一 个 长 为 2r 的 区 间 上 的 限制 所 确定 . 
反之 , 如 果 给 定 了 RR 上 的 一 个 2r- 周期 函数 (振动 , 信号 等 等 ), 而 我 们 希望 把 它 ~ 
展 成 一 些 典 型 周期 函数 的 和 , 那么 , 为 此 目的 首先 考虑 到 的 就 是 最 简单 的 2r- 周期 函 
数 {1, cos kx, sin kx, k € N}, 它们 表示 多 倍 频 率 的 简 谐 振动 . 


@ 把 自由 项 写成 a0/2 的 形式 , 这 对 傅 里 叶 级 数 是 一 个 方便 的 写法 , 但 在 这 里 不 是 必须 的 . 
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假定 能 把 连续 函数 f(x) 表示 成 一 致 收敛 于 它 的 三 角 级 数 


f(x) 一 2 十 >， Qk COS kz 十 br sin kz, (3) 
天 一 1 
则 展开 式 (3) 中 的 系数 能 容易 且 完 全 单 值 地 求 出 . 
在 这 种 情形 , 依次 用 函数 系 {1, cos kz,sin kz;k e N} 中 的 每 个 函数 乘 等 式 (3)， 
对 所 得 的 一 致 收敛 级 数 做 分 部 积分 , 并 注意 到 关系 式 


l*dz = 27: 


三 cos mz cos nzdz = 三 sinmzsinnzdr =0, 当 mn,mneN 
三 cos71 sinnzdz = 0, m,n € N.* 
三 cos“ nzdz 一 人 sin“mzdz = n,n Ee N, 
即 可 求 出 函数 f 展 成 的 三 角 级 数 (3) 的 系数 
ak = ak(f) = 人 f(r) cos krar,k = 0,1,. (4) 
bx = bx(f) = >/ f(x)sin kzrdz, k = 1,2,: (5) 


当 把 (3) 看 做 向 量 fe 9s--7,7] 按 正 交 系 {1, cos kx, sin kzx;k € N} 的 傅 里 叶 展 
开 时 , 我 们 得 到 就 是 现在 这 些 系 数 . 这 并 不 奇怪 , 因为 从 级 数 (3) 的 一 致 收敛 性 当然 
地 能 得 到 它 在 区 间 [x,7] 上 的 平均 收敛 性 , 从 而 级 数 (3) 的 系数 应 是 函数 f 按 所 考 
察 的 正 交 系 的 和 傅 里 叶 系 数 (参看 61). 


定义 1 对 于 函数 f, 如 果 积 分 (4),(5) 有 意义 , 则 与 f 相对 应 的 三 角 级 数 


a0 2 


f~ 十 3 Qk(f) coskz + br(f) sin kz (6) 


叫做 函数 的 傅 里 叶 三 角 级 数 . 

因为 在 这 一 节 除 体 里 叶 三 角 级 数 外 不 研究 其 他 的 信里 叶 级 数 , 所 以 , 为 简单 起 
见 , 我 们 有 时 省 略 “ 三 角 ” 一 词 , 而 简单 地 说 :“ 函 数 f 的 健 里 叶 级 数 ”. 

我 们 基本 上 只 涉及 函数 类 RX([--7,7,C) 中 , 或 稍 广 一 些 , 其 模 的 平方 在 开 区 间 
] 一 7,7[ 上 (至 少 在 反常 积分 意义 下 ) 可 积 的 函数 , 仍然 使 用 从 前 的 符号 82[ 一 A, 7 表 
示 这 些 函 数 构成 的 线性 空间 , 并 在 其 中 定义 标准 内 积 


(f,9) = / fogdzx. (7) 
* 译 者 注 . 原著 漏 写 该 式 . / 


§2 ”人 和 傅 里 叶 三 角 级 数 
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对 任何 函数 fe R82([--7,7],C) 都 成 立 的 贝 塞 尔 不 等 式 


os 人 xf PP + AP < > HP)as (8) 
这 说 明 远 非 每 个 三 角 级 数 (1) 都 是 某 个 函数 je ga[_x, 的 侍 里 叶 级 数 
例 1 我 们 知道 (参看 第 16 章 82 例 7), 三 角 级 数 


sin kz 


二 ] VE 


WE 


3 


在 到 上 十 收 伊 的 ; 但 它 不 是 任何 函 


f € gz[-T;,T 的 傅 里 时 级 数 ， 因 为 级 数 
1 
> (去 ) 是 发 散 的 


因此 , 这 里 将 要 研究 的 不 是 任意 的 三 角 级 数 (1), 而 是 Ro[ 一 rt,7] 中 的 函数 , 以 及 
在 ] - mr[ 上 绝对 可 积 函 数 关 中 的 函数 的 傅 里 时 级 数 (6). 
b. 储 里 时 三 角 级 数 的 平均 收敛 性 
设 
Sn(7X) = 2 


十 >, ap(f) coskz + br(f)sinkz 
k=1 


(9) 
是 函数 f e 和 zs[--7,7#] 的 傅 里 叶 级 数 的 前 n 项 部 分 和 . 5;, 对 了 的 偏离 既 可 用 空间 
2[ 一 ,7] 的 由 内 积 (7) 诱导 出 的 自然 距离 , 即 S。 和 f 在 区 间 [7m,7] 上 的 均 方 差 


-sol=/ |f Sal2(z)dz (10) 
来 度量 又 可 按 在 这 个 区 间 上 的 逐 点 收敛 意义 度量 


对 任意 的 傅 里 时 级 数 , 第 一 种 收敛 性 在 81 中 已 经 研究 过 . 那里 得 到 的 结果 对 傅 里 
叶 三 角 级 数 的 具体 使 用 性 , 首先 与 三 角 函 数 系 {l cos kz,sin pz; EN} 在 欠 z[ 一 rm 
中 完全 性 有 关 (这 一 点 已 在 $1 中 指出 , 并 将 在 本 节 第 4 段 中 独立 地 给 以 证 明 ) 

因此 , 从 41 的 基本 定理 , 在 现在 情形 下 , 可 以 断言 , 成 立 以 下 定理 


定理 1 ( 傅 里 叶 三 角 级 数 的 平均 收敛 性 ) 任意 函数 f € Ral[—7, 7A],C) 的 傅 里 
叶 级 数 (6) 在 平均 意义 (10) 下 收敛 于 它 自己 , 即 


f(z) 到 


RR» 


-0 ot + alf) f) cos kz + br(f)sin kz, 
k=1 
并 且 成 立 帕 塞 瓦尔 等 式 


2 WP)as 


= [DL 4 Son)P + hoe PF. (11) 
k= 二 1 
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我 们 将 常常 使 用 更 加 肾 竣 的 三 角 多 项 式 和 三 角 级 数 的 复 形式 , 它 基于 欧 拉 公式 


eT =CosT+ising,cosrT= (es+e ’),sinz= 5(e” 一 e-?). 利用 这 些 公式 , 傅 里 


”时 级 数 的 部 分 和 (9) 可 以 写成 


9n(Z) = 3 ChE'®T 


Pk 
的 形式 , 而 傅 里 时 级 数 (6) 本 身 可 以 写成 
f~ Yonee 
的 形式 , 这 里 
(a _ibs)， 如 果 > 0， 
ck = ao 如 果 大 = 0， 
(a 十 记 _k), 如 果 < 0， 
即 


1 f/f/ 
Ck 一 ck(f) 一 5 / f(z)e' ?dz, kE pb, 


就 是 说 , ck 正 是 函数 f 关于 函数 系 {e*?;k € Z} 的 健 里 叶 系 数 . 
我 们 注意 到 , 健 里 叶 级 数 (6') 的 可 和 性 即 是 和 式 (9') 的 收敛 性 . 
在 这 种 紧凑 的 形式 下 , 定理 1 成 为 : 对 于 任何 f € Ro([ 一 7,7, C), 有 


f(z) 元 Dlf)e™ 


lf = > lcs DF. 


c. 傅 里 叶 级 数 的 逐 点 收敛 性 


(9 ) 


(6 ) 


(12) 


(13) 


(14) 


定理 1 完全 解决 了 全 里 叶 级 数 (6) 平均 收敛 的 问题 , 即 按 空间 Kz[ 一 ,7] 的 范 
数 收 和 敛 的 问题 . 本 节余 下 的 部 分 主要 是 研究 傅 里 叶 三 角 级 数 逐 点 收敛 的 条 件 和 特征 . 
我 们 将 只 考察 这 个 问题 的 最 简单 的 方面 . 三 角 级 数 逐 点 收敛 性 的 研究 通常 是 非常 精 
细 的 .尽管 在 欧 拉 、 储 里 叶 和 黎 曼 之 后 , 傅 里 叶 级 数 一 直 在 函数 论 中 占 着 传统 的 中 
心地 位 , 但 至 今 对 那些 能 用 逐 点 收 和 敛 三 角 级 数 表示 的 函数 所 构成 的 函数 类 还 没有 一 
个 本 质 的 描述 ( 黎 曼 问 题 ). 直到 不 久 以 前 , 甚至 还 不 知道 , 连续 函数 的 傅 里 叶 级 数 是 
否 一 定 几 乎 处 处 收敛 于 它 自己 (这 时 ,处 处 收敛 性 可 能 不 成 立 已 经 知道 )， 当 时 ，A. 
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H. 柯 尔 莫 哥 洛 夫 中 甚至 曾 构造 出 了 L[-7,7] 中 其 傅 里 叶 级 数 处 处 发 散 的 例子 (这 
里 L[-7,7] 是 区 间 [-7,7] 上 勒 贝 格 可 积 的 函数 空间 , 它 可 由 KX[ 一 x,7] 按 L[ 一 7x, 
的 距离 完备 化 得 到 ), 而 I. E. 梅 尼 绍 夫 @ 构造 了 一 个 三 角 级 数 (1), 它 有 非 零 系数 
日 几乎 处 处 收 伍 于 零 ( 梅 尼 绍 夫 零 级 数 ). H. HH. 鲁 金 @ 提 出 了 这 样 一 个 问题 (重金 问 
题 ): 任意 函数 f < Za2z[-r,T] 的 傅 里 叶 级 数 是 否 必 定 几 乎 处 处 收敛 (这 里 Ls[ 一 x, 
是 Rs[ 一 x,7] 的 距离 完备 化 )， 这 个 问题 是 1966 年 才 由 工 . 卡尔 松 @ 解 决 的 , 答案 是 
肯定 的 . 特别 地 , 从 工 . 卡尔 松 的 结果 得 到 : 任意 函数 fe Rs[-7,7] (譬如 连续 函数 ) 
的 全 里 时 级 数 必 在 区 间 [7z,7] 中 几乎 处 处 收敛 . 


2. 傅 里 时 三 角 级 数 逐 点 收敛 性 的 研究 
a. 傅 里 时 级 数 部 分 和 的 积分 表示 


现在 考察 和 傅 里 叶 级 数 (6) 的 部 分 和 (9), 在 它 的 复 形 式 (9') 中 代入 傅 里 叶 系 数 的 
表达 式 (13), 并 作 如 下 变换 : 


9n(Z) = > (去 人 - f(De- at ) EC 


上 ik{(x— 
= 江 人 ， f(t) (2 kK 9 dt. (15) 


eilnt+l)u e—inu 


ce 以 一 ] 


Dn(u) := 3 etetu 一 
天 三 一 筷 


ei(n+ ) Ee 一 i(n 十 六)4 


一 直人 一 全 言语 (16) 
而 且 , 从 定义 本 身 看 出 , 当 ei* = 1 时 有 Du(uw) = (2n 十 1). 因此 ， 
1 
Si ?十 一 | 亿 
D,(u) = "(a)" (17) 
S11 1 


这 里 , 当 分 数 的 分 母 变 成 零 时 , 设 Dn(w) = 2n 十 1. 


柯 尔 莫 可 党 夫 (A. H. Koxrmoropos ) (1903—1987) 是 杰出 的 苏联 学 者 ， 著作 遍布 概率 论 ， 数理 
统计 , 函数 论 , 泛 函 分 析 , 拓扑 学 , 逻辑 学 , 微分 方程 及 多 方面 的 数学 应 用 . 

外 梅 尼 绍 夫 (I. E. Men bmos ) (1892 一 1988) 是 最 著名 的 苏联 数学 家 之 一 , 实 变 函 数论 专家 . 

@@ 鲁 金 (H. H. JIysma ) (1883 一 1950) 是 俄 苏 数学 家 , 最 精通 函数 论 的 行家 之 一 , 大 莫斯科 数学 学 
派 (“JIysmraaz >”) 的 创始 人 . 

@ 卡 尔 松 (L. Carleson) (1928 一 ) 是 杰出 的 瑞典 数学 家 , 他 的 主要 工作 涉及 现代 分 析 的 各 个 领域 
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继续 (15) 的 计算 , 得 
Su(z) = 六 矿 f(t) Dn(z — t)dt. (18) 


函数 (17) 叫 狱 利 克 雷 核 . 我 们 把 5S, (x) 表示 成 了 函数 f 与 狄 立 克 雷 核 的 卷 积 的 形 
式 . 
从 函数 D,(w) 的 定义 (16) 看 出 , 狄 立 克 雷 核 是 2r- 周期 偶 函 数 , 此 外 还 有 


1 1 于 
py a Dn(u)du 一 -| D,(u)adu 二 1]. (19) 


假设 函数 f 是 下 上 的 2r- 周期 函数 或 从 闭 区 间 [一 x,7] 周期 延 拓 到 RR 上 生成 
的 函数 , 在 (18) 中 作 变 量 替换 , 得 


] Ar Sim (n+ 3) t 
S, (2) = 二 f(z —t)Da(b)dt = 二 人 fl -0— Td 00) 


sin li 
2 


这 里 在 作 变 量 替换 时 , 我 们 还 利用 了 那样 一 个 事实 : 周期 函数 在 任何 长 度 等 于 函数 
周期 的 区 间 上 的 积分 都 是 相同 的 . 
注意 到 Dn(t) 是 偶 函 数 , 等 式 (20) 可 改写 成 如 下 形式 .: 


Su(z) = 去 人 [Flz -t+ f(z + Dnt)dt 


1 
sin (" 十 2 ) t 
2 
一 一 -一 一 起. 


in =~t 
sin > 


一 去 人 Ue- 十 jz 十 加 ] (21) 


b. 黎 曼 引 理 和 局 部 化 原理 


上 边 得 到 的 傅 里 叶 三 角 级 数 的 部 分 和 的 表达 式 (21) 连同 下 边 叙 述 的 黎 曼 的 结 
果 , 是 傅 里 叶 三 角 级 数 逐 点 收敛 性 研究 的 基础 


引 理 1 ( 黎 曼 引 理 ) 如 果 局 部 可 积 函 数 了 :]wi,wa[ 一 到 在 区 间 jw was[ 上 (至少 
在 反常 积分 意义 下 ) 绝对 可 积 , 则 / 


/ f(r)e ”dz 一 0 当 入 一 oo, 入 E 下 . (22) 
(Wl 


< 如 果 ]wi,wo[ 是 有 限 区 间 , 而 f(z) = 1, 则 (22) 可 用 直接 积分 并 取 极 限 得 到 
一 般 情况 将 化 成 这 种 简单 情况 . 
固定 任意 的 s > 0, 首先 取 区 间 [a, Cjwi,w2[ 使 对 任意 入 e 民 成立 


广 jF(z)etzdz 一 [ f(x)e' Tdzr 


< 5. (23) 
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由 于 有 佑 下 


/ f(r)e dr 一 [ f(z)e ”rdzr 


< / yjeveldtz+ 人 Hoeoelaz 


一 [ fl(z)dz 十 三 | 用 (zc)adz 


以 及 f 在 ]wi,wo[ 上 可 积 性 , 欲 取 的 区 间 fo, 吕 当然 是 存在 的 
由 于 fe RX([a, 名 ], 展 ) (准确 地 说 , je e 只 [o, 避 ), 所 以 存在 那样 的 达 布 下 积分 和 
> 7 和 也 使 


n 
0 < / f(r)dr — 》 _ miAz; <E, 
a j=1 


这 里 mj; = 二 inf f(x). 


TE[zj 1,727] 
现在 做 【 o| 上 的 一 个 分 段 常 数 图 数 g(z) = 7, 当 TE [zjy-1, Ti|, 3 = 1,... ,n. 
于 是 , 我 们 得 到 在 {a,b| 上 , g(x) < Flz), 且 


b 
(zx)e' Tdz 一 / g(x)e'**dzr 


b b 
< f Ws) -galelae = f 10) -goldr <e (24) 


b 人 
| g(x)e' Tdz = > / mje'”®dz 


0, 当 入 一 00, 入 ER. (25) 


比较 关系 式 (22) 一 (25) 就 得 到 了 我 们 想 证 明 的 结果 . > 
注 1 分 离 (22) 的 实 部 和 虚 部 , 我 们 得 到 : 当 和 一 oo, 入 ER 民 , 有 


广 f(z)cosArdzr 一 0 和 人 f(z)sin Ardz 一 0. (26) 


如 果 函 数 f 是 复 值 函数 , 那么 , 分 别 对 其 实 部 和 虚 部 都 将 能 得 到 关系 (26), 这 也 了 怠 古 
说 , 关系 (22) 对 复 值 函数 :jwi,wz[ 一 C 实际 上 也 是 成 立 的 ， 
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注 2 如 果 已 知 je %z[ 一 m, 格 , 那么 根据 贝 塞 尔 不 等 式 (8), 立刻 得 到 : 当 n 一 
oo,n € N, 有 


人 f(z}cosnzadz 一 0 和 全 fzjsinmnzadz 一 0. 


这 是 黎 曼 引 理 的 离散 形式 , 原则 上 , 在 即将 进行 的 对 经 典 傅 里 叶 级 数 的 初步 研究 中 ， 
有 了 它 就 够 用 了 . 


现在 回 到 储 里 叶 级 数 部 分 和 的 积分 表示 式 (21) 去 , 我 们 看 到 , 如 果 函 数 /满足 
黎 曼 引 理 的 条 件 , 那么 , 由 于 sin 1 > sin ;5 > 0, 当 0<5<t<r 时 , 我 们 能 根据 关 
系 式 (26) 得 到 


1 
6 sin(n + =)t 
Si (1) = | f+ fet) d+ ol), 当 nm o0 (27) 


sin —t 
3 


由 等 式 (27) 可 以 作出 的 重要 结论 是 : 傅 里 时 级 数 在 一 点 的 收 和 敛 性 完全 由 函数 在 
这 个 点 的 任意 一 个 小 邻 域 中 的 性 质 确定 . 
我 们 把 这 个 原理 叙述 成 以 下 命题 . 


定理 2 (局 部 化 原理 ) 设 /和 9 是 区 间 ] - r,r[ 上 的 实 值 或 复 值 局 部 可 积 且 
(至 少 在 反常 积分 意义 下 ) 绝对 可 积 的 函数 . 如 果 f 和 g 在 点 zo 6 一 站 的 一 个 小 
领域 中 相等 , 则 它们 的 傅 里 叶 级 数 


f(z) ~ > cxr(f)eit®, g(x) ~ >》 cr(g)e's” 


在 zo 点 同时 收敛 或 发 散 , 而 且 当 收 人 证 时 , 它们 的 和 相等 号 . 


注 3 从 推导 等 式 (21) 和 (27) 的 论证 中 看 出 , 局 部 化 原理 中 的 点 xo 可 以 是 区 
间 [x,7] 的 一 个 端点 , 但 这 时 , 为 使 函数 了 和 9 从 [一 ,可 到 及 上 的 延 拓 在 所 zo 
的 邻 域 中 相等 , 必须 ( 且 只 需 ) 原来 在 区 间 [7,7] 上 给 出 的 函数 f 和 9 在 该 区 间 的 
两 个 端点 的 邻 域 中 都 相等 (这 样 的 要 求 是 本 质 的 ). 


c. 傅 里 时 级 数 在 一 点 收敛 的 充分 条 件 


定义 2 称 定义 在 点 z € 及 的 空心 邻 域 上 的 函数 六 : D(z) 一 C 在 点 z 处 满足 
迪 尼 条 件 , 如 果 


a) 在 点 z 存在 以 下 两 个 单 侧 极限 
f(z-) = lim f(z —t), f(z+) = Jim, f(z +6); 


@ 员 然 未 必 等 于 值 f(z0) = g(z0) 
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b) 积分 
f(z —t)— f(z) + lf(z+t)— f(z+)| 
+0 t 
绝对 收 敏 吕 . 


例 2 如 果 f 是 定义 在 U(x) 内 的 连续 函数 , 它 在 x 点 满足 赫 尔 德 条 件 
f(z+t)— fo) MI,0<as!]1, 
其 中 0 < a < 1, 那么 , 由 于 这 时 有 估计 


tf M 
t 


~ He 


函数 f 在 z 点 满足 迪 尼 条 件 
如 果 定义 在 点 z 的 空心 邻 域 D(z) 中 的 连续 函数 / 有 单 侧 极限 f(z_), f(z1) 
且 满 足 单 侧 赫 尔 德 条 件 


fr+th)— fz) < Me, 
(f(z—t)— fz) < ME, 


这 里 + > 0,0 <a < 1, 而 M 是 一 个 正常 数 , 那么 , 根据 与 上 边 相 同 的 道理 , 函数 f 
显然 也 满足 迪 尼 条 件 . 


定义 3 称 实 值 或 复 值 函 数 是 区 间 [o, 吕 上 的 分 段 连续 函数 , 如 果 存 在 该 区 间 
中 有 限 的 一 组 点 a = zo < zl < … < zn = b, 使 函数 f 在 每 个 开 区 间 ]z;-1, zj[(j = 
1,… ,n) 中 定义 、 连 续 , 而 且 在 端点 处 有 单 侧 极限 


定义 4 称 在 给 定 区 间 上 具有 分 段 连续 导数 的 函数 为 这 个 区 间 上 的 分 段 连续 可 
微 函 数 ， 


例 3 如 果 一 个 函数 在 给 定 区 间 上 分 段 连续 可 微 , 那么 , 它 在 该 区 间 的 任意 一 所 
都 满足 指数 a = 1 的 赫 尔 德 条 件 (这 可 由 拉 格 朗 日 有 限 增 量 定理 推出 ). 因此 , 由 例 
1, 该 函数 在 所 考察 的 区 间 的 任意 点 都 满足 迪 尼 条 件 . 当然 , 在 区 间 的 两 个 端 点 只 需 
检验 相应 的 单 侧 迪 尼 条 件 . 


例 4 函数 f(x) = sgnz 在 恨 的 任意 点 , 其 中 包括 零点 ， 满足 迪 尼 条 件 . 


定理 3 〈 傅 里 时 级 数 在 一 点 收敛 的 充分 条 件 ) 设 1: 民 一 C 是 2x- 周期 函数 
在 区 闻 [7,7] 上 绝对 可 积 . 如 果 函 数 有 在 点 ER 满足 迪 尼 条 件 , 则 它 的 傅 里 叶 级 
数 在 点 2 收敛 , 且 


Sale = HE HE (28) 


— OO 


@ 指 的 是 对 某 个 = > 0 积分 [5 绝对 收敛 
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< 根据 关系 式 (21) 和 (19), 得 


~ f(z_)+f(z1) 

Sn (I) 2 

1/ Ue) fe)t yet) /es, (43) 
0 2 


A 2 sin + 
由 于 当 t +0 时 有 2sin >t ~ 所 以 由 迪 尼 条 件 根据 黎 曼 引 理 , 可 以 断言 , 当 
Nn O00 时 最 后 这 个 积分 趋 于 零 . > 


注 4 由 于 刚 证 明 的 定理 和 局 部 化 原理 , 我 们 看 出 , 函数 在 一 点 处 的 值 发 生变 化 ， 
对 于 系数 , 级 数 , 傅 里 叶 级 数 的 部 分 和 , 全 都 没有 影响 , 因此 , 这 种 级 数 在 一 反 的 收 令 
性 以 及 级 数 的 和 , 不 取决 于 函数 在 一 点 处 的 个 别 取 值 , 而 由 在 这 个 点 的 任意 小 的 一 个 
邻 域内 的 积分 平均 确定 . 这 在 定理 3 中 也 得 到 反映 . 


例 5 在 $1 例 6 中 ,我 们 求 出 了 定义 在 区 间 [-7,7] 上 的 函数 f(z) = z 的 健 里 
,4 
叶 级 数 i 
T~ 2》, 2 sin kx, 
kk 二 1 


把 函数 f(z) 从 区 间 ] -7,7[ 周期 延 拓 到 整个 数 轴 上 , 可 以 认为 ,上述 级 数 是 这 个 延 
拓 后 的 函数 的 傅 里 叶 级 数 . 于 是 , 根据 定理 3 得 


3 sD * 时 水 )， 如 果 Iz| < i, 
sin kz = 


特别 地 , 当 z= 7 得 


on 二 1 4 
n= 


例 6 设 aeR 且 lal <1. 考察 在 区 间 [7,7] 上 它 由 公式 f(x) = cos az 给 出 
的 2r- 周期 函数 f(z). 


根据 公式 (4),(5) 求 出 它 的 传 里 叶 系数 如 下 : 


(—1)" sin Ta 2a 


1 nn 
an(f) = -| cos QZ cosnzdz = -二 
一 看 


1 f/f : 
pn(j = < cos azZ sinnzdz = 0. 


根据 定理 3, 在 任意 点 ze [--7,7] 都 成 立 等 式 


2asinra | 1 《一 1 
COS OT 二 i (去 十 之。 Gs enn ) , 
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由 此 , 当 x = 7, 我 们 得 到 


1 2 1 
t 一 oO”— 一 一 一 一 一 一 
cotra- 一 = 二 > 3 (29) 


如 果 lal < ao < 1 则 | 二 去 | < 二 二, 因此 , 等 式 (29) 右 端的 级 数 关于 a 
在 任意 区 间 ial < ao < 1 上 2 到 收敛 所 以 中 以 对 它 逐 项 积分 , 妈 


” 9ada 
/ (ootra- 志 ) d= 2 1/ pe 


从 而 
» SNA = mle _n2 
0 
这 个 等 式 给 出 
~ Sinnz -Dn (1- 委 )， 

并 最 终 得 到 

. OO 2 

于] (1- 系 ), 当 ll<1 (30) 


nn 二 ] 


这 样 一 来 , 在 第 17 章 83 推导 欧 拉 了 函数 的 辅助 公式 时 曾经 援引 过 的 这 个 关系 
式 (30) 获 证 . 


d， 费 耶 中 定理 


现在 研究 函数 项 序列 


jl) = tt 


它 是 周期 函数 f : 及 _，C 的 传 里 叶 三 角 级 数 (6) 的 相应 部 分 和 50(z),… ,Sn(z) 的 
算术 平均 
根据 傅 里 叶 级 数 部 分 和 的 积分 表示 (20), 得 


cz) = 二 f(z 一 有 8 二 


这 里 ) 
gn(t) = TDPot) 十 … 十 Dn(t)] 


电费 耶 (L. Fejér) (1880 一 1959) , 著名 的 匈牙利 数学 家 . 
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利用 狄 利克 雷 核 的 显 形式 (17), 并 注意 


. 2 十 1 
TN 1 TAN Sin 一 可 t 
> sin C 十 ; ) t 一 (sn 3 》 [cos kt — cos(k + 1)t|= 一 
k=0 : k=0 sin —t 
2 
得 到 
sin< 一 t 

$n(t) = 
(n+ 1)sin 2t 


函数 和 叫 费 耶 核 , 准确 地 说 , 叫 第 n 个 费 耶 核 . 

注意 到 狄 利克 雷 核 D,, 的 最 初 定义 (16), 可 得 , 费 耶 核 是 光滑 的 2r- 周期 函数 ， 
它 的 值 , 当 最 后 分 数 的 分 母 为 零 时 , 等 于 n+1. / 

费 耶 核 和 狄 利克 雷 核 的 性 质 有 许多 相似 之 处 . 但 费 耶 核 , 与 狄 利克 雷 核 不同 , 它 
是 非 负 的 . 因此 成 立 以 下 


1 
An (7) 一 3Sn (7), 如 果 Ea < 
， 如 本 |z| > 7. 


构成 的 序列 是 及 上 的 5- 型 函数 序列 . 
< An(7) 的 非 负 性 是 显然 的 . 
由 公式 (19) 得 


/ An(T)dr = 三 An(zjdz = 二 全 Gn(T) dx 
1 ~ /" 
= ZT > | Dhk(z)dz = 1. 
最 后 , 对 任意 的 5 > 0, 当 n 一 00, 有 


-6 十 oo Tt 

og | Anls)dr = | An(s)dr = | An(T)dr 
oo 6 6 

1 ”dz 


< 0, 当 n 一 00.P> 
27(n+1) 


0 Sin2 二 7 
2 


定理 4 ( 费 耶 ) 设 f: 民 ->C 是 27- 周期 且 在 [一 7,7# 上 绝对 可 积 的 函数 ， 
a) 如 果 在 集合 已 C 了 有 上 函数 三 一 致 连续 , 则 


on(Z) 二 jz) 在 互 上 当 兄 一 ooj 
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b) 如 果 f EC( 有 R,C), 则 
on(Z) 汪 f(z) 在 民 上 当 n 一 oo; 
c) 如果 在 点 ZE 了 连续 , 则 
On(T) f(T) 当 刀 一 oo 


4 断言 bl 和 c) 是 断言 a) 的 特殊 情形 . 
断言 a) 本 身 是 第 17 章 84 关于 卷 积 收敛 性 的 一 般 命题 5 的 特殊 情形 , 因为 
On(Z) = 二 f[ f(T—tn(t)dt = (ff * An)(r). 加 

推论 1 (关于 三 角 多 项 式 通 近 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ) 如 果 函 数 f :|[-7,7] 一 C 
在 区 间 [-T,T] 上 连续 且 f( 一 7) = f(7), 则 这 个 函数 在 区 间 [一 mr,T] 上 可 以 用 三 角 多 
项 式 以 任意 精度 一 致 逼近 . 

把 f 做 27x- 周期 延 拓 , 我 们 将 得 到 及 上 的 一 个 连续 的 周期 图 数 , 根据 费 耶 定 
理 , 二 角 多 项 式 o, (zx) 一 致 收敛 于 它 . > 

推论 2 如 果 函 数 f 在 点 工 连续 , 则 它 的 傅 里 叶 级 数 或 者 在 该 点 发 散 ， 或 者 在 
该 点 收敛 于 jz). 

4 只 需 检验 收敛 的 情形 . 如 果 当 ”一 co 序列 5, (xz) 有 极限 , 则 序列 ou(z) = 
Sl) + nls) 也 有 同样 的 极限 . 但 是 , 根据 费 耶 定理 , 当 n 一 oo 有 on(z) 一 
f(z). 因此 , 如 果 当 n 一 oo 存在 5S%(x) 的 极限 , 则 5% (xz) 一 f(z) 当 n 一 00. > 

注 5 我 们 指出 , 连续 函数 的 傅 里 时 级 数 在 某 些 点 也 可 能 是 发 散 的 . 

3. 函数 的 光滑 性 和 傅 里 了 时 系数 的 下 降 速 度 

a， 光 滑 函 数 的 伴 里 时 系数 的 估计 

我 们 从 一 个 简单 但 重要 和 有 用 的 引 理 开始 . 

引 理 3 ( 傅 里 叶 级 数 的 可 微 性 ) 如 果 连 续 函 数 f E C([ 一 x,7],C) 在 区 闻 [一 fr 
的 两 个 端点 取 值 相等 (f( 一 xn) = f(7)), 且 在 [7,7] 上 分 段 连续 可 徽 , 则 它 的 导数 的 
傅 里 叶 级 数 本 

ff’ ~ > cp(f' )e™” 


可 以 由 函数 本 身 的 傅 里 叶 级 数 


f ~ cr(f)e™” 


一 OO 
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形式 地 进行 微分 得 到 , 亦 即 
ck(f') = ikcrc(f),k eZ. (31) 


志 从 健 里 叶 系 数 的 定义 (13) 出 发 , 用 分 部 积分 就 得 到 


cr(f’) =- 去/ f’ (z)e- fedz = 二 pikz 


+ 守 / f(x)e rqdz = ikcr(f), 


因为 f(rn)e-it" — f(—n)eit" =0. E 

命题 1 (函数 的 光滑 性 与 傅 里 叶 系 数 下 降 速度 的 联系 ) 设 f € Cm™-D([-x,7]， 
C) 且 f(r) = fOr),j = 0,1,…,m 一 1. 如 果 函 数 在 区 间 [-TT 上 有 mm 阶 
分 段 连续 导数 , 则 成 立 


ck(Fm ) = (证 )m ep( 有 EDZ， (32) 
1 
a= 芒 =o( 启 ), 当 kh 一 oohez (83) 
而 且 97& < 00. 
4 关系 式 (32) 是 使 用 m 次 等 式 (31) 得 到 的 : 
ca(f 0) = (证 )ck(f YD)) =. = (ik) cr(f). 


置 yx = |cxr (1m) 考虑 到 贝 塞 尔 不 等 式 
Da) < Pe 


从 (32) 得 到 (33). > 


注 6 如 同 在 引 理 3 中 一 样 ， 在 这 个 命题 中 可 以 用 f 是 整个 数 轴 上 的 2r- 周期 
函数 的 假定 代替 条 件 /2 (-T) = (7). 


注 7 如 果 健 里 叶 三 角 级 数 是 写成 (6) 的 形式 , 而 不 是 复 形式 (6), 则 代替 简单 
关系 式 (32), 只 得 写成 明显 地 比较 累 装 的 等 式 , 但 其 含义 同样 是 : 在 上 述 条 件 下 , 傅 里 
叶 级 数 可 以 逐 项 微分 (无 论 它 是 用 公式 (6) 还 是 (6') 给 出 的 ). 至 于 级 数 (6) 的 健 里 叶 
系数 ar.(f),bk(f) 的 估计, 那么 , 由 于 ax(f) = cg(f) 一 cx(f),bx(f) = i(ck(f) 一 ck(f)) 
(参看 公式 (12)), 从 (33) 可 以 推出 : 如 果 函 数 f 满足 命题 中 的 条 件 , 则 


xP) = 各 ,bk()| = 续 ,k EN (33)) 


这 里 3 Qarx < co 和 3 Be < o0, 并 且 可 以 认为 ak = Bk = Yk 十 Yk 
天 一 k=1 
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b. 基数 的 光滑 性 和 它 的 人 备 里 叶 级 数 的 收敛 速度 . 


定理 5 如 果 函 数 :|--7,7|] 一 C 满足 

a) f EC™ U7, Tm EN, 

b) FDR) = fn),j=0,1,. ,mo—1, 

Cc) 在 [-7,7] 上 有 m 之 1 阶 的 分 段 连续 导数 ft", 则 浮 数 太 的 傅 里 时 级 数 在 
区 间 [一 7, 7] 上 绝对 且 一 致 收 伍 于 f, 而 且 侍 里 叶 级 数 前 n 项 和 5%(7z) 对 f(z) 的 偏 
离 , 在 整个 区 闻 [一 ,7] 上 满足 估计 


|f (2) — Sn(7)| < 7 
这 里 {Een} 是 趋 于 零 的 正 数 序列 . 


< 把 健 里 叶 级 数 的 部 分 和 (9) 写成 紧 资 的 复 形式 (9) 


Su(z) = Ycr(f)e™”. 

根据 函数 j 的 条 件 , 由 命题 1, 我 们 得 到 , cx(f)| = Yr/Ikl™, 和 且 > Yr/lk|*<o0 
(因为 0 < /KE 有 < > (0 +IT/ 基 2m) 和 m > 1 所 以 有 于 Yk/Ik|” < oo). 因此 ,序列 
S,(z) 在 闭 区 间 [x,7] 上 一 致 收敛 (根据 级 数 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 强 函数 检验 法 或 序列 
的 柯 西 准则 ). 

根据 定理 3, 序列 5,(z) 的 极限 S(x) 等 于 f(x)， 这 是 因为 函数 f 在 闭 区 间 
[一 7, 和 的 每 个 点 都 满足 迪 尼 条 件 (参看 例 3), 而 且 , 由 于 /F-r) = f(7), 函数 f 能 周 
期 地 延 拓 成 及 上 的 函数 且 在 任意 点 zx € 及 保持 迪 尼 条 件 . 

现在 , 利用 关系 式 (31) 就 能 进行 估计 : 


OO 


>, Cr (f Je? 


je) — Sn(z)| = |S(7) — Sn(7)| = 


十 上 二 nn 十 1 
< 人 [cx(f)| -Vy Yr/ lk|™ 
A 圭 k 二 ni 十 1 
oo 1/2 oo 1/2 
<( >》 四 | > Un 
土 上 二 nn 十 1 土 上 二 nn 十 1 


这 个 不 等 式 右边 的 第 一 个 因子 , 当 n 一 co 时 , 趋 于 零 , 这 是 因为 二 Ya < oo 
另外 (参看 图 104)， 

一 加 ”> ad 1 1 

Ve" < | 各- 


k= 二 1 
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图 104 


这 样 一 来 , 我 们 就 证 明了 定理 5. > 
由 于 得 到 了 这 些 结果 , 我 们 将 能 做 出 几 个 有 益 的 注 . 


注 8 从 定理 5 (本 质 上 是 在 证 明 它 时 用 过 的 定理 3) 可 以 很 容易 地 不 依赖 净 耶 
定理 独立 得 到 推论 1 中 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 过 近 定 理 . 


4 只 要 对 实 值 函数 证 明 它 就 行 了 . 利用 函数 f 在 区 间 [7,7] 上 的 一 致 连续 性 ， 
我 们 用 一 个 分 段 线性 的 连续 函数 w(z) 逼近 f, 使 在 整个 区 间 上 一 致 地 精确 到 =/2， 
而 且 v(x) 在 区 间 的 两 个 端点 与 f 取 相 同 的 值 , 即 w(-T) = yp(7) = f(x) = f(-7) 
(图 105). 根据 定理 5,p 的 健 里 叶 级 数 在 区 间 [一 x, 7] 上 一 致 收敛 于 p. 取 这 个 级 数 
的 部 分 和 , 满足 对 wp(z) 的 偏离 不 超过 ce/2, 我 们 将 得 到 一 个 三 角 多 项 式 , 它 在 整个 区 
间 [7,7] 上 以 精度 < 逼近 原来 的 函数 f. > 


注 9 假定 具有 跳跃 奇 性 的 函数 , 它 能 表示 成 和 的 形式 f = 十, 其 中 是 区 
滑 函 数 , 而 op 是 具有 和 f 一样 的 奇 性 的 一 个 简单 函数 (图 106, ab,c), 那么 , 根据 
定理 5, 矿 的 傅 里 叶 级 数 是 快速 且 一 致 收敛 的 函数 多 的 傅 里 叶 级 数 与 函数 p 的 傅 里 
时 级 数 的 和 . 后 边 这 个 傅 里 叶 级 数 可 以 认为 是 已 知 的 , 如 果 我 们 取 一 个 标准 的 函数 p 
的 话 (在 图 106 上 wo(z=-r-z 当 -7r<z<0 而 plz)=T-2Z 当 0<z<T): 


105 图 106 
我 们 所 观察 到 的 这 种 情形 , 无 论 在 与 级 数 有 关 的 应 用 和 计算 问题 中 (A. H. 克 雷 
洛 夫 @ 分 离奇 性 并 改善 级 数 收 敛 性 的 方法 ), 还 是 在 傅 里 叶 三 角 级 数理 论 本 喘 中 (名 


@ 克 雷 洛 夫 (A. H. Kpainon )(1863 一 1945) 俄 苏 力学 家 和 数学 家 , 对 计算 数学 , 特别 是 在 船 船 构 
件 计算 方法 做 出 了 重大 贡献 . 
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如 , 参看 练习 11 中 所 说 的 吉 布 斯 @ 现象 ) 都 是 经 常用 到 的 . 
注 10 傅 里 叶 级 数 的 积分 法 . 
借助 定理 5 可 以 陈述 并 证 明 以 下 命题 , 它 是 关于 傅 里 叶 级 数 可 微 性 的 引 理 3 的 
补充 . : : 
命题 3 如 果 函 数 f: [7,7] 一 C 分 段 连续 , 则 对 应 f(z) ~ > ck(j)eike 经 过 
积分 后 化 做 等 式 
[Oa= Dt Ye) 


这 里 撤 “” 表示 在 和 中 没有 上 大 = 0 那 一 项 ; 求 和 按 对 称 部 分 和 交 ' 进行, 而 且 级 数 在 
区 间 [7,7] 上 一 致 收敛 , 
< 在 区 间 [x,7] 上 考察 辅助 函数 
- / GE- co(f)z. 
显然 , Pe CT 如 其 次 , (7) = (7), 这 是 因为 由 co(f) 的 定义 有 
F(n)— FF(-—7)= [ f(t)dt — 2nrco(f)=0. 


由 于 函数 F 的 导数 FI'(x) = f(x) — co(f) 是 分 段 连续 的 , 根据 定理 5, 函数 已 的 傅 
里 叶 级 数 过 ck(FJeikz 在 区 间 [- rz] 上 一 致 收敛 于 F. 根据 引 理 3, 当头 0 时 


有 ci(F) = ea) ) 但 是 当天 0 时 有 ci(F') = (现在 用 函数 f 来 表达 等 式 
F(z)= oF > eikz 并 注意 F0) = 0, 我 们 就 得 到 欲 证 的 结果 . > 


4. 三 角 函 数 系 的 完全 性 
a. 完全 性 定理 


最 后 我 们 从 健 里 叶 级 数 的 逐 点 收敛 性 重新 回 到 它 按 (10) 的 平均 收敛 性 . 更 准确 
地 说 就 是 , 利用 关于 健 里 叶 级 数 逐 点 收敛 性 特点 的 知识 储备 , 不 依赖 于 练习 中 已 经 
说 过 的 方法 ， 独立 地 给 出 三 角 阔 数 系 {1, cos kz, sin kzx;k € N} 在 Ro([—7, 7], 到) 中 的 
完全 性 的 证 明 . 这 时 , 如 在 第 1 段 中 一 样 , R2([ 一 x,7], 展 ) 或 Ro([ 一 7, 7,C) 理解 为 在 
区 间 ] - r,x[ 上 本 身 局 部 可 积 而 模 的 平方 (至 少 在 反常 积分 意义 下 ) 可 积 的 实 值 或 
复 值 函数 的 线性 空间 ; 假定 在 这 个 线性 空间 中 定义 了 标准 的 内 积 (7), 由 这 个 内 积 产 
生 的 范 数 的 收敛 性 正好 就 是 平均 收敛 性 ( 均 方差 (10) 意义 下 的 收敛 性 ). 
”@ 吉 布 斯 (Gibbs) (1839_1903) 是 美国 物理 学 家 和 数学 家 , 热力 学 和 统计 力学 的 葛 基 人 之 一 . 
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下 边 打算 证 明 的 定理 , 直接 了 当地 确认 了 三 角 函 数 系 在 %a([-r, 了 lj,C) 中 是 完全 
的 . 但 是 , 我 们 将 这 样 叙 述 定 理 , 使 叙述 本 和 喘 能 展现 定理 证 明 的 关键 . 它 基 于 那样 一 
个 明显 的 事实 , 即 完全 性 性 质 有 传递 性 : 如 果 4 逼近 B, 而 B 逼近 C, 则 4 逼近 C. 
定理 6 (三 角 函 数 系 的 完全 性 ) 任意 函数 fe Ro[ 一 7,7] 都 能 用 
a) 支 集 在 | 一 7,7[ 中 且 在 [一 ,7| 上 黎 要 可 积 的 函数 ; 
b) 支 集 在 [-T,T] 中 的 分 段 常数 函数 ; 
Cj 连续 分 段 线性 上 且 支 集 在 区 间 一 7,7| 中 的 函数 ; 
d) 三 角 多 项 式 
以 任意 精度 平均 通 近 . 


< 显然 , 只 要 对 实 值 函数 的 情形 证 明定 理 就 够 了 ， 所 以 我 们 限于 考虑 这 种 情形 
a) 从 反常 积分 的 定义 推出 


|_ FE) = 关 Pa 


一 十 0 
因此 , 对 任何 s > 0, 可 以 找到 5 > 0 使 函数 


| Fe, 如果 lzl|<r 一 和 
n= {1 如 果 z 一 6 区 |z|<7. 


在 [_m, 可 上 按 平均 意义 与 了 的 差别 小 于 6, 这 是 因为 
A 7 二 0 T 
一 二 < 2 Ls 
fe-twa=f  reaet | fl 


b) 只 需 验证 , 任意 形 如 fs 的 函数 , 在 Ro([ 一 7, 7, 及 ) 中 都 能 用 分 段 常 数 且 支 集 
在 [-7,7] 中 的 函数 逼近 即 可 . 但 是 函数 fs 在 区 间 [-r+0r 一 9 上 已 经 是 黎 曼 
可 积 的 . 因此 , 在 这 个 区 间 上 它 以 某 常数 M 为 界 , 此 外 , 还 存在 该 区 间 的 一 个 分 划 
不 十 0 二 Xo <<7X1< :<7TXn 二 不 一 0， 使 相应 的 函数 fs 的 达 布 下 积分 和 2 MiAT: 


与 方 在 [-r+6r 一 引 上 的 积分 之 差 小 于 es > 0. 
现在 置 


(7) Ti, 如 果 TE [Xi—1, Til, 
9 | 0， 在 [7,7] 的 其 他 点 ， 


我 们 将 得 到 
[ (fs ~— 9) (2)dr < f/ |fs + gllfs — gl(z)dz 


T 一 0 | 
<2M f(s- ge)dz <2Me 
一 下 十 中 
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这 就 是 说 , fs 在 区 间 [7,7] 上 可 以 用 在 该 区 间 上 分 段 常数 且 在 区 间 [x,7] 的 端点 
的 邻 域 中 等 于 零 的 分 段 常 数 函数 在 平均 意义 下 以 任意 精度 逼近 . 
c) 现在 , 只 要 确认 能 够 在 平均 意义 下 任意 通 近 b) 中 指出 的 函数 即 可 , 设 9 是 这 
样 一 个 函数 . 它 在 开 区 间 ] - rrf 内 的 全 部 间 世 点 为 zi x2,… ,zn， 由 于 它们 是 有 
限 多 个 , 所 以 , 对 任何 es > 0, 可 以 取 到 足够 小 的 5 > 0, 使 点 z1,… ,zn 的 5- 邻 域 互 


不 相交 , 都 严格 包含 在 开 区 间 ] 一 x,7| 内 , 而 且 26nM < e. 这 里 ] M = Sup lg(z)|. 现 
在 用 在 区 间 [z; 一 6, zi 十 9 的 端点 取 值 为 g(xi; 一 6) 和 g(zi 十 6) 的 线性 插值 函数 代替 


该 区 间 上 的 函数 9, 我 们 将 得 到 一 个 文集 在 [7,7] 中 的 连续 分 段 线性 函数 gs. 根据 
gs 的 构造 方法 知道 , 在 [7,7] 上 有 |gs(x)| < M, 因此 


{ (gg (0)ds <2M f lg gs)dr 
n 2i 十 0 
_ 2M 5, | ~ 9 — gal(z)dz < 2M. (2M 25) .n < 4Me, 


因此 , 过 近 的 可 能 性 得 证 . 

d) 只 需 再 证 明 任 意 的 c) 类 函数 在 区 间 [x,7] 上 都 能 用 三 角 多 项 式 在 平均 意义 
于 通 近 . 但 是 , 因为 根据 定理 5, 对 于 任意 的 gs 型 函数 , 关于 任意 给 定 的 s > 0, 可 以 
找到 一 个 三 角 多 项 式 TT,, 它 在 区 间 [7,7] 上 以 精度 = 一 致 地 逼近 gs. 因此 ,三 (gs 一 
了 2(z)dz < 27eE2， 从 而 也 确立 了 用 三 角 多 项 式 在 区 间 [一 x, 7] 上 以 任意 精度 逼近 任 
意 的 c) 类 函数 的 可 能 性 . 

现在 , 援引 KR2[ 一 x,7] 中 的 三 角 不 等 式 , 即 可 断定 : 整个 定理 6, 亦 即 上 边 指 出 的 
那些 函数 类 在 Xs[ 一 x,7] 中 的 完全 性 , 已 经 得 证 . > 


b. 内 积 和 帕 塞 瓦尔 等 式 
在 证 明了 三 角 多 项 式 在 Ra([_7,7,C) 中 的 完全 性 以 后 , 根据 定理 1 可 以 断言 
对 于 任意 的 函数 fe Fz([-7,7],C) 成 立 等 式 
f = + Doles(f) coske + be(f)sin kz) (34) 


或 写成 复 形式 的 等 式 
f= 2cr(f)e™”, (35) 
这 里 的 收敛 性 理解 为 按 空间 Ks[ 一 x,7] 的 范 数 的 收敛 性 , 亦 即 平均 收敛 性 , 而 (35) 中 
的 极限 过 程 是 由 S.(z) = 2 cr(f)e™® 在 n 一 oo 时 完成 的 . 
如 果 把 等 式 (34),(35) 改写 成 


1 2 二 万 /) b, sin kz 34 
f= + + be(f) fF (34 ) 


1 Oo cikz 
orb Ds (35") 


则 等 式 右 边 分 别 是 按 规范 正 交 系 { 志 ,元 cskz -元 antmi sj 

eitz; ke Z| 的 级 数 ， 因 此 , 根据 用 向 量 在 规范 正 交 基 下 的 坐标 计算 向 量 内 
积 的 一 般 规则 (参看 $1 引 理 1), 可 以 断定 , 对 gs([_r 可,C) 的 任意 两 个 函数 /和 
1 等 式 


Tf,g) = ea) + Dan) (9) + be (fbx(g) (30) 
或 它 的 另 一 种 写法 _ 
(1,9) = 》 cx(f)o(9) (37) 


一 OO 


都 成 立 . 在 这 里 , 照例 记 
(f,9) = fn f(z)9(z)dz. 


特别 地 , 当 f = g 时 , 从 (36) 和 (37) 得 到 以 下 两 个 彼此 等 价 的 经 典 的 帕 塞 瓦尔 等 式 : 


NA (38) 
k=1 
zf = DIF (39) 


我 们 已 经 说 过 , 从 几何 的 观点 看 , 帕 塞 瓦尔 等 式 可 以 看 做 是 无 穷 维 情形 下 的 毕 
达 哥 拉 斯 定理 . 
根据 帕 塞 瓦尔 等 式 容易 证 明 以 下 有 区 的 命题 . 


命题 3〈 傅 里 时 级 数 的 唯一 性 ) 设 f 和 和 9g 是 R27,7] 中 的 函数 . 那么 ， 
a) 如 果 三 角 级 数 


_ 十 > ak COS kx + br sin kr(= 3 CkE'KT) 
天 一 ] — OO 

在 区 间 [7,7] 上 平均 收 仇 于 f, 则 它 是 f 的 传 里 叶 级 数 ; 

b) 如 果 函 数 f 和 9 有 同一 的 傅 里 叶 级 教 , 则 它们 在 区 间 [一 7,7] 上 几乎 处 处 相 
等 , 即 了 =9 在 R21 一 ,7 中. 

4 断言 a) 实际 上 就 是 下 述 一 般 事实 的 特殊 情况 : 向 量 按 正 交 向 量 系 的 展开 是 
唯一 的 . 根据 内 积 的 连续 性 (参看 81 的 引 理 1), 借助 内 积 运算 立刻 得 到 , 问 量 扩 正 
交 系 展开 的 系数 是 , 而 且 只 能 是 , 健 里 叶 系 数 . 
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断言 b), 注意 到 三 角 函 数 系 在 %z(|_x, 本,C) 中 的 完全 性 , 可 从 帕 塞 瓦尔 等 式 扒 
出 

由 于 差 (f -og) 有 零 依 里 叶 级 数 , 根据 帕 塞 瓦尔 等 式 有 1f gj。 二 0. 因此 , f 
和 g 在 它们 的 连续 点 处 相等 A 几乎 处 处 相等 . > 


注 11 在 研究 泰勒 级 数 bo (0, mn 时 , 我 们 曾 指出 , 函数 类 C05) (R, RR) 


中 的 不 同 的 函数 (在 茶 些 氮 a € R). 可 以 有 相同 的 泰勒 级 数 这 个 与 刚才 证 明 的 健 
里 叶 级 数 唯 一 性 定理 相反 的 性 质 , 不 应 该 使 之 过 分 地 绝对 化 , 这 是 因为 任何 唯一 性 
定理 都 是 对 一 定 的 空间 和 一 定形 式 的 收 和 敛 性 而 言 的 . 


例如 ， 在 解析 函数 空间 中 (解析 函数 即 能 局 部 地 表示 成 逐 点 收敛 医 级 数 
> an(z- 2z0)” 的 函数 ), 两 个 不 同 的 函数 在 任意 点 的 泰勒 展开 都 个 相同 ， 

同样 地 , 如 果 在 研究 三 角 级 数 时 不 使 用 空间 RQ2[ 一 7, 7], 并 考察 三 角 级 数 的 逐 后 
收敛 性 , 那么 , 如 同 已 指出 过 的 ( 参看 82, 1,c), 可 以 构造 一 个 三 角 级 数 , 它 的 系数 不 
全 为 零 , 但 它 儿 乎 处 处 收敛 于 零 . 当然, 根据 命题 3, 这 种 零 - 级 数 在 均 方差 意义 下 
不 收 化 于 等. 

最 后 , 作为 傅 里 时 三 角 级 数 性 质 应 用 的 例子 , 我 们 来 研究 二 维 古典 等 周 不 等 式 的 
下 述 结果 , 它 属于 赫 尔 维 茨 @. 为 了 避 开 累 歼 的 表达 式 和 一 些 意外 的 技术 上 的 困难 ， 
我 们 将 使 用 复 形 式 的 记 法 . 


例 7 维 欧 几 里 得 空间 媚 ,(n > 2) 中 一 区 域 的 体积 V 和 包围 该 区 域 的 (n 一 1) 
维 超 曲 面 的 面积 之 间 有 如 下 关系 


n'y V "< FF", (40) 


它 叫 等 周 不 等 式 . 这 里 w 是 五 "” 中 nn 维 单位 球 的 体积 . 等 周 不 等 式 中 的 等 号 只 对 球 
成 并 . 

“等 周 ” 这 种 叫 法 是 与 在 长 度 为 工 的 平面 闭 曲线 中 求 出 所 围 面 积 S 最 大 的 曲线 
这 一 经 典 几 何 问题 有 关 的 . 在 这 种 情形 下 , 不 等 式 (40) 即 


475 < LL’. / (41) 


我 们 现在 要 证 明 的 正 是 这 个 不 等 式 , 同时 认为 , 所 考虑 的 曲线 都 是 光滑 的 , 并 用 
参数 方程 形式 给 出 : x = w(s),y = 小 (s), 这 里 s 是 沿 曲 线 的 自然 参数 ( 弧 长 ), 而 函数 
wo 和 wy 属于 函数 类 CU)[0, 刀 . 曲线 封闭 性 条 件 即 p(0) = P(Z) 0) = (DL). 
代替 参数 。 改 用 参数 上 = 2r 了 一 7 它 从 -r 变 到 r, 并 设 我 们 的 曲线 用 参数 广 
程 

t= Zt),y = Y(t), ~ tN, (42) 
@ 赫 尔 维 茨 (A. Hurwitz) (1859 一 1919) 是 德国 数学 家 , 克 莱 因 的 学 生 . 
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给 出 , 且 z 
Z( 一 T) = TN), y(—7) 一 VD) (43) 
关系 式 (42) 能 表 成 复 值 函数 形式 
z= z(t), A ten (42’) 


这 里 z(t) = z(t) 十 iy(t), 并 据 (43) 有 z(-T) = z(7). 
我 们 注意 到 


2 
OP= (2 + (YO = (SE) ， 
因此 , 在 我 们 的 参数 t 的 选择 下 , 有 
Iz (Dl = L2/4n?. (44) 


其 次 , 考虑 到 zz = (zx 一动](z 十 iy) = (zz 十 yy) 十 i(zy 一 zy), 并 利用 等 式 
(43), 可 把 由 闭 曲线 (42) 围 成 的 区 域 的 面积 用 复 形 式 的 公式 表示 出 来 : 


=3/ (ev -ya da) (45) 
现在 写 出 函数 (42”) 的 全 里 叶 展开 式 
z(t) = 3 CkRE'T 
这 时 _ 
z(t) ~ 》 ikcpe™. 
特别 地 , 等 式 (44) 和 (45) 表示 
记 lzP= 友 /OPat= 3 


1 ,， _1 ns 了? 
二 (zz) = | (0)z(Ddt = £5 
根据 等 式 (37),(39), 所 得 的 关系 式 有 如 下 用 传 里 叶 系 数 表 示 的 形式 : 
IL? 一 An 3 [kcxl”, 


5S = 3 Kcrcer. 
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这 样 一 来 ， 
天 -4r8S=4r》(k2 一 jck|2， 


— OO 


这 个 等 式 的 右 端 显然 是 非 负 的 , 而 且 只 有 在 条 件 
ck =0, 当 k EZ,kz0,1 


下 , 它 才 是 零 . 
于 是 , 我 们 证 明了 不 等 式 (41), 同时 还 得 到 了 使 等 号 成 立 的 那 种 曲线 的 方程 


z(t) =cot+cie,—r <t&7. 


这 是 以 复 平面 上 的 点 co 为 中 心 , |ci| 为 半径 的 圆 的 复 形式 的 参数 方程 


练习 
1. a) 试 证 : 
SnNX TX 、 
2 当 0<z < 27, 
并 求 这 个 级 数 在 其 他 的 后 x € 及 的 和 . 


现在 ， 试 利用 上 述 展 开 以 及 傅 里 叶 三 角 级 数 的 运算 法 则 证 明 : 
b) 3 ET ,0c 
k=1 


se sin(2k—1)z 7 、 
c) 和 9 一 丁当 0<z7<T 


OO me | nC— 
d) >、 CD innz = 了 当 |z| <x. 
nn 二 1 TE 


oo | 一 1 
e) z2 一 二 十 4 人 cosnz, 当 |z| < 六 . 
3 PT 用 


T 4 cos(2K 一 1)7 

f 二 一 一 一 ht Sh th 

) z 一 了 一 元 2 Qk 
2 2 co 

g) 37 二 -> OTS, MOS yn 
nn 二] 


hb) 绘 出 这 里 的 三 角 级 数 的 和 在 整个 数 轴 上 的 图 像 . 利用 所 得 到 的 结果 求 下 列 数 项 级 数 的 和 


当 0<<r<T. 


2. 试 证 : 
a) 如 果 了: [一 r, T] 一 人 是 奇 ( 侦 ) 函数 ， 则 它 的 健 里 叶 系 数 有 以 下 特点 : axk(f) = 0.(f) = 
0) 当 有 = 二 0,1,2,.…; 
b) 如 果 让 : 玉 一 C 具有 周期 2r/rm, 则 它 的 健 里 叶 系 数 c(f) 仅 当 天 是 m 的 倍数 时 才 可 
能 不 等 于 零 ; 
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c) 如 果 了 : [一 x,7| 一 恨 是 实 值 的 , 则 对 于 任何 kk € N,cx(f) = cx(); 
d) larx(f)| <2 sup |f (2)l, bx (f)| < 2 sup | er(f) < sup f(z)|. 
3. a) 试 证 ， 对 于 任意 的 a € 民 ,， 函数 系 {cos kz;k 二 0,1,…}), {sinkz;k es N} 都 是 空间 
zfa, a 十 7T] 中 的 完全 系 . 
b) 求 消 数 f(x) = zz 按 上 述 每 个 函数 系 在 区 间 [0, 7] 上 的 展开 式 . 
c) 绘 出 所 得 健 里 叶 级 数 的 和 在 整个 数 轴 上 的 图 像 . 
d) 指出 函数 f(x) = |z| 在 区 间 [7,7] 上 的 傅 里 叶 三 角 级 数 , 并 阐明 它 在 整个 区 间 [一 ,7 
上 是 否 一 致 收敛 于 这 个 函数 . 
4. 函数 /的 全 里 时 级 数 污 cn(f)e** 可 以 看 成 螺 级 数 》 ckz ‘(= 3 oe 的 
特殊 情形 , 其 中 z 在 复 平面 的 单位 贺 的 贺 周 上 变化 ( 即 2 二 et) 
试 证 : 如 果 函 数 f : [一 x,7] 一 C 的 傅 里 叶 系 数 ci (了 ) 减 小 得 那样 快 , 使 lim eA PA — 
c->>1, 而 ,lim cx(PP YY = 二 c+ < 1, 则 


a) 5 以 把 本 f 看 成 用 级 数 二 caz* 表示 的 定义 在 环形 区 域 ec-”< |z| < cz 中 的 某 个 


函数 在 单位 圆 圆周 上 的 迹 : 
b) 当 z = z 十 训 m 一 < yy < hn， 级 数 cx(f)eik* 绝对 收敛 (特别 地 , 它 的 和 与 求 
和 须 序 无 关 ); / 


c) 在 由 条 件 a < Imz < b (其 中 In — — <a<b<ln =) 确定 的 复 平面 中 的 带 形 区 域内 ， 
级 数 二 cxr(f)e'”” 绝对 目 致 收 人 


d) 试 利用 展开 式 二 1 十 二 | 十 二 柯 . 和 欧 拉 公式 esz = cos zx 十 isinz 证 明 
1 十 一 aa 十 … :一 ecos(sinz)， 
.十 人 十 .一 PCc08 四 sin(sin z); 
- 2 2 ， Z” 2 、 
e) 试 利用 展开 式 cosz 二 1]— 可 十 二 Sinz 二 zl 一 可 十 可 一 人 验证 
> D)" nt = = sin(cos x)chl(sin x), 
Sn Da = COs(cos XT)sh(sin 7£), 


(2n + 1)! 


7 二 0 


S ~(- 1) 2 = cos(cos x)ch(sin 2), 


nn 二 0 


Sl) 1) 一 = cos(cosZ)sh(sin 2). 


全 一 总 
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5， 试 验证 : 
a) 对 于 任何 a € 臣 ， 晃 数 系 {1， cos kT sin kT k € N}, {ei* 俊 +;,k € Z} 都 是 空间 
Rz (la, a 十 了 |;C) 中 的 完全 正 交 系 ， 
b) 人 周期 函数 f : RR 一 C 关于 上 述 的 函数 系 的 傅 里 叶 系 数 a (有), br (了 ), ck( 了 ) 与 它 是 在 
区 间 1 了 | 上 还 是 在 任何 其 他 形 如 [a,a + Ti 的 区 间 上 展 成 埔里 叶 级 数 无 关 
c) 如 果 ck( 有 和 ck(g) 是 全 周期 函数 f 和 9 的 傅 里 叶 系数 , 则 
L s/f f(s)9(z)ds = Sor(f)5n(g9); 


一 DO 


4) 了 周期 光滑 函数 f 和 g 的 用 因子 元 规范 化 了 的 “ 沧 积 


T 
-| fd 
的 傅 里 叶 系 数 c(h) 与 函数 f 和 9 的 健 里 叶 系 数 cn(f), cr(g) 满足 关系 ck(h) = 
ck(f)cr(9)(k € ZZ). : 
6. 试 证 : 名 全 本 下 不 可 公 度 ， 1 
a) im 请; > eikl(rz+no) 一 Je eiktat: 


一 OO 


b) 对 任何 连续 的 27- 周 其 函数 站 : 恨 一 C, 有 
Jim 去 D3 f(z+ na) = 去 人 f(t)dt 
7. 试 证 下 述 疡 言 : 
a) 如 果 函 数 厂 :及 一 C 在 及 上 绝对 可 积 , 则 
人 ftz)etxzdz| < /. ] f(z + — f(x)| dz. 
b) na en 且 9 的 模 在 及 上 有 界 , 则 


/ f(s+t)g(te dt =: pA(z) 沁 30 在 民 上 , 当 和 一 oo. 


c) 如 果 :及 一 C 是 2r- 周期 且 在 一 个 周期 上 绝对 可 积 的 函数 ， 则 它 的 傅 里 叶 三 角 级 数 
的 余 项 9.(z) 一 f(z) 可 以 表示 成 


Sa) — fo) = 工人 De pn 


这 里 D， 是 n 阶 狄 利克 雷 核 , 而 (A?f)(z,t) = f(z +t) 一 2f(z)+ f(z—t). 
. d) 对 于 任意 6 €]0, 7|, 可 把 上 边 得 到 的 余 项 公式 化 成 以 下 形式 


Sa(z) — f(z) = > | 宇 Sinnt (A2 p(y,t)dt + ol1), 


这 里 o(1) 当 n 一 ce 时 趋 于 零 ， 而 上 这 个 可 限 在 任何 使 f 有 界 的 区 间 {a,bl 上 是 
一 致 的 . 
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e) 如 果 函 数 ff : [nm] 一 C 在 区 间 [-- rr 上 满足 赫 尔 德 条 件 jjJ(zi) 一 f(z2)| < 
MIzi 一 X21” (这 里 M 和 a 是 正 数 )， 此 外 ，F(-r) = f(7), 则 函数 f 的 傅 里 叶 级 
数 在 整个 区 间 上 一 致 收敛 于 它 自 己 . 


8. a) 试 证 : 如 果 :下 一 下 是 27r- 周期 函数 , 且 有 分 段 光 滑 的 m 阶 (meN) 导数 Fom)， 则 
f 可 以 表示 成 


CD ] 


f(z) = p> 十 二 三 DBmt 一 了 7) mm) (t)at 


的 形式 , 这 里 Bn (ww) = 2 


sd 


b) 利用 练习 1 中 函数 一 = 一 在 区 间 [0， 2 上 的 传 里 叶 展 开 , 证 明 : Bi(w) 是 区 间 [0, 27] 
上 的 1 次 多 项 式 , 而 Bm (wu) 是 区 间 [0,2x] 上 的 mm 次 多 项 式 . 这 些 多 项 式 叫 伯 努 利多 
项 式 . 

c) 试验 证 : 对 任意 mm e NN， 用" m(u)du = 0. 


、 pyiwas) 、 
。 m 一 一 一 一 一 ,70 = 0,1,... ,2n. : 
9.a)j 设 z 5 EL 0 n. 试验 证 


27 
2 
一 一 一 一 》 Km Cos [Tm = Okl, 
ntl 几 Osi kl 


2 
Ds 
— sin kzm sin tm = Okl, 
2n 二 1 1 


2n 
> sin kzm, cos Izm = 0, 
m=0 


这 里 ,1 是 非 负 整数 , 而 5k = 0 当 k 关 46k1 = 二 1 当 k=1 

b) 设 f: 民 一 民 是 2r- 周期, 且 在 一 个 周期 上 绝对 可 积 的 函数 . 用 点 zm = Tm - 
0, 1,.…. ,2n, 把 区 间 [0, 2r] 分 成 2n 十 1 个 相等 的 区 间 . 我 们 用 与 区 间 外 27] 的 这 个 分 
划 对 应 的 矩形 公式 计算 积分 


27 
ax(f) = :ff f(x) cos krdzr, br(f) = 上 f(x) sin gzdz. 
0 
的 近似 值 . 这 时 , 我 们 得 到 


ax(f) = 


,二 1 F(Zm) cosKZm， 


be(f) = 5 


并 且 用 它们 代替 函数 了 的 傅 里 叶 级 数 的 前 n 项 和 S(f,z) 中 的 相应 的 系数 ak(J) 和 

bx (f). 

试 证 : 这 时 得 到 的 是 函数 f 在 节点 zm(m = 0,1,2,… ,2n) 的 n 阶 插值 三 角 多 项 式 
5,(f, x), 即 在 这 些 节 点 处 有 f(xm) = Sn(f, Tm). 
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10. 设 函 数 f :Ia 中 -有 连续 且 分 段 可 微 , 又 设 它 的 导数 记 在 区 间 ]a,b[ 上 平方 可 积 . 试 利用 
帕 塞 瓦尔 等 式 证 明 
a) 如 果 [a,9| = [0,7], 则 当 满 足 两 个 条 件 f(0) = f(x)= 二 0 或 fo f(r)dz =0 中 的 任 一 个 
时 , 成 并 斯 捷克 洛 夫 不 等 式 


/ fadr< 上 (f°) (z)dr， 


其 中 的 等 号 仅 在 f(x) = acosz 时 成 立 ; 
b) 如 果 la, 引 = [一 7,7] 并 同时 满足 两 个 条 件 f( 一 x) = Fr 和 三 f(z)dz = 0, 则 成 立 
维 勒 金 盖 勒 不 等 式 
厂 Petns< /Ca 


其 中 等 号 仅 在 f(x) = acosz 十 bsinz 时 成 了 . 


11， 吉 布 斯 现象 人 们 这 样 称呼 下 边 描述 的 很 里 叶 三 角 级 数 部 分 和 的 行为 特点 ,“ 它 是 由 维尔 
波 列 雅 姆 首先 发 现 的 (1848 年 ), 后 来 (1898 年 ) 吉 布 斯 重新 发 现 了 这 种 现象 ”(《 数 学 百科 
全 书 》”, 卷 1, 莫斯科 , 1977 年 .) 
a) 试 证 


4 一 Sin( 2 一 1z 、 
‘ne = 当 |z| < A. 
二 ] 


b) 试验 证 , 函数 Sa(z) = 和 站 Sm 一 和 


TR 
了 和 oo 时 
有 


“1 (28 一 1 二) 了 n TvJjo 
这 样 一 来 , 当 一 o0 时 5%(z) 在 点 x = 0 附近 的 振动 大 约 超过 函数 sgnz 本 喘 在 
这 一 点 的 跳跃 的 18% (5, (7)“ 依 惯性 ” 超 跳 ). 
c) 绘 出 习题 b) 的 函数 Sn(z) 的 图 像 的 极限 . 
现在 设 S$,(f,z) 是 函数 f 的 侍 里 叶 三 角 级 数 前 n 项 部 分 和 , 并 设 当 n 一 oo 时 在 
E 的 空心 邻 域 0 < |z 一 2 <5 中 有 Sn(f,7z) 一 f(z), 在 点 & 处 f 有 单 边 极限 f(&-) 和 和 
f(t&+). 为 确定 起 见 ; 设 f(€-_) < f(é&+)- 
称 和 Sn(f,z) 在 点 有 吉 市 斯 现象 , 如 果 lim Sn( 访 2) < f(£-) < FE+) < 
rz 一 E 一 0 
im Sn(f, 7). 
zt—»é€+0 
d) 斌 利用 注 9 证 明 , 对 任意 形 如 p(x) + csgn(z 一 上) 的 函数 , 这 里 c 关 0,|t#| < 7”, 而 
pe CO[-x,7], 在 点 上 有 吉 布 斯 现象 . 


12。 高 维 傅 里 叶 三 角 级 教 . 


”编者 注 . 该 书 中 文 编译 版 :《 数 学 百科 全 书 》， 科学 出 版 社 1994. 1 一 2000. 12 (第 1 版 ). 第 2 
卷 , 第 729 页 列 有 条 目 “Gibbs 现象 ”. 
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4) 试验 证 ; 函数 系 二 et 其 中 大 = (hs sn) 一 (zn) hz = 和 
十 kznsk1,'… ,kn € Z, 在 任意 n 维 方 体 了 = {x € R"la; & 7x; < a; 十 27,j 一 
. ,n} 上 是 规范 正 交 系 . 


b) 对 应 于 了 上 可 积 函数 f 做 可 数 和 ~ ox( 有 ehz， 它 叫 函数 站 关于 系 (ie) 


的 傅 里 叶 级 数 ， 这 里 ck{(f) = (Qn) 族 f(z)e ?dz. 数 cp.(f) 叫 函 数 f 关于 系 


l 扎实 
在 高 维 情形 ,人们 常 借助 和 
Sv(z)= >》，ck(j)e 
| 下 入 六 
求 傅 里 时 级 数 的 和 ; 这 里 Ik| 和 N 表示 六 = (Ni ,Nn) 和 |ky| < Nj;,j 二 1,…,n 
试 证 , 对 任何 关于 其 每 个 变量 都 是 2r- 周期 的 函数 F(z) = f(x;,:… ,zn), 有 


Sn(®) = 去 [TLD -zi)f (0) 


1 Fr /" - 
|/ |/ f(t — 7x) | Daw, (ti)dt :dtn, 
下 —7 了 一 上 


这 里 Dw, (t) 是 第 Nj; 个 一 维 狄 利克 雷 核 
c) 试 证 , 关于 每 个 变量 都 是 2r- 周期 的 n 元 函数 f(z) = f(z1,… ,zn) 的 费 耶 和 


1 
Se - ED 


Kk1 二 0 kn 一 总 
能 表示 成 以 下 形式 : 
ou(z) = =|/ f(t — z) Bn(t)dt 


这 里 Bn(w) = TI Fw (wj), 而 Fv, 是 第 Ni 个 一 维 费 耶 核 . 
j=1 \ / 


d) 试 把 费 耶 定理 推广 到 n 维 情形 

ej 试 证 : 如 果 函 数 /关于 它 的 每 个 自 变 量 都 是 2r- 周期 的 , 且 在 上 至 少 在 反常 积分 意 
义 下 绝对 可 积 , 则 当 一 0 时 有 pF f(z 二 + vw) 一 了 (z)|dz 一 0, 而 当 入 一 oo 时 有 
filf ~—onNl(r)dr — 0. 

f) 试 证 : 在 方 体 了 上 绝对 可 积 的 两 个 函数 f 和 g 具有 相同 的 健 里 叶 级 数 ( 亦 即 对 任何 多 

重 指标 天 均 有 cr(f) = cr(g)), 当 且 仅 当 , f(z) = g(xz) 在 TT 上 几乎 处 处 成 立 . 这 是 关于 
傅 里 叶 级 数 唯一 性 的 命题 3 的 推广 . 

8) 试验 证 ， 原 先 所 说 的 规范 正 交 系 | 75e 
f € 8R2(7) 的 健 里 叶 级 数 在 T 上 都 平均 收敛 于 f. 

h) 设 f 是 关于 它 的 每 个 自 变 量 都 是 2r- 周期 的 C~(R") 类 函数 ， 试 验证 : cx(f'%Y) = 
il ikeecs(f), 这 里 @ = (aa Qn) k= (ki ,kn),lal = |oilt+ :+ loanl,k® = 
k?1 .sn ,oj 是 非 负 整数 . : | : 


在 RM2(1) 中 完全 ， 因 此 ,任意 函数 
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i) 设 f 是 关于 它 的 每 个 自 变量 都 是 2r- 周期 的 Ct™"(R”) 类 函数 . 试 证 : 如 果 对 于 每 个 
多 重 指标 a = (Qi1,:… ,an), 这 里 oj 是 0 或 m (对 任意 7 = 1,… ,n), 都 满足 估计 


这 里 入 = min{A,… ,Nn}, 而 CC 是 依赖 于 mm 的 弟 数 , 但 它 不 依 束 于 入 和 xz el. 
j) 注意 , 如 果 一 个 连续 函数 序列 在 区 间 了 上 平均 收敛 于 f, 同时 它 又 一 致 收敛 于 yp, 则 在 了 
上 有 f(x) = yp(7z). 
试 利用 这 个 事实 证 明 , 如 果 关 于 其 每 个 自 变 量 均 为 2r- 周期 的 n 元 函数 :RR" 一 C 
属于 类 CW(R",C), 则 函数 太 的 传 里 叶 三 角 级 数 在 整个 空间 RR* 上 一 致 收敛 于 它 本 喘 . 


13. 广义 函数 的 傅 里 叶 级 数 . 以 2r- 为 周期 的 水 数 上 :下 一 C 可 以 看 做 单位 图 圆 局 上 的 上 的 
函数 f(s) (点 用 自然 参数 0 < s 和 27 的 值 s 确定 ). z 
仍 采 用 第 17 章 84 中 的 记号 , 我 们 来 考察 上 的 由 C(%)(T) 类 函数 构成 的 空间 全 ( 卫 ) 
以 及 广义 函数 空间 DD'(). 所 谓 广义 函数 , 即 全 ( 古 ) 上 的 连续 线性 泛 函 . 泛 函 Fe D'(T 厂 ) 在 
函数 p € 全 (TT) 上 的 作用 ( 值 ) 将 以 符号 F(y) 表示 ， 我 们 不 用 (Fy) 这 个 符号 因为 在 本 重 
己 用 它 表示 埃 尔 米 特 内 积 (7). 
在 玉 上 的 每 一 个 可 积 函 数 f 都 能 看 做 是 全 '( 厂 ) 的 元 素 (正则 广义 函数 )， 它 在 函数 
pp ED9(T) 上 的 值 由 公式 , 
1(p) = 人 7)e(sjds 
DO 


确定 . 
空间 分 ‘(T) 中 的 广义 函数 序列 人 } 收敛 于 广义 函数 下 e 人 D'(T), 通常 是 指 , 对 任意 函 
数 p €e 宫 (T), 有 
im Fn(¥)= F(p). 


a) 利用 这 样 一 个 事实 : 对 任意 函数 jp € C” (人 门 根据 定理 5, 在 上 成 立 关 系 w(s) = 
二 ck(wp)e™s, 特别 地 , 成 立 等 式 %(0) = » cr(w), 证 明 在 全‘( 厂 ) 中 广义 函数 收敛 性 意 
义 下 ， 有 

一 1 证 * 
2 王 一 0. 汉 也 一 cc. 
这 里 6 是 空间 习 '( 六 ) 的 一 个 元 素 , 它 在 函数 p € DD(T) 上 的 作用 由 关系 式 uC(Pp) = 
2(0) 确定 . 四 

b) 如 果 f € R(T), 则 用 通常 方式 定义 的 函数 关于 系 {e**} 的 傅 里 叶 系 数 可 以 写成 如 

下 形式 
“(= 去 人 f(s)e -ds = fle) 
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现在 , 对 任意 广义 函数 已 < D'( 厂 ), 我 们 将 类 似 地 以 公式 cx(P) = P(e-i*’) 定 
义 它 的 传 里 叶 系数 . 这 是 有 意义 的 , 因为 e-ikrs E D(T) 


因此 , 对 任意 广义 函数 严 < DD'(T) 有 它 的 傅 里 叶 级 数 与 它 对 应 : 


bi 1 iks 
试 证 : 6 2 5e 


一 0 


c) 试 证 以 下 有 关 广 义 函数 运算 的 简单 性 和 灵活 性 的 漂亮 结果 : 广义 函数 Fe 习 '( 太 ) 的 伟 
里 叶 级 数 (在 空间 人 9'(7) 的 收敛 性 意义 下 ) 收敛 于 书 


d) 试 证 : 函数 玉 € 全 '(T 厂 ) 的 傅 里 叶 级 数 (作为 函数 玉 本 身 , 也 作为 任意 的 收敛 广义 函数 
级 数 ) 可 任意 次 逐 项 微分 . 


e) 由 等 式 6 = Y、 ere 求 函 数 6' 的 傅 里 叶 级 数 . 


f) 现在 从 圆周 六 回 到 直线 民 , 并 把 函数 e…” 看 做 空间 全 '(R) 中 的 正则 广义 函数 ( 亦 即 看 
做 在 玉 中 具 紧 支 集 的 C60”)(R) 类 函数 的 空间 人 DD(R) 上 的 线性 连续 泛 函 ) 


任意 局 部 可 积 函 数 f 可 以 看 做 空间 写 (RR) 的 元 素 (D9'(R) 中 的 正则 广义 函数 ), 它 
作用 在 函数 6E Cl (R, C) 上 所 得 的 值 由 /ep) = 及 f(z)p(z)dz 给 出 . 人 D'(R) 中 的 收 
全 性 用 标准 的 方式 定义 : 


(lim Fn =F):= Vp € DR lm Fn(y)= Fp)). 


试 证 , 在 信 '( 肪 ) 中 收 合 性 意义 下 , 下 述 等 式 成 立 : 
二 >》, ez 一 >》 5(z — 2k7) 


等 式 两 边 的 无 穷 和 都 理解 为 对 称 部 分 和 > 当 m 一 co 时 的 极限 ; 而 5(z 一 zo), 如 通常 
一 样 , 表示 空间 全 ‘(R) 中 的 6- 函数 到 点 zo 的 位 移 , 即 6(x 一 zoj(p) = p(xz0). 


83 传 里 叶 变 换 


1， 范 数 的 傅 里 叶 积 分 表示 
a. 谱 和 函数 的 调和 分 析 


设 f(t) 是 T 周期 函数 , 例如 , 作为 时 间 的 函数 的 频率 为 二 的 周期 信号 . 假设 ， 
f 在 一 个 周期 上 绝对 可 积 . 把 f 展 成 伟 里 叶 级 数 (在 f 充分 正则 的 情形 , 我 们 已 经 知 


8§3 ”人情 里 叶 变 换 * 487 . 


道 , 这 个 傅 里 时 级 数 收敛 于 有 ) 并 加 以 变换 


0) 


f(t) = 十 yo f) cos kwot + by(f) sin kwodt 


k=1 


— -> ck petseot 一 co 十 2 3» |ck| cos{ Kwot 十 argck )， (1) 
k=1 


我 们 就 把 f 表示 成 了 和 的 形式 其 中 常数 项 是 叶 部 = co 是 f 在 一 个 周期 的 平均 值 ， 
而 余弦 分 量 的 频率 是 wo = = ( 基 频 )， pu (第 二 调和 频率 ) 等 等 一 般 地 信号 
f(t) 的 第 大 个 调和 分 量 2|ck|cos (nt+targex) 的 频率 是 Kzo = 记 ， 辆 频率 是 


kwo = 2xkvo = 全 振幅 是 2|ck| = V 吕 % 十 反 ， 相位 是 arg cx = te 

将 周期 函数 (信号 ) 展 成 简单 调和 振动 的 和 叫 函 数 的 调和 分 析 . 数 集 {ch(f);ke 
Z} 或 {ao( 有 ),ak(f),bx(f);k EN} 叫做 函数 (信号 ) f 的 谱 . 这 样 一 来 , 周期 函数 有 离 
散 的 谱 

我 们 来 做 些 (启发 性 ) 探索 , 看 看 当 信号 f 的 周期 了 无 限 增加 时 从 展开 式 (1) 
会 得 到 些 什么 . 

为 简单 起 见 , 记 1 = = 二 on 一 大 7, 把 展开 式 


OO 
f(t) = 2 cre 
一 DO 


改写 成 如 下 形式 _ 
19= (os ) eT (2) 
这 里 
2 人 Fl)eiortat 
亦 即 


二 一 二 -/ f(t)e-iontat, 
我 们 设想 , 在 1 _，+oo 的 极限 状态 中 来 考察 R 上 的 任意 的 绝对 可 积 函数 f, 引 
入 辅助 函数 , 
1 i : z 
. sa) - 2 人 f(t)e-iotdt, (3) 


它 在 点 a = ak 的 值 与 (2) 中 的 量 ow 相差 很 小 . 在 这 种 情况 下 


f(t) ~ 》 car)eioet, (4) 
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这 里 wx = k 了 ， 而 ak+i — ax = 了 这 个 和 是 一 个 积分 和 , 当 ! 一 oo 从 而 使 分 划 无 限 
变 细 时 , 我 们 得 到 


10= elaeiatda (5) 


这 样 一 来 , 我 们 按 传 里 叶 的 做 法 , 把 f 展 成 了 具 不 同 频率 和 相位 的 谐 波 的 连续 
统 式 线性 组 合 . 

今后 将 称 积分 (5) 为 储 里 叶 积 分 这 是 信里 叶 级 数 的 连续 统 式 等 价 物 . 其 中 的 
函数 c(a) 类 似 于 健 里 叶 系 数 , 叫做 (定义 在 整个 数 轴 及 上 的 ) 函数 f 的 傅 里 叶 变 换 
很 自然 , 把 它 看 成 是 函数 (信号 ) f 的 谱 . 与 前 面 研究 的 周期 信号 相应 的 具 傅 里 叶 系 
数 形式 的 离散 谱 不 同 , 任意 信号 的 谱 c(o) 可 在 整个 区 间 甚 至 整个 直线 上 不 是 零 ( 连 
续 谱 ). : 

例 1 试 求 函 数 , 其 谱 是 下 列 具 紧 支 集 的 函数 


sa- { 如 果 lal < a， 


0, 如 果 |a| > a. (0) 


< 根据 公式 (5), 当 t 关 0, 求 出 
f(t) = [ he'o!da = he 一 ps (7) 
而 当 1 二 0 时 , 我 们 得 到 f(0) = 2ha, 它 与 当 t+ 0 时 2h. 时 人 [的 极限 相同 . > 
函数 的 形 如 (5) 的 表示 叫做 函数 的 傅 里 叶 积分 表示 . 下 边 我 们 将 讨论 使 这 种 表 


示 成 立 的 条 件 . 而 现在 再 研究 一 个 例子 . 

例 2 设 P 是 具有 以 下 性 质 的 一 个 装置 : 它 是 一 个 信号 的 线性 转换 占 〈 即 
P > f;| = = FP (所 )), 而 且 保持 信号 的 周期 不 变 ( 即 P(e**t) = p(w)ew', 这 
里 的 系数 p(w) 依赖 于 周期 信号 etet 的 频率 ). 


在 这 里 ， 我 们 使 用 紧 竣 的 复 形式 记号 , 改 成 用 函数 coswt 和 sinwt 表示 也 是 可 以 
的 . | 

函数 p(w) =: R(w)ei?() 叫做 装置 已 的 谱 特 征 ， 它 的 模 R(w) 叫做 频率 特征 ， 
而 辐 角 w(w) 叫 装置 已 的 相位 特征 . 通过 装置 的 信号 ei*t， 在 出 口 变 成 信号 
R(w)ei(wt+w(w)), 其 振幅 因 有 因子 R(w) 而 变化 , 而 相位 由 于 存在 加 项 p(w) 而 移动 . 

我 们 假设 装置 P 的 谱 特征 p(w) 和 输入 装置 的 信号 f(t) 是 已 知 的 , 要 求 装置 输 
出 的 信号 z(t) = P(7)(8). 

把 信号 f 表示 成 仿 里 叶 积 分 (5) 的 形式 , 利用 装置 P 和 积分 的 线性 性 , 我 们 得 
到 

z(tf) = P(f)(t) = 三 cw) p(w et de 
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特别 地 , 如 果 


1, 当 lw < 0, 
p(w) = 和 lw|l > 2， (8) 


则 
z(t) = |, c(w)e' dw 
而 且 , 从 装置 的 谱 特 征 的 定义 可 以 看 出 ， 


| wt a < 他 
Ple™’) — C 3 加 ? 
0， 当 |w|> 02. 


具有 谱 特 征 (8) 的 装置 P 能 使 频率 不 超过 1 的 信号 通过 ( 滤 过 ) 而 不 发 生 频 率 
畸变 , 但 信号 中 属于 高 频 (超过 9) 的 部 分 全 部 被 切断 . 由 于 这 个 原因 , 在 无 线 电 技 
术 中 把 这 种 净 置 叫做 ( 具 频 率 上 界 1 的 ) 理想 低频 滤波 器 . 

现在 转 入 事情 的 数学 方面 , 并 对 这 里 产生 的 概念 做 比较 仔细 的 研究 . 


b. 傅 里 时 变换 的 定义 和 傅 里 时 积 
我 们 按照 公式 (3) 和 (5) 引进 
定义 1 函数 
8 有 (6 : -去 三 f(z)e-<rdr (9) 


叫做 函数 f : 民 一 C 的 情 里 时 变换 . 
这 里 的 积分 是 主 值 意义 下 的 积分 : 


CO A 
/ f(z)e “dz := lim | f(z)e ?dz, 
_ oo 及 一 十 oo 及 


并 且 认 为 它 是 存在 的 . 

如 果 f :及 一 CC 是 及 上 的 绝对 可 积 函数 , 那么 , 由 于 当 z,& eR 恨 有 |f(z)e-'*|= 
f(x) 对 任何 这 种 函数 , 傅 里 叶 变换 (9) 都 是 有 意义 的 , 而 且 积分 (9) 关于 & 在 整个 
直线 上 绝对 且 一 致 收敛 

定义 2 如 果 c(£) = $[fi(#) 是 函数 站: 及 一 CC 的 傅 里 叶 变 换 , 则 相应 于 f 在 主 
值 意义 下 的 积分 ， . 站 
9~ 人 ered (10) 


叫做 函数 的 全 里 叶 积 分 . 
这 样 一 来 ， 周期 函数 的 传 里 叶 系数 和 传 里 叶 级 数 分 别 是 傅 里 叶 变 换 和 全 里 叶 积 
分 的 离散 化 了 的 类 似 物 . 
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定义 3 在 主 值 意义 下 的 积分 
5 人 ~ f(z) costzda， (1 
Ss[f 1(é): -== f(x) sinézrdz (12) 


分 别 叫做 函数 矿 的 傅 里 叶 余 弦 变 换 和 傅 里 叶 正 弦 变 换 . 
置 c(€) = Ya = 人 [月 (656 = Gs[f](é), 我 们 得 到 多 少 已 从 传 里 叶 级 数 
知道 的 关系 


o(é€) = (alé) — ib(é)). (13) 
从 关系 (11),(12) 可 以 看 出 , 
a(-é) = a(é), 6(-€) = -b(é). (14) 


公式 (13),(14) 表明 , 如 果 传 里 叶 变 换 对 自 变 量 的 非 负 值 是 已 知 的 , 则 它 在 整个 
直线 及 上 就 完全 确定 了 . 

从 物理 观点 看 , i 
的 ; (3) 和 (5) 中 的 负 频 率 是 书写 形式 的 结果 . 事实 上 ， 


[owe (fs) ror 


A z A 
= | (e+e-l)e "dae = | (el conze + blé) sinzé) ds, 


因此 , 傅 里 叶 积分 (10) 可 以 表示 成 
We (€) cos xé + b(é) sin zé )dé (10 ) 


的 形式 , 它 与 傅 里 叶 级 数 的 经 典 书写 形式 完全 相当 ， 
如 果 函 数 f 是 实 值 的 , 那么 , 在 这 种 情况 下 , 从 公式 (13),(14) 应 得 到 


-= (15) 


这 是 因为 从 定义 (11),(12) 可 以 看 出 ， 在 这 种 情况 下 a(€) 和 b(&) 都 是 R 上 的 实 值 函 
数 . 不过, 在 条 件 F(z) = f(z) 下 , 等 式 (15) 可 直接 从 傅 里 叶 变换 的 定义 (9) 得 出 ， 

只 需 注 意 到 共 思 号 可 以 放 到 积分 号 下 就 行 了 . 最 后 所 说 的 这 一 事实 使 我 们 可 以 断言 
对 任何 函数 / R 一 C, 都 成 立 等 式 


$[f](-é) = a | (16) 
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注意 到 下 边 这 些 结果 也 是 有 益 的 : 如 果 /是 实 值 偶 函数 , 即 f(z) = f(z) = 


Sclf](é) = Felf](é), Gslf](é) = 0， 
SLf1(é) = $A) = Ff-é); 


如 果 f 是 实 值 奇 函 数 , 即 F(z) = f(z) = 一 f(z), 则 


$c[f](é) 三 0， Blf(é) = $1(é), 
$[f](é€) = 一 如 让 全 ) = $If)(—é); 


而 如 果 f 是 纯 虚 的 函数 , 即 f(z) = 一 f(z), 则 


(17) 


(18) 


311(-é) = -HATE). (19) 
我 们 还 看 到 , 如 果 /是 实 值 函数 , 则 它 的 传 里 叶 积分 (10') 也 可 以 写成 


/ Va TP coslsé + ol) =2 人 ~ le(e)l cos(zé + p(€))de 
的 形式 , 这 里 p(€) = arctg _ argc(€). 
例 3 求 函数 f(t) = 2 ( 设 f(0) = ae R) 的 健 里 叶 变 换 . 


A A ， 
$l(0) = jm 1 sinat iat gs = Jim 1 sin Qt COS at 
A 一 二 oc 27 _A tt A—+o0 27T J_ 4 t 


_2 “99 Sin at cos ot _1 太 sin(a + oa)t 四 sin(a — a)t 了 
2TT 0 人 1 0 t t 
1 
ce Sin 1 =, 如 果 |a| < |a|， 
du=«《 2 
4 0， 奶 采 |a| > laj， 


l 
= lsenta 十 a) 十 sgn(a 一 wj] / 


这 是 因为 我 们 已 知 狄 利克 雷 积分 的 值 为 
”sin T 
| -一 一 (dv = p (20) 


因此 , 如 果 认为 a > 0, 并 取 函 数 f(t) = 2h2 一 ， 那 么 , 从 等 式 (7), 如 所 期 望 的 
作为 这 个 函数 的 伟 里 叶 变 换 , 我 们 将 得 到 由 关系 (6) 表示 的 这 个 函数 的 谱 : 

在 例 3 中 考察 的 函数 /在 R 上 不 是 绝对 可 积 的 , 而 且 它 的 伟 里 叶 变换 有 间 攻 
下 边 的 引 理 告诉 我 们 , 绝对 可 积 函 数 的 传 里 叶 变 换 没有 间断 ， 


引 理 1 如 果 函 教 :及 一 C 在 及 上 局 部 可 积 并 绝对 可 积 , 则 
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a) 它 的 傅 里 时 变换 省 [月 (上 ) 对 任意 上 ER 有 定义 ; 
b) $[f] € C(R, CC 

c) sup SIO < a 三)laz 

d) $[f](€) — 0, 当 一 co. 


< 我 们 已 经 指出 过 , |f(z)e-**| < |f(z)|, 由 此 可 得 积分 (9) 的 绝对 和 关于 eR 
的 一 致 收敛 性 . 同时 , 这 也 证 明了 引 理 的 al 和 e) 两 点 . 

d) 可 从 黎 曼 引 理 (参看 82) 得 出 . 

对 固定 的 有 限 数 4 > 0 由 估计 式 


A . 
< sup je-im 1 / f(z)ldz 
TA -AA 


A 
/ f(x)(e iz(éth) eizé)dzr 
一 4 |z| 


可 以 断定 积分 
1 /4 
: z 去 |. f(r)e tdzr 
关于 上 连续 , 它 当 4 一 +coe 时 的 一 致 收敛 性 使 我 们 可 以 断言 , $[f] € C(R,C). > 
例 4 我 们 来 求 函数 f(t) = e-!/2 的 健 里 叶 变 换 : 


十 oo 2 十 oo > 
$[f](a) = / 6-t/26-iatgt — / st/2 cog otdt. 


一 已 心 


关于 参数 a 微分 最 后 这 个 积分 , 然后 做 分 部 积分 , 则 得 


BH) +agsUl(a) =0 


d 
元 In{f|(a) = 一 Q. 


因此 , 和 [由 (o) = ce-“/2, 这 里 。 是 一 个 常数 , 利用 吹 拉 - 泊 松 积分 (参看 第 17 
章 82 例 17), 可 得 _ 
c=(0) = 人 ordt= Vor. 


于 是 , 我 们 求 出 了 $Ifl(a) = V27re-~ /2, 同时 还 证 明了 , ge[ 月 (a) = V2re-® /2， 
而 六 slf ](a) 三 0. 


c. 傅 里 叶 变换 的 规范 化 
傅 里 叶 变 换 (3) 和 傅 里 叶 积分 (5) 是 作为 周期 函数 f 关于 三 角 函数 系 {ei*”; 


k € Z} 的 健 里 叶 系 数 和 健 里 叶 级 数 的 自然 的 连续 统 式 类 似 物 得 到 的 .三角 函数 系 
feikz;,k € 2Z} 不 是 规范 正 交 的 ， 只 是 用 它 写 出 的 傅 里 叶 三 角 级 数 比 较 简 单 ， 所 以 ， 
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传统 上 都 是 用 它 , 而 不 用 本 质 上 更 加 自然 的 规范 正 交 系 | 
个 规范 正 交 系 中 , 傅 里 叶 级 数 有 》 6 


到 f(z)e-'**dz 确定 . 
傅 里 叶 变 换 


1 ikzy. 4 
J ke 人 在 这 
J 的 形式 , 而 健 里 叶 系 数 用 公式 6&4 = 


f(€) := -元 人 ae (21) 
和 傅 里 时 积分 
f(z) = 元 三 Feized (22) 


是 这 种 外 的 人 里 时 系数 和 条 里 时 级 数 在 这 纪 统 情形 下 的 类 似 物 它们 与 上 边 研 究 
的 傅 里 叶 变 换 和 传 里 时 积分 只 差 一 个 规范 化 因子 . 

傅 里 叶 “系数” 和 健 里 叶 “ 级 数 ” 实际 上 汇合 在 了 相互 对 称 的 公式 (21), (22) 中 ， 
因此 , 今后 我 们 本 质 上 将 仅 对 积分 变换 (21) 的 性 质感 兴趣 . 这 个 积分 变换 叫做 函数 
f 的 规范 化 傅 里 叶 变 换 , 在 不 致 引起 混淆 的 情况 下 , 也 可 简单 地 叫做 函数 f 的 傅 里 
叶 变换 

一 般 地 , 把 按照 规则 


A(f)(y) = 人 K(x,y)f(z)dz 


作用 在 函数 f 上 的 算 子 4 叫做 积分 算 子 或 积分 变换 , 这 里 K(x,y) 是 给 定 的 函数 ， 
它 叫 积分 算 子 的 核 , 而 X C Rn 是 一 个 集合 , 在 其 上 给 定 了 积分 号 下 的 函数 并 进行 
积分 . 因为 y 是 某 集 合 Y 中 的 自由 参数 , 所 以 4(j 是 集合 Y 上 的 函数 . 

数学 中 有 一 系列 重要 的 积分 变换 , 其 中 传 里 时 变换 占有 最 关键 的 地 位 . 这 种 情 
况 有 很 深 的 根源 , 并 与 变换 (21) 的 美妙 性 质 密切 相关 . 在 本 节 剩 余 的 部 分 , 我 们 将 对 
这 些 性 质 作 一 定 的 描述 和 展示 . 

这 样 一 来 , 我 们 将 对 规范 化 健 里 叶 变 换 (21) 加 以 研究 . 

在 用 f 表示 规范 化 健 里 叶 变 换 的 同时 , 我 们 引进 记号 


et 


.— 1 和 pT 7 
RO = fd (23) 
亦 即 ,F(€) = f-é). : 
公式 (21),(22) 告诉 我 们 ， z 
f= f= f， (24) 
就 是 说 ,积分 变换 (21),(22) 是 互 道 的 . 因此 ， 知 案 (21) 是 傅 里 叶 变 换 , 则 积分 算 子 
(23) 目 然 称 作 傅 里 叶 北 变换 ， 
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下 边 将 详细 讨论 和 论证 傅 里 叶 变 换 的 一 些 极其 美妙 的 性 质 . 例如 


(6 = (ié)"f(€), 
上 由 = 


就 是 说 , 傅 里 叶 变换 将 微分 运算 转换 成 乘 以 目 变 量 的 运算 ; 函数 眷 积 的 傅 里 叶 变 换 
化 作 它 们 的 传 里 叶 变 换 的 乘积 ; 健 里 叶 变 换 是 保 范 的 ( 帕 塞 瓦尔 等 式 ), 从 而 是 相应 
函数 空间 的 等 距 变 换 . 

但 是 , 我 们 将 从 反 演 公 式 (24) 开始 . 

关于 传 里 叶 变 换 的 另 一 种 方便 的 规范 方法 可 参看 练习 10. 


d. 函数 能 表示 成 傅 里 叶 积分 的 充分 条 件 


我 们 现在 要 证 明 的 定理 , 无 论 形式 上 还 是 其 内 容 都 完全 类 似 于 传 里 叶 三 角 级 数 
在 一 点 的 收敛 性 定理 .为 了 尽量 地 保持 我 们 熟悉 的 以 前 的 公式 和 变换 的 形式 , 在 
这 一 段 将 使 用 非 规范 的 傅 里 叶 变换 c(6) 以 及 有 些 繁 琐 但 有 时 还 是 比较 方便 的 记号 
Y[H](6. 以 后 , 研究 傅 里 叶 积 分 变换 时 , 通常 是 利用 函数 f 的 规范 傅 里 时 变换 六 


定理 1 ( 傅 里 时 积分 在 一 点 的 收敛 性 定理 ) 设 f:R 一 C 在 数 轴 区 的 每 个 有 

限 区 间 上 绝对 可 积 且 分 段 连续 ， 如 果 它 在 ， 点 ZERR 满 足 迪 尼 条 件 , 则 它 的 傅 里 叶 积 

分 ((5),(10),(10 ),(22)) 在 这 一 点 收 系 到 [f(z-) + f(z+)] 即 函 数 f 在 该 点 的 左 、 碳 
极限 之 和 的 一 半 . 


< 根据 定理 1, 函数 f 的 传 里 叶 变 换 c(é) = $If](&) 在 及 上 连续 , 因而 在 任何 区 
间 [~-4, 4] 上 可 积 . 与 当初 傅 里 叶 级 数 的 部 分 和 的 形式 转换 类 似 , 现在 , 我 们 把 傅 里 
叶 部 分 积分 作 如 下 形式 转换 : 


oa- eereae= (BE /soe) ena 
= =- 去/ ft{t) (/. ef oe dt 


1 ei(X— —t)A _ e—i(z— tA 
927 三 zi 一 如 


-1/0 7 四 ne - -tA sin(zT DAS _ f(z + 
nAu 


dt 


=+/ fs + +) a 


上 边 第 二 步 计 算 中 的 积分 换 序 是 合法 的 实际 上 , 由 函数 f 的 分 段 连续 性 , 对 任 
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意 有 限 数 B > 0, 成 立 等 式 
A B 
| 忆 | fea) ese de 


1 BB A . z 
i(w—t)é 
2T 一 吾 1 (/, 4 


由 此 , 令 B +oo, 并 注意 到 积分 [2 /be- 滋 疏 关于 & 的 一 致 收敛 性 , 就 得 到 我 
们 所 要 的 等 式 . 
现在 应 用 狄 利克 雷 积分 (20) 的 值 和 上 边 所 作 的 形式 转换 , 得 
/ g(x) — {2-) + f(s: 
_1 [ fz) — fr) + [fr + ~ f(r+) 
0 


开 [a 


sin Audw. 


最 后 得 出 的 积分 当 4 一 oo 时 趋 于 零 . 我 们 来 说 明 这 一 点 , 从 而 结束 定理 的 证 
明 .“ 

把 这 个 积分 分 成 沿 区 间 ]0, 1] 和 沿 区 间 [1, 二 ool 的 两 个 积分 . 根据 迪 尼 条 件 和 黎 
曼 引 理 , 第 一 个 积分 当 4 一 +oo 时 趋 于 零 . 而 第 二 个 积分 , 相应 于 f(x 一 4), f(z 十 
wu), f(z_ f(z4) 又 可 分 成 四 个 积分 . 对 头 两 个 , 再 次 应 用 黎 曼 引 理 , 可 知 当 4 一 +ee 
时 它们 趋 于 零 . 而 后 两 个 积分 , 不 计 和 常数 因子 可 化 成 


1% Sin Au to siny 
—————— du = dv 
1 也 A U 


的 形式 , 当 4 一 +o% 时 , 它 是 趋 于 零 的 , 这 是 因为 狄 利克 雷 积分 (20) 是 收敛 的 . > 


注 1 在 定理 1 的 证 明 中 , 我 们 实际 上 研究 的 是 积分 在 主 值 意义 下 的 收敛 性 . 但 
是 , 如 果 把 傅 里 时 积分 的 写法 (10) 和 (10') 加 以 比较 , 那么 , 很 明显 , 上 边 对 积分 (10) 
的 收敛 性 的 理解 与 积分 (10') 的 收敛 性 正好 符合 . 

特别 地 , 由 定理 1 得 到 

推论 1 设 让 :了 C 是 连续 且 绝 对 可 积 函 数 . 如 果 它 在 每 一 点 XE 民 都 可 微 
或 有 有 限 单 边 导数 ,或 者 它 在 及 上 满足 赫 尔 德 条 件 , 那么 , 函数 了 能 表示 成 傅 里 叶 
积分 . 

这 样 , 对 于 所 指 函 数 类 中 的 函数 , 等 式 (3) 和 (5) 或 (21) 和 (22) 成 立 , 从 而 证 明 
了 , 对 这 类 函数 傅 里 时 变换 的 反 演 公式 成 立 . 

我 们 来 研究 几 个 例子 . 

例 5 假设 例 2 中 考察 的 装置 已 的 输出 信号 v(t) = P(f)(t) 是 已 知 的 , 试 求 相 
应 的 输入 信号 f(t). 
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在 例 2 中 我 们 证 明了 f 和 满足 关系 
oO= 人 elojplojeietdu， 


这 里 c(w) = $[ 用 是 信号 f 的 谱 (函数 j 的 非 规 范 傅 里 时 变换 ), 而 p 是 装置 P 的 
谱 特征 ”. 设 所 有 这 些 函数 都 是 充分 正则 的 , 根据 已 证 结果 ,有 


c(ojp(w) = 和 wj(w) 
由 此 得 到 $[f](w) = c(w) 一 giv (w) /p(w). 知道 了 c(w) 后 , 利用 健 里 叶 积 分 (10) 即 可 
求 出 六 
例 6 设 a>0, 和 是 


eT 当 xw>0, 
f (7) = 、 
0U， 当 z 0， 


那么 
可 
SHI = 让 | ed 
在 傅 里 时 变换 的 定义 本 身 的 讨论 中 , 我 们 在 5 段 已 经 得 到 它 的 一 系列 明显 的 性 质 . 我 
们 还 注意 到 , 如 果 广 (z) := f(z), 则 8[f-](€) = SI 有 (各. 这 是 积分 中 的 一 个 初等 
的 变量 替换 
现在 取 函 数 e “jl = f(x) + f(z) =:p(z). 那么 ， 


ggl(9 = SU + H(A) = + 


如 果 再 取 函 数 e-sr(z > 0) 往 整 个 数 轴 上 的 奇 延 拓 函 数 V(z) := f(zx) -f(z)， 
则 
Yi](e) = LHC -SI(-6 = -i 


利用 定理 1, 准确 地 说 , 是 利用 它 的 推论 , 我 们 得 到 


e-az 如果 z > 0 

1 % er 1 

一 -IC 一 v 二 一 0 

元 人 ni 2 1 如 汪 z 
0， ”如果 z < 0， 


* 译 者 注 . 谱 特 征 bp : R 及 是 由 装置 的 物理 特性 决定 的 , 这 里 假定 它 是 已 知 的 . 
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; f+% geizé ez 如 果 z>0， 
| ;| 到 十 全 从 一 0, 如 条 Z= 0， 
一 CE ， 如 果 z < 0. 


这 里 所 有 的 积分 都 理解 为 主 值 意义 下 的 ,虽然 第 二 个 积分 , 由 于 它 的 绝对 收敛 
性 , 也 可 以 理解 成 通常 的 反常 积分 . 
分 离 最 后 两 个 积分 的 实 部 和 虚 部 , 就 得 出 已 经 遇 到 过 的 拉 普 拉 斯 积分 
to% coszé RT ly 
/ Te 0° ”| 
1% Esinzweé T 
[ 2 re = 5e lz|spgnz. 


例 7 在 例 4 的 基础 上 , (利用 初等 的 变量 替换 ) 容易 得 到 : 如 果 


则 
f(é) = -于 -ez 


追踪 观察 函数 f 和 f 的 函数 图 像 随 着 参数 a 从 1/V2 到 0 的 变化 同时 发 生 的 
演化 是 非常 有 益 的 . 其 中 一 个 越 “集中 ”, 男 一 个 越 “ 涂 抹 开 来 ". 这 种 状况 与 海 森 伯 
量子 力学 原理 密切 相关 .( 参 看 练习 6,7) 


注 2 在 即将 结束 函数 用 其 依 里 叶 积 分 表示 的 可 能 性 讨论 时 , 我 们 指出 , 如 例 1 
和 例 3 一 致 表明 的 , 在 定理 1 及 其 推论 中 叙述 的 关于 f 的 条 件 是 能 这 样 表示 的 充分 
条 件 , 而 不 是 必要 条 件 . 


2. 函数 的 微分 性 质 和 渐 近 性 质 与 其 傅 里 时 变换 的 联系 
a. 函数 的 光滑 性 及 其 傅 里 叶 变 换 递减 速度 


已 从 黎 曼 引 理 知道 , R 上 任意 绝对 可 积 函 数 的 传 里 叶 变换 在 无 穷 远 处 趋 于 零 . 这 
从 上 边 证 明 的 引 理 1 就 已 看 得 出 来 . 现在 , 我 们 来 证 明 , 与 传 里 叶 系 数 类 似 , 函数 越 
光滑 , 它 的 伟 里 叶 变 换 趋 于 零 就 越 快 ， 与 此 相 联 系 的 一 个 事实 是 : 函数 趋 于 零 越 快 
其 傅 里 叶 变换 就 越 光滑 

我 们 从 以 下 辅助 命 厦 开 始 . 


引 理 2 设 f: 民 一 C 是 连续 函数 , 且 在 区 上 有 局 部 分 段 连 续 导 数 三 . 如 果 同 


a) 函数 f' 在 民 上 可 积 , 则 f(7) 当 7X 一 一 0 和 7 一 十 oo 时 都 有 极限 ; 
b) 函数 1 和 f' 在 民 上 都 可 积 , 则 当 z 一 oo 时 有 f(z) 一 0. 
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< 在 对 ff 所 作 的 限制 下 , 成 立 牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 
f(z) = f(0) + 人 f(adt 


在 条 件 a) 下 , 该 等 式 右 边 无 论 在 x 一 十 oo 还 是 在 z 一 -ce 时 都 有 极限 . 

而 如 果 在 无 穷 远 ( 士 co) 处 有 极限 的 函数 上 在 了 及 上 是 可 积 的 , 那么 , 显然 , 这 两 
个 极限 必 都 是 零 . 由 此 , 在 条 件 b) 下 得 : 当 z 一 oo 时, 有 jz) 一 0. mw 

现在 证 明 

命题 1 (函数 的 光滑 性 与 其 储 里 时 变换 递减 速度 的 联系 ) 如 果 f € CV(R,C) 
(=0,1 ,而 且 所 有 的 函数 尹 太 Fi) 在 及 上 都 绝对 可 积 , 那么 

a) 对 于 任何 n€ {0,1,:… ,kk}, 

fm(é) = (1)" fe), : (25) 
b) /= 人 (去 3€ 0. 


< 如 果 = 0, 则 a) 显然 是 对 的 , 而 b) 可 从 黎 曼 引 理 推出 . 
设 上 > 0. 根据 引 理 2, 当 z 一 oo 时 , 函数 f,',… ,fk 趋 于 零 . 注意 到 这 一 
点 , 可 完成 分 部 积分 : 


FE) := {wea 
0 fDide) = 


l 一 mk to 
一 -大 (Fe )(Z)e- 针 
(i€)® ~ 一 和 了 ~ (EN7 P 
= 计 上 A dz = (1) f(é). 
于 是 , 等 式 (25) 得 证 . 这 是 一 个 很 重要 的 等 式 ， 我 们 在 另外 的 地 方 还 会 遇 到 筷 . 
我 们 已 经 证 明了 ，f(€) = (i)~*f(t)(e), 但 是 ,根据 黎 曼 引 理 , 当 & 一 0 时 有 
fb(e) -0, 因此 , 断言 b) 也 得 证 . e 


b. 函数 降低 的 速度 与 其 备 里 叶 变换 的 光滑 性 


注意 到 传 里 叶 变换 与 傅 里 叶 逆 变换 几乎 是 一 样 的 , 作为 对 命题 1 的 补充 , 下 列 
命题 也 是 正确 的 . 


命题 2 (函数 降低 的 速度 与 其 傅 里 叶 变 换 的 光滑 性 的 联系 ) 如 果 局 部 可 积 函 
数 上: 有 一 C 使 函数 z"f(z) 在 及 上 绝对 可 积 , 那么 ， 
a) 函数 的 傅 里 叶 变 换 属 于 函数 类 Co (RR,C); 
b) 成 立 等 式 
Jo(E) = (—i) [rt f(z)](é). (26) 
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志 对 二 0, 关系 (26) 显然 是 成 立 的 , 而 连续 性 已 在 引 理 1 中 证 过 . 如 果 大 > 0， 
则 当 m < 大 时 ， 在 无 穷 远 处 有 个 计 zz 乏 1zfz 由 此 推出 函数 zz ffz) 绝对 
可 积 . 但 是 , |z"f(z)e-*?| < |z?f(z)|, 所 以 , 只 要 援引 相应 的 积分 关于 参数 的 一 臻 
收敛 性 , 就 能 逐次 在 积分 号 下 进行 微分 : 


sl 三 _iéz 
fg = 志 人 f(r)e de 
f= HB sf)e de, 


FO = SE ft)eiear 
根据 引 理 1， 最 后 这 个 积分 关于 在 整个 数 直线 上 连续 . 因此 , 确实 有 f e 
CE) (R,C). mw 


c. 速 降 函 数 空间 


定义 4 用 符号 5(R,C), 或 更 简短 的 符号 5, 表示 对 任意 非 负 整 数 a, 8 都 满足 
条 件 


sup |z je (z)| < eco 
TE 由 


的 一 切 函 数 fe C(%)(R,C) 的 集合 . 这 种 函数 叫做 ( 当 z 一 co 时 的 ) 迷 降 函数 
显然 , 速 降 函数 的 集合 , 关于 通常 的 函数 加 法 和 函数 与 复数 的 乘法 构成 线性 空 
间 . 


例 8 函数 e-”” 和 类 Clee) (了 ,C) 中 的 一 切 函 数 都 包含 在 S 中 . 
引 理 3 傅 里 叶 变 换 在 5 上 的 限制 是 S 作为 线性 空间 的 自 同 构 . 


< 我 们 来 验证 (f € 5S) 一 > (Fe 5). 

为 此 首先 注意 , 根据 命题 2a) 有 六 C(%)(R,C)， 

其 次 注意 , 乘 以 z*(a > 0) 的 运算 和 微分 运算 D 在 速 降 函 数 类 中 是 封闭 的 . 因 
此 , 对 任何 非 负 整 数 a 和 6, 从 fe 5 可 得 函数 D5(z*f(z)) 属于 空间 5. 根据 黎 曼 
引 理 , 它 的 傅 里 时 变换 在 无 穷 远 处 趋 于 零 . 但 是 , 根据 公式 (25),(26) 有 


DP (ze f(z))(E) = io+668Po(6)， 


于 是 我 们 证 明了 , 当 上 一 co 时 有 £5ft%\(€) 一 0, 亦 即 f €5. 

现在 证 明 $ = 5S, 亦 即 , 健 里 叶 变 换 把 5 映 成 整个 集合 5. 

我 们 记得 , 健 里 叶 变 换 与 健 里 叶 逆 变换 满足 一 个 简单 的 关系 /6) = f(-6. 显 
然 , 改变 函数 自 变 量 的 符号 是 把 集合 5 变 成 自身 的 运算 . 因此 , 健 里 叶 逆 变换 也 是 把 
空间 5 变 成 月 身 的 . 
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最 后 , 如 果 f 是 5S 中 的 任意 函数 , 那么 , 根据 已 经 证 明了 的 结果 p = fe S, 再 
由 反 演 公式 (24), 得 到 f = 

健 里 叶 变 换 的 线性 性 是 显然 的 , 因此 , 至 此 完全 证 明了 引 理 3. w 

3. 傅 里 叶 变 换 的 最 重要 的 演算 性 质 

a. 一 些 定义 、 记 号 和 例子 

土 边 我 们 已 相当 仔细 地 研究 了 定义 在 实 直 线 上 的 函数 了 : 民 一 C 的 傅 里 叶 变 
换 . 特别 是 , 我 们 弄 清 了 函数 本 身 的 正则 性 与 它 的 傅 里 叶 变 换 相应 的 性 质 之 间 的 联 
系 . 现在 , 即 当 这 个 问题 原则 上 已 经 解决 以 后 , 我 们 将 只 考察 充分 正则 函数 的 健 里 叶 
变换 , 为 的 是 避 开 过 于 复杂 的 技术 困难 , 并 集中 地 阐述 傅 里 叶 变 换 的 基本 演算 性 质 . 
这 里 我 们 将 不 只 考虑 一 维 的 , 而 且 也 考虑 高 维 的 傅 里 叶 变 换 , 对 它 的 基本 性 质 的 推 
导 实 际 上 并 不 依赖 于 前 边 讲 的 内 容 . 

只 想 研 究 一 维 情形 的 读者 可 假定 下 边 的 m” = 1. 


定义 5 设 f:R" 一 C 是 Rr* 上 的 局 部 可 积 函数 . 函数 
Fr . 1 ceil ,T) 小 
/一 机 人 ee (27) 


叫做 函数 的 傅 里 叶 变 换 . 


同时 注意 ,z 一 (Zz1, "*? , Tn),€ 一 (6 ”” , En )) (£, 7) 一 S171 十 … 十 SnZn， 而 认为 积 
分 是 在 主 值 意义 下 收敛 的 : 


A A 
1/ oz Znjdzi dzn := lm / | of(Z1 ,Tn)dr1i :drn. 
Rn 4 一 十 co Jj 一 4 一 4 


在 这 种 情况 下 , 高 维 傅 里 时 变换 (27) 可 以 看 做 ”个 一 维 的 傅 里 叶 变 换 , 它们 是 
对 变量 z1,.… ,zn 逐个 进行 的 . 

当 函 数 f 绝对 可 积 时 , 在 什么 意义 下 理解 积分 (27) 的 问题 , 一 般 不 会 发 生 . 

设 a= (a1,…,an) 和 B= (6B,:… ,Pr,) 是 多 量 指 标 它们 由 非 负 整数 a;, Dj,7 = 
1,… ,n 组 成 , 照例 , 还 设 De 表示 微分 算 子 a5-5; ,其 阶 数 al := aa 十 … 十 am 
而 z6 := x 人 

定义 6 用 符号 S(R",C), 或 者 在 不 致 引起 混淆 的 情形 用 符号 S 表示 一 切 非 负 
多 重 指标 a, 6 都 满足 条 件 


sup [zx* D*f(z)| < oo 
rER" 


的 COR",C) 中 的 函数 f 的 集合 . 这 种 函数 叫做 ( 当 z 一 co 时 的 ) 吉隆 函数 . 
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显然 , 具有 函数 加 法 的 运算 和 函数 乘 以 复数 的 运算 的 集合 5 是 线性 空间 , 叫 速 
降 函 数 衬 间 . 

例 9， 函 数 e-lel (其 中 jzlj2 = xz? 十 :… 十 z2) 和 所 有 C4 (R",C) 类 中 具 紧 支 集 
的 函数 都 包含 在 5 中 . 

如 果 f es 5, 则 关系 式 (27) 中 的 积分 显然 是 绝对 收敛 且 关 于 上 在 整个 空间 RR" 
上 是 一 致 的 . 其 次 , 如 果 fe 5, 那么 , 根据 通常 的 法 则 , 这 个 积分 关于 变量 &1,……. ,é， 
可 任意 多 次 微分 . 这 样 一 来 , 如 果 fe 5, 则 f€ CC)(R",C). 

例 10 我 们 来 求 函数 exp(--|zl2/2) 的 傅 里 叶 变换 ， 


当 积 分 速 降 函数 时 , 显然 可 以 应 用 富 比 尼 定 理 , 而 且 , 如 果 需 要 的 话 , 可 以 随意 
改变 反常 积分 的 顺序 
在 给 定 情况 下 , 利用 富 比 尼 定 理 和 例 4, 得 


pr 人 -lzl2/2 . oi(€,2) gy 
一 


-727/20 i Ti 0 一 一 —é&3 /2 一 —|é|? /2 
一 ] C .3 -T | € 一 已 
志 人 


3 一 1 
现在 ， 我 们 来 列 出 并 证 明 传 里 时 变换 的 基本 演算 性 质 同时 , 为 避免 在 技术 上 过 
于 复杂 , 我 们 认为 健 里 叶 变 换 是 对 5 类 函数 进行 的 . 这 大 约 就 像 , 但 愿 把 有 理 数 的 
运算 学 好 , 而 不 立即 去 学 整个 空间 到 中 的 运算 . 完备 化 的 过 程 是 同一 的 . 这 方面 可 
参看 练习 5. 


b. 线性 性 
仁 里 叶 变 换 的 线性 性 是 显然 的 : 它 由 积分 的 线性 性 得 到 . 
c. 微分 算 子 与 傅 蜂 叶 变换 的 相互 关系 


成 立 公式 
De f(é€) = (ieltc f(é), (28) 
(zof (7))(é) = (ID f(é). (29) 


< 像 公式 (25) 一 样 , 这 里 的 第 一 个 等 式 是 用 分 部 积分 得 到 的 (当然 , 如 果 是 讨 
论 空间 R" 中 的 问题 , n > 1, 要 先 用 富 比 尼 定 理 ). 

公式 (29) 推广 了 关系 式 (26), 它 是 关于 参数 £1 ，… ,局 直接 微分 积分 (27) 得 到 
的 . mw 


注 3 注意 到 显然 的 估计 


Fe < 人 fz)ldz < +eo 


7 {27)n/2 
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从 等 式 (28) 推出 : 对 任何 函数 f e 5, 当 £ 一 co 有 f(E) 一 0, 这 是 因为 Dj e 9. 
其 次 , 联合 公式 (28) 和 (29), 可 得 
DP (za Fz))(€) = (elt lBles pe flé), 


由 此 可 得 : 如 果 fe 5S, 那么 , 对 于 任何 非 负 多 重 指标 a 和 6, 当 在 下" 中 上 一 co, 有 
£8 Da Pre) 一 0. 这样 就 证 明了 


(f € 5)= (f es). 


d. 反 演 公式 
定义 7 由 等 式 ) : 
F .— 中 i(é€,7) 个 
f= mn | fe (0) 
确定 的 复 子 电 做 傅 里 叶 逆 变换 
成 芯 以 下 傅 里 叶 变 换 的 反 演 公式 : 
f=f=f (31) 
或 写成 傅 里 时 积分 形式 的 公式 : 
人 一 了 3 
1 四 = mn | fe a | (32) 


利用 富 比 尼 定 理 , 公式 (31) 可 立刻 从 一 维 健 里 叶 变 换 情形 的 相应 的 公式 (24) 推 
出 . 但 在 这 里 , 我 们 仍 按 原来 的 许诺 , 独立 地 证 明 这 个 公式 . 
< 首先 证 明 , 对 任何 函数 f,g € S(R",C) 成 并 


/ g(€) f(é)ei ade = | 9 f(z + Wdy. (33) 
R" Rn 


这 里 的 两 个 积分 都 有 意义 , 因为 f,g & 5, 从 而 根据 注 1 知 , 这 时 也 有 六 5 e 5. 
我 们 来 变换 欲 证 等 式 左边 的 积分 


Gm: 
1 一 去， 4 人， 
=- v0 aa fea) ea 


_ CT / 人 ge oa f(y)dy 
= | 3 -f(y)dy = SW + wd. 
R" R™ 
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这 里 所 做 的 积分 次 序 调换 是 合法 的 , 这 是 因为 1 和 9 都 是 速 降 函 数 . 这 样 , 等 
式 (33) 承包 验 证 了 
现在 , 我 们 注意 到 , 对 任何 。 > 0, 有 


Bn | sede a = es |e du =e ng 人 (区 
由 等 式 (33), 这 意味 着 ， 
人 seojeeed | eo) ftway= ff t ena 
注意 到 这 串 等 式 中 两 头 的 积分 关于 < 是 绝对 且 一 致 收敛 的 , 当 。 一 0 时 , 我 们 
得 到 
0) /Feeed = Ja) {au 
我 们 在 这 里 令 g(z) = es 12， 在 例 10 中 我 们 看 到 , 9(u) = el 2， 只 要 再 


记 起 欧 拉 - 泊 松 积分 /~ e-”dz = V7, 借助 富 比 尼 定 理 即 可 得 到 fe-l**/2dw = 
[27)"/2, 并 最 后 得 出 等 式 (32). > 
注 4 与 (32) 中 的 等 式 f= f 不 同 , 在 关系 (31) 中 还 有 等 式 广 = f. 但 这 后 一 


DO 


个 等 式 可 立刻 从 前 一 个 推出 , 因为 f(€) = f(-€) 和 f(-z) = f(z). 


注 5 我 们 已 经 看 到 (参看 注 3), 如 果 fe 5, 则 fe 5, 从 而 fe5, 亦 即 Sc5 
且 5c 3. 现在 , 由 关系 f= f=f 可 以 断言 ,S$ ==S=5. 


e. 帕 塞 瓦尔 等 式 
习惯 上 把 关系 式 
(f,9) = (f,9). (34) 
称 作 帕 塞 瓦尔 等 式 , 它 的 展开 形式 是 
/ f(z)9(z)dz = | GHGE (34/) 
R" 及” 
特别 地 , 从 (34) 得 
I = (0,7) = (7,f) = fl (35) 


从 几何 的 观点 看 , 等 式 (34) 表示 , 传 里 叶 变换 保持 函数 (空间 8 的 向 量 ) 间 的 内 
积 , 也 就 是 说 , 它 是 空间 8 的 等 中 变换 
有 时 也 把 关系 式 
.fess = 人 Jio)da (36) 
叫做 帕 塞 瓦尔 等 式 , 它 可 从 等 式 (33) 得 到 , 只 要 令 那 里 的 = = 0 即 可 
基本 的 帕 塞 瓦 尔 等 式 (34) 是 从 关系 (36) 得 到 的 , 只 要 以 9 代 答 那里 的 9 并 利 
用 (5) = 9 (因为 5=5 且 $= 9) 
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f. 傅 里 了 时 变换 与 卷 积 


成 立 以 下 重要 等 式 : 
(Ff * 9) = (27)"™/2f .9, (37) 
(fg9) = (27)-"/2f #9 (38) 


(有 时 叫做 博 雷 尔 公式 ). 它们 借助 储 里 叶 变 换 把 函数 的 卷 积 运算 和 函数 的 乘法 运算 
联系 起 来 . 
我 们 来 证 明 这 些 公式 : 


4 (FF = mr [row)e ear 


一 fw g(W)e —i(€,Yy) f(z—Yy) )e 一 er 一 Van dy 


1 —i(é,y —t(€,u 
- ma .se en | fe du| 四 
- 上 gle edy = (2m)"27(6)8(6) 


这 里 所 做 的 积分 次 序 调换 是 没有 问题 的 , 因为 jge 5S. 

公式 (38) 能 借助 反 演 公式 (32) 经 过 类 似 的 计算 得 到 . 不 过 , 只 要 记 起 f=f= 
FF 六 F= 以 及 太 T= 五 . 友 W55 一 去 + 二 等 式 (38) 就 可 从 已 经 证 明了 的 关系 式 
(37) 推出 . > 


注 6 如果 在 公式 (37),(38) 中 以 地 和 5 代替 f 和 g, 并 对 所 得 等 式 的 两 端 进行 
傅 里 叶 变 换 , 就 得 到 关系 式 
(f°9) = (27) "2(f #8), (37)) 
Cf *9) = (2r)"/2(F .8). (38") 
4， 应 用 举例 


现在 我 们 来 演示 一 下 怎样 把 傅 里 时 变换 (也 部 分 地 涉及 傅 里 叶 级 数 ), 应 用 于 其 
体 问题 . 


a. 波动 方程 


傅 里 叶 变换 能 成 功 地 应 用 于 数学 物理 方程 , 这 (在 数学 上 ) 首先 与 传 里 时 变换 能 
用 代数 的 乘法 运算 替代 微分 运算 密切 相关 . 


8§83 “” 傅 里 时 变换 . 505 . 


譬如, 求 函 数 v :及 一 下 满足 方程 
aou (x) 二 au Nz) + + anu(r) = f(x), 


这 里 ao,… ,an 是 常数 系数 , 而 f 是 已 知 阔 数 . 对 这 个 等 式 两 端 进行 傅 里 叶 变 换 ( 假 
定 函 数 w 和 了 是 充分 正则 的 ), 由 关系 式 (28), 我 们 得 到 一 个 关于 的 代数 方程 


(ao(i€)" + a(ié)" 1 +. + on)d(E) = f(éE). 


从 它 解 出 站 上 ) = 了 (E)/P(ia), 进行 傅 里 叶 道 变换 就 得 到 w(x). 
我 们 将 把 这 个 思想 用 于 求 函 数 .= u(x,y) 使 之 在 及 x 及 中 满足 一 维 波动 方程 
Ou » Ou 


re 一 QQ D3 (a>0) 
和 初始 条 件 。 
u(z,0) = f(z), 7 (x,0) = 9g(z) 

这 里 以 及 在 以 下 的 例子 中 , 我 们 将 不 去 论证 那些 中 间 计 算 的 合理 性 , 因为 在 求 
出 所 需 的 函数 后 ,直接 验证 它 是 所 提问 题 的 解 , 通常 要 比 进行 论证 和 克服 过 程 中 产 
生 的 那些 技术 性 困难 容易 得 多 .顺便 说 一 句 , 在 和 这 些 困 难 进行 的 原则 性 斗争 中 起 
本 质 作用 的 是 前 边 曾 提 及 的 广义 函数 . 

这 样 一 来 , 把 t 当做 参数 , 关于 x 对 方程 两 边 做 傅 里 叶 变 换 . 那么 , 只 要 一 方面 
认为 关于 t 的 微分 可 以 移 到 积分 号 外 , 另 一 方面 利用 公式 (28), 我 们 就 将 得 到 


DA t) = —a’é°a(é, t), 


由 此 求 出 \ 
lu(é,t) = A(E) cosatt + B(E)sinaétt. 
根据 初始 条 件 
&(é,0) = f(é) = A(é), 
i (€,0) = (uw)(é,0) = 9(€) = aé B(E). 
这 样 一 来 ， 
hi(é,t) = je) cosatt + 2 sin ctt 


_ FE)(eiott 十 e 一 Qtt 十 3 (ee et). 


给 这 个 等 式 添上 因子 ya 并 关于 & 积分 , 简 言 之 , 就 是 取 依 里 叶 逆 变换 , 利 
用 公式 (28), 立即 得 到 


u(x,t) = (f(z — at)+ f(z+at))+ : | (g(x — aT) + g(2 + aT))dr. 
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b. 热传导 方程 


傅 里 叶 变 换 还 有 一 部 分 ( 即 公式 (37/), (38/)) 在 研究 上 一 个 例子 中 没有 用 到 , 而 
在 寻求 销 数 尽 = wu(z 四 ,ZE 下" > 0, 使 之 在 全 空间 R" 中 满足 热传导 方程 
2 =a’Au (ae>0) 


和 初始 条 件 w(x,0) = f(x) 时 ， 时 不 了 很 妈 的 作用 
2 


0 
这 里 照例 设 A 一 地 5 +… + Bi 


关于 变量 z e Rn 完成 傅 里 叶 变 换 后 , 根据 (28), 我 们 将 得 到 一 个 常 微分 方程 


To(€,t) = 02(0)"(€? + + €2) a(t) 


a(€,t) = c(€)e® (I 
这 里 | = &2 十 … 十 双 . 注意 到 , &(&,0) = f(é), 我 们 求 出 
站 一 狼人 
做 傅 里 叶 逆 变换 , 并 注意 关系 式 (37), 得 到 
unt) = 2) 人 7)B@ ~ zt)dy, 


这 里 Eo(z,t) 是 那样 一 个 函数 , 它 关 于 z 的 侍 里 叶 变 换 是 函数 ce KI +. 函数 e-。 全 
关于 的 仿 里 叶 逆 变换 我 们 实际 上 已 从 例 10 知道 了 . 通过 明显 的 变量 替换 , 我 们 求 


出 je 
可 (四 = a7 (A ) ol 


置 E(x,t) = (27)-"2Eo(z,t), 我 们 就 求 出 了 早已 熟悉 (参看 第 17 章 84 例 15) 
的 热传导 方程 的 基本 解 


E(z,t) = (2ov 害 -er 和 > 0) 
和 满足 初始 条 件 u(z,0) = f(z) 的 解 的 公式 


u(x,t) = (f * E)(z,t). 
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c. 泊 松 公式 
称 函 数 p : 民 一 C ( 设 pe 5) 及 其 傅 里 时 变换 2 之 间 的 下 述 关 系 式 为 泊 松 公 


式 : 
V27 > Pp(27n) = >》 p(n). (39) 

公式 (39) 是 从 等 式 
V2 2 o 人 (十 27m) = >》 pn)e'™” (40) 


人 二 一 上 0， TC—— OO 


令 Z=0 得 到 的 . 我 们 来 证 明 (40), 假定 op 是 速 降 贡 数 . 

因为 ,0 e 5, 等 式 (40) 两 边 的 级 数 绝对 收敛 (从 而 它们 可 任意 求 和 ) 且 关 
于 整个 直线 上 的 zx 一 致 收 伍 . 其 次 , 由 于 速 降 函数 的 导数 本 身 也 是 S 类 函数 , 所 以 ， 
可 以 断言 , 函数 f(z) = yowolz+2rm) 属于 函数 类 Ce (了 ,C). 显然 , 函数 『 是 27- 


ikz, 
Be kr.k Ee z| 的 傅 里 叶 系 数 . 那么 ， 


周期 的 . 设 {es( 站 } 是 它 关 于 规范 正 交 系 | 


A 1 人 —¢k 人 x —1ki 
cx(f) := 去 上/ f(x)e “az = > 记 太 OZ 十 2710)e “dz 
Oo 27 (nN 二 1) 
Te pik _ 一 4 天 人 二: 
-0 


但 是 , f 是 光滑 的 2r- 周期 函数 , 因此 , 它 的 健 里 叶 级 数 在 任何 点 zs 及 都 收敛 
于 它 自己 . 因此 , 在 任意 点 ze 及 者 成立 天 系 式 


>, p(s+2rn)= f(z) 


二 一 吕 O 


- 2 a) 忘 二 oo Jeinz 


二 一 OO 


注 7 从 证 明 可 以 看 出 , 关系 式 (39),(40) 远 远 不 是 只 对 3 类 函数 才 成 立 . 但 是 
毕竟 在 p e 5 时 , 等 式 (40) 可 关于 变量 z 任意 次 逐 项 微分 , 作为 推论 , 能 得 到 一 些 
p,w'，…… 入 之 间 的 新 的 关系 式 ， 


d. 科 捷 利 尼 科 夫 名 定理 


和 前 边 一 样 , 这 是 一 个 以 傅 里 叶 级 数 和 傅 里 叶 积分 的 漂亮 联合 为 基础 的 例子 , 它 
与 信号 沿 通讯 管道 传递 的 理论 有 直接 关系 . 为 了 使 这 个 例子 不 显得 生硬 . 我 们 提醒 ， 
@ 科 捷 利 尼 科 夫 (B. A. Korer bumxos) ( 生 于 1908 年 ) 是 苏联 学 者 , 著名 的 无 线 电 通 讯 专家 . 
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由 于 我 们 感官 的 局 限 性 , 我 们 只 能 感受 到 一 定 的 频带 中 的 信号 . 警 如 ， 耳 抄 “ 听 见 ?” 
的 音频 范围 是 从 20 赫兹 到 2 万 赫兹 . 这 样 一 来 , 对 无 论 什 么 信号, 我们 就 像 一 个 滤 
波 器 (参看 第 1 段 ) , 仅仅 截取 了 它们 的 谱 中 被 限定 的 部 分 , 并 把 这 些 信 号 作为 具有 
限 谱 的 信号 接受 . 

因此 立即 认为 , 我 们 发 出 或 接收 到 的 信号 f(t) (这 里 t 是 时 间 , -ce < t < co) 
都 有 有 限 谱 , 它 的 谱 仅 对 不 超过 某 一 临界 值 a > 0 的 频率 w 才 异 于 零 . 这 样 一 来 ， 
f(w) 三 0 当 |w| > a, 因此 , 具有 限 谱 的 函数 的 表示 式 


1 So iwt 
化 成 了 只 在 区 间 [-a, al 上 的 积分 : 


f(t) = 元 三 fll)etgy (41) 


在 区 闻 [-a,al 上 , 我 们 把 函数 F(w) 关于 这 个 区 间 上 的 完全 正 交 系 {ee “Kk.ke 
Z} 展 成 健 里 叶 级 数 


OW 


f(w) = > ck(j)e (42) 


注意 到 公式 (41), 我 们 得 到 这 个 级 数 的 系数 cx( 户 的 以 下 简单 表达 式 : 
(on) 


20 


xf = Foe rd = 
把 级 数 (42) 代入 积分 (41), 并 考虑 到 关系 式 (43), 我 们 求 出 
f(t) = 梭 bl f (- k)e iwt— | dy 
起 f (= e) piw(t— Hk) oy. 
算出 这 些 初等 积分 后 , 我 们 就 得 到 科 捷 列 尼 科 夫 公子 
sinalt— 一 大 
f(t) = > 站 (一 le (44) 
公式 (44) 表明 , 为 了 重建 用 函数 f(t) 描述 的 通信 信息 , 如 果 f(t) 有 集中 在 频带 
lw| 和 a 内 的 有 限 谱 ， 则 只 需 每 过 相等 的 一 段 时 间 A = /a, 就 沿 通讯 管道 拍 发 给 定 


函数 的 值 f(kA) (所 谓 读 值 ) 
这 个 断言 连同 公式 (44) 属于 科 捷 列 尼 科 夫 , 叫做 科 捷 列 尼 科 夫 理 论 或 读数 理论 
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注 8 插值 公式 (44) 本 身 在 数学 中 还 在 科 捷 列 尼 科 夫 的 工作 (1933 年 ) 以 前 就 
已 经 知道 . 但 是 , 展开 式 (44) 在 连续 信息 沿 通 讯 管 道 传递 理论 中 的 基本 意义 是 科 捷 
列 尼 科 夫 的 工作 首次 指出 的 . 推导 公式 (44) 的 上 述 思 想 也 是 属于 科 捷 列 尼 科 夫 的 . 

注 9 通讯 的 实际 播发 和 接收 时 间 实 际 上 是 有 限 的 , 因此 , 代替 整个 级 数 (44)， 

N 
取 它 的 某 一 部 分 和 > 对 这 时 所 产生 的 误差 有 专门 的 研究 . 

注 10 如 果 已 知 在 给 定 的 通讯 管道 中 播发 通讯 信号 f(t) 的 一 个 读 值 需要 占用 
多 少时 间 , 则 容易 估计 出 沿 该 通讯 管道 可 以 平行 播 出 这 种 通讯 信号 的 数量 换 句 话 
说 , 出 现 了 对 通讯 管道 的 通过 能 力 做 出 估计 的 可 能 性 (此 外 , 通过 能 力 还 依赖 于 通讯 
信号 的 信息 浓度 , 而 信息 浓度 是 用 信号 f(t) 的 谱 说 明 的 ). 


练习 
1. a) 详细 写 出 关系 式 (16) 一 (19) 的 证 明 . 
b) 把 传 里 叶 变 换 看 做 映射 f > f, 试 证 , 它 有 如 下 经 常用 到 的 性 质 : 
flat) 一 3f (2) 
(相似 法 则 ); 
f(t to) flwe 
(输入 信号 位 移 ~ 傅 里 叶 原 像 关 于 时 间 的 位 移 , 或 位 移 定 理 ): 


f(t + to) f(t to)] ~ | A ee 
f (te > f(w + wo) 
( 伟 里 叶 变 换 关于 频率 的 位 移 ) 
f(t) coswot mm 3[f(w — wo0) + Fw + wo)] 
f(t) sinwot > 3 [fw ~ wo) — Fw + wo) 
( 简 谐 信号 的 振幅 调制 ) 
jbsinz co 32f(w) ~ fl = w0) ~ fw + wo)]. 
c) 试 求 下 列 函 数 的 信里 叶 变 换 (或 如 通常 说 的 傅 里 叶 像 ): 
ru 人 = | 二 当 乓 和 4 
0， 当世 >4 


( 算 形 脉冲 ); 
IILA(t cos cot 
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(用 和 宅 形 脉冲 调制 的 简 谐 信号 ); 
Ila(t+2A)+Ila(t — 24) 
/ (两 个 同一 极 性 官 形 脉冲 ); 
Ia 一 4 一 IE 十 4) 
(两 个 不 同 极 性 的 矩形 脉冲 ); 
1/1_ 由 y ， 
we- (1 一 生 ), 当 则 < 人 4 
0, 当 时 > 4. 
(三 角形 脉冲 ); 
cos ut” 和 sin at (a > 0); 
| 和 tl -3e-°ltl(a > 0). 
d) 试 求 下 列 函 数 的 傅 里 叶 原 像 : 


。 wA sin” wA , 2wA 
SinNC—, 21————, 28Inc 一 一 
Tt wA i 


这 里 sincZ := 2 是 读数 函数 
e) 利用 上 边 的 结果 , 求 下 述 我 们 已 经 遇 到 过 的 积分 的 值 


OO . OO "2 | OO 
SN Sl 必 也 , . 
/ — dx, / 2— dz, / COST dz, / sin xX’ dz. 
— OO 必 — OO L — OO 一 Co 


f) 验证 函数 f(t) 的 健 里 叶 积 分 可 以 写成 以 下 任 一 种 形式 .: 


f(t) ~ 三 f(w)e™“dw = /和 f(r)e dz 
一 二 Ff f(x) cos2w(x — t)dz. 


于 


2. 设 /= f(z,y) 是 二 维 拉 普 拉 斯 方程 了 上 5 _ 0 在 半 平面 y > 0 上 满足 以 下 条 件 的 解 : ， 
f(z,0) = g(z), 而 且 对 任何 zx ER 民 当 yy 一 十 oo 时 有 f(z,y) 一 0. 
a) 验证 函数 f 关于 变量 x 的 依 里 叶 变 换 f(&,y) 具有 9(&)e-"isi 的 形式 . 
b) 试 求 函数 e-%ll 关于 变量 & 的 傅 里 叶 原 像 ， 


c) 现在 , 试 求 (在 第 17 章 84 例 5 已 经 磁 到 过 的 ) 函 数 f 的 泊 松 积分 形式 的 表达 式 


f(x,Yy) = =/ (és 
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3. 我 们 记得 , 量 M.(f) = /xz”f(z)dz 叫做 函数 f : 民 一 C 的 m 阶 矩 . 特别 地 ,如 果 j/ 
是 一 个 概率 分 布 密 度 , 亦 即 f(x) > 0 且 [f(z)dz = 1 则 zo = Mi(f) 是 具有 分 布 f 
的 随机 变量 x 的 数学 期 望 , 而 这 个 随机 变量 的 方差 c” := f[ (z 一 xz0) f(x)dz 能 表示 成 
o” = M2(f) ~ MI(f) 的 形式 . 
我 们 考察 函数 了 的 下 列 健 里 叶 变 换 


Fe = 人 (zjereedz 


把 e-** 展 成 级 数 , 试 证 : 
a) 如 果 , 譬如 , f e 9, 则 /6) = 到 CY Mr) on 


nl! 
b) Mn(f) = (i)"f™(0),n = 0,1,.: 
c) 现 设 f 是 实 值 的 , 则 f(w) = A(&)ei?), 这 里 A(€) 是 模 , 而 ole) 是 Fe) 的 辐 角 , 同 
时 , 4(6) = 4(-6 和 yp(-&) = 一 p(&). 为 规范 起 见 , 设 [f(z)dzx = 1. 试验 证 


F =1+ip(0)é+ SP e+ og) (€—0) 


0:= Mi(f) = —y (0), 而 o? = M2(F) — M2(f) = —A”(O). 


4. a) 验证 函数 e-°l*l(a > 0) 以 及 它 的 对 z 关 0 的 一 切 导数 , 在 无 穷 远 处 的 减 小 速度 比 变 量 
Iz| 的 任何 负 指 数 赛 都 快 . 尽管 如 此 , 这 个 函数 并 不 属于 函数 类 5. 
b) 试 证 , 这 个 函数 的 傅 里 时 变换 在 及 上 无 穷 次 可 微 , 但 不 属于 函数 类 5 (仍然 是 因为 el? 
在 z= 二 0 不 可 微 ). 
5. a) 试 证 函数 类 5 的 函数 在 空间 8X2(R”,C) 中 稠密 , 这 里 Ro(R”,C) 是 由 绝对 平方 可 积 销 
数 :了 "一 CC 构成 的 , 在 其 中 定义 了 内 积 (f, 9g) = 有 (f :9)(z)dz, 由 这 个 内 积 产生 的 
范 数 | jj = ( 扩 , |fl?(z)dz)3 以 及 距离 d(f,9) = 一 gl 
b) 现在 把 5 看 做 具有 上 述 距 离 的 距离 空间 ( 即 有 R*” 上 均 方 差 意义 下 的 收敛 性 )， 设 
L2(R",C), 或 简 记 做 La， 是 距离 空间 (8S, d) 的 完备 化 (参看 第 9 章 ,85)， 每 个 元 素 
f e Lz 由 函数 pk e 5 的 序列 {px} 确定 , 这 个 序列 是 距离 d 意义 下 的 柯 西 序列 
试 证 , 这 时 函数 ps 的 傅 里 叶 像 的 序列 {2x} 也 是 S 中 的 柯 西 序列 , 因而 , 它 给 出 
一 个 确定 的 元 素 f € Lz, 这 个 元 素 很 自然 地 应 叫做 元 素 f e Lz 的 健 里 时 变换 . 
c) 在 Lz 中 引进 自然 的 代数 结构 和 内 积 , 关于 它们 , 傅 里 叶 变换 L2 今 L2 是 L2 到 自身 上 的 
线性 同 构 映 射 . 
d) 通过 函数 f(z) = -万 二 这 个 例子 可 以 看 出 , 如果 fe a(R,C), 未 必 有 fe RR,C)， 
虽然 如 此 , 如 果 f € RH(R,C), 则 由 于 f 是 局 部 可 积 的 , 可 以 考察 积分 


py 4 
fa(é) = -去 人 f(r)e dr. 


试验 证 : fa e C(R,C) 且 fa € R2(R, C). 
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e) 试 证 : 当 4 一 +eo, f4 在 Ls 中 趋 于 某 元 素 fe Lz, 且 当 4 -+oo 时 有 fl| 一 
上 f= JI 这 叫 普 朗 谢 雷 尔 @ 定理 ). 


6. 测 不 准 原理 . 设 w(z) 和 W%(p) 是 S 类 函数 (或 练习 5 中 空间 Ls 的 元 素 ), 而 且 w= 以 
及 [|pl*(z)dz = [wl*(p)dp = 1. 在 这 种 情况 下 , 函数 lpj|” 和 lu 2 可 以 分 别 看 做 是 
两 个 随机 变量 z 和 p 的 概率 分 布 密度 

a) 试 证 : 可 用 函数 yp 的 自 变 量 位 移 (相当 于 特别 选取 目 变 量 的 起 算 氮 )， 不 改变 量 || 9 但 能 
使 得 到 的 新 函数 p, 使 Mi(lep|?) = Js_ zlp|?(z)dz = 0 ， 然 后, 在 不 改变 Mi(lp|?) = 0 

的 前 提 下 , 对 函数 多 经 过 类 似 的 自 变量 位 移 达 到 使 Wai (ly = [plwl*(p)dp = 0. 

b) 对 于 实 参 数 a, 考察 量 
|aze(z) +w (zj dz > 0， 


斌 根据 帕 塞 瓦尔 等 式 和 公式 ww(p) = ipp(p) 证 明 a2Ma(leol2) - a+ Mz(Iw|?) > 0.{ 关 
于 Mi 和 Ma 的 定义 可 参看 练习 3.) 
c) 试 由 此 推出 | 
7 
这 个 关系 式 表 明 函 数 p 本 和 喘 越 “集中”, 它 的 健 里 叶 变 换 就 越 “ 玖 散 ”, 反 过 来 也 对 . (天 
于 这 方面 可 参看 例 1 和 练习 7 b)). 
在 量子 力学 中 , 这 个 关系 式 叫 做 测 不 准 原理 , 它 有 基体 的 物理 含义 . 譬如 , 不 可 能 把 量子 
的 坐标 和 它 的 动量 同时 测量 精确 . 这 个 基本 的 事实 (叫做 海 森 堡 @ 测 不 准 原理 ) 在 数学 上 与 
上 边 求 出 的 Maz(lel 和 和 M2z(|w|*) 之 间 的 关系 是 一 致 的 . 
以 下 三 个 练习 给 出 了 初等 的 广义 函数 傅 里 叶 变 换 概念 . 
7. a) 试 利用 例 1 求 出 用 函数 


M2(|p| ) M2 (|W|) > 


1 
A (t) — | 90y’ 当 0 < QO) 
0， 当 他 >a. 
表示 的 信号 的 谱 . 
b) 细致 地 考察 当 a 一 十 ce 时 函数 Ao(t) 及 其 谱 的 变化 情况 ; 按照 你 的 看 法 6- 函数 所 表 
示 的 单位 脉冲 的 谱 是 怎样 的 ， 
c) 现在 试 利用 例 2 求 出 理想 低频 滤波 器 ( 具 频 率 上 限 a) 的 输出 信号 p(t), 它 是 单位 脉冲 
6(t) 的 啊 应 . 
d) 现在 试 根据 所 得 到 的 结果 解释 科 捷 列 尼 科 夫 级 数 (44) 的 项 的 物理 意义 , 并 提供 一 个 以 
科 捷 列 尼 科 夫 公式 (44) 为 基础 播发 具有 限 谱 信和 号 f(t) 的 方案 . 
8. 施 瓦 效 空间 . 试验 证 : 
a) 如 果 pp € 5, 而 P 是 多 项 式 , 则 (P. wp)€ 59. 
@ 普 朗 谢 雷 尔 (M. Plancherel) (1885 一 1967) 是 瑞士 数学 家 . 


* 译 者 注 . 原著 中 本 练习 把 Mi(lpj2), Ma(lyj2) 误 印 成 Ma(lel) 和 Ma(lwl) 
@ 海 森 堡 (B. Heisenberg) (1901 一 1976) 是 德国 物理 学 家 , 是 量子 力学 的 创始 人 之 一 -. 
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b) 如 果 we53, 则 Depe5 且 DA(P.Deop)e5S, 这 里 ac 和 是 任意 多 重 指标 , 而 已 是 
多 项 式 . 

c) 在 S 中 引进 以 下 收敛 概念 ， 函数 ok E S 的 序列 {px} 被 认为 收敛 于 零 , 如 果 对 任何 非 
负 多 重 指标 a, 8, 函数 序列 {zx DD?* px} 在 有 ”上 一 致 收 和 敛 于 零 . 关系 式 p 一 E5 
表示 (wp 一 pk) 一 0 在 5S 中. 

附加 了 这 里 指出 的 收敛 性 的 速 降 函数 线性 空间 5 叫做 施 瓦 效 空 间 ， 
试 证 : 如 果 px 一 yp 在 5S 中, 则 Bk 一 乡 在 5S 中 当 上 -= oo0. 这 样 一 来 , 健 里 叶 变 
换 是 施 瓦 兹 空间 中 的 线性 连续 变换 . 


9. 缓 增 广 义 函 数 空间 38'. 定义 在 速 降 函数 空间 S 上 的 线性 连续 泛 函 叫做 缓 增 广义 函数 . 这 种 
泛 函 的 线性 空间 (空间 5S 的 共 轿 空间 ) 用 符号 5' 表示 . 泛 函 下 E 5S' 在 函数 weS 上 的 值 
用 符号 下 (Pp) 表示 . 
a) 设 P:R" 一 C 是 nn 个 变量 的 多 项 式 , 而 上 :了 "一 C 是 局 部 可 积 函 数 且 在 无 穷 远 处 满 
足 估计 |f(z)| < |P(x)| ( 亦 即 当 x 一 ce 时 它 可 能 是 增长 的 , 但 增长 速度 不 超过 千 式 增 
长 ). 试 证 : 如 果 置 
fo = 人 yzjetodz (pe5) 
则 可 把 f 看 做 是 空间 5S’ 的 (正则 ) 元 素 . 
b) 广义 函数 已 < S 乘 以 通常 的 函数 f : R” 一 C, 照例 是 用 关系 Ce ) := F(fyp) 定 
义 . 试验 证 : 对 类 5' 中 的 广义 函数 不 仅 能 合理 地 定义 它 与 函数 f e 5 的 乘积 , 而 且 可 以 
合理 定义 它 与 多 项 式 P : R* -> C 的 乘积 . 
c) 广义 函数 Fe S' 的 微分 是 用 传统 方法 定义 的 : (D*F)(yg) := (-1)c FFCDep) 
试 证 这 个 定义 是 合理 的 , 亦 即 , 如 果 已 < 3 则 D*F € 5S' 对 任何 非 负 整数 多 重 指 
标 a = (al,…… ,an) 部 成 立 . 
如 果 f 和 wp 是 充分 正则 的 函数 { 忌 如 属于 函数 类 5S), 则 从 关系 (36) 可 以 看 出 , 成 并 等 
式 


> 


f(y) = 人 jejp(z)dz= 人 Flz)p(z)dz = HB) 


这 个 等 式 ( 帕 塞 瓦尔 等 式 ) 也 用 来 作为 定义 广义 函数 FF e 5' 的 传 里 叶 变换 天 的 基 
础 , 按照 定义 , 令 疡 (p) := F(D)， | 
由 于 空间 8 关于 传 里 时 变换 是 不 变 的 , 这 个 定义 对 任何 元 素 已 3' 都 是 合理 的 . 
试 证 : 这 个 方法 对 DD'(R") 中 的 广义 函数 不 行 ， 正 是 这 种 情况 , 说 明了 施 巨 兹 空间 
5' 在 傅 里 时 变换 理论 及 其 在 广义 函数 的 应 用 中 所 起 的 重要 作用 
e) 在 练习 7 中 我 们 得 到 了 5- 函数 的 傅 里 叶 变 换 的 初等 的 概念 . 5- 函数 的 傅 里 时 变换 若 能 
直接 按照 正则 函数 的 傅 里 时 变换 的 一 般 定义 去 求 , 那么 , 我 们 将 有 


$6(€) = ja / 6(z)e sqdz = pt 
现在 ， 试 证 明 ， 用 正确 的 方法 求 广义 函数 5 e S'(R") 的 傅 里 叶 变换 ， 亦 即 根据 等 式 
j(p) = 5(p) 去 求 , 将 得 到 (同样 结果 ) 5(9) = 9(0) = [37575， 于 是 ,6- 函数 的 传 里 叶 
变换 是 常数 函数 . (可 以 改变 傅 里 时 变换 的 规范 , 使 这 个 常数 等 于 1, 参看 练习 10.) 
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f) S' 中 的 收敛 性 ， 照例 是 在 广义 函数 意义 上 的 收敛 性 , 其 含义 是 : (有 一 下 在 S' 中 当 
nao00):= (vp ES(Fn(¥) 一 下 (P) 3 n= 00)). 
试验 证 6- 函数 的 反 演 公 式 ( 健 里 叶 积分 ): 


A 
$0) = im Ban {| ied. 
g) 设 5(z 一 zo) 像 通常 一 样 表示 6- 函数 往 点 zo 的 位 移 , 亦 即 6(x 一 zoj(p) = yp(zo). 试 
验证 : 级 数 


Do N 
2 6 —n)(= 2 5(z — n)) 


人 二 一 OO 


在 空间 S' 中 收 全 (这 里 5 € S"(R),n € ZZ). 
h) 利用 广义 函数 收敛 级 数 的 逐 项 微分 合法 性 , 并 注意 到 82 练习 13 f) 中 的 等 式 , 证 明 : 如 
果 下 = 2 6(z 一 n), 则 


F = V2n 3 0(zZ — 27n). 


1 DOO 


i) 试 利用 关系 式 户 (o) = F(5) 从 上 边 的 结果 求 出 泊 松 公式 (39). 
j) 试 证 在 椭圆 函数 理论 和 热传导 理论 中 起 重要 作用 的 关系 式 (9- 公式 ): 


2 
OO 2 Tr OO 二 2 
) —tn” __ | ) 
Nn 二 一 OO 


1 二 一 


10. 如果 函 数 站: 民 一 C 的 传 里 叶 变换 妾 [有 由 公式 
Fo) := 亲朋) := 人 f(t)e-2rivtadt 
定义 ， 则 许多 与 傅 里 叶 变换 有 关 的 公式 都 将 变 得 特别 简单 和 优 关 
a) 试验 证 : Fw) = -于 ;/ C63 . 
b) 试 证 : 党 区 [月 ](9 = f( 一 妖 , 亦 即 
10 = Fea 
这 是 f(t) 按 不 同 频率 v 的 谱 波 展开 的 最 自然 的 形式 , 而 这 个 展开 式 中 的 f(v) 是 函 孝 f 
的 频谱 
c) 试验 证 :56 = 1,1 二 6. 
d) 试 证 : 泊 松 公式 (39) 现在 可 取 以 下 特别 优美 的 形式 : 


》 pn)= DS) 


Fh OO 性 二 一 OOO 


我 们 遇 到 的 大 部 分 现象 , 在 数学 方面 是 用 彼此 间 有 相当 复杂 的 依赖 关系 的 一 组 
参数 来 刻画 的 . 但 是 , 对 现象 的 描述 , 通常 都 做 了 非常 重要 的 简化 如 果 已 知 某 些 参 
数 或 参数 组 合 很 大 或 很 小 的 话 


例 1 在 描述 其 速度 wv 远 小 于 光速 (v < c) 的 相对 运动 时 , 可 以 用 伽利略 变换 
T 一 2 一 oO t=t 


代替 洛 伦 北 变 换 (第 1 章 83, 例 3) 


因为 v/c 过 0. 
例 2 捍 的 振动 周期 


T /2 
ra 
9 .j0 1 — k2sin*0 


通过 参数 妇 = sin? 也 与 搜 对 稳定 平衡 位 置 的 最 大 倾角 po 相 联系 (参看 第 6 章 84). 
如 果 振 动 是 微小 振动 即 wo ~ 0, 则 得 到 这 种 振动 的 周期 的 一 个 简单 公式 


了 O27 L 
9 
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例 3 设 在 质点 m 上 作用 着 一 个 使 它 回 到 平衡 位 置 去 的 力 , 这 个 力 正比 于 偏离 
量 (弹性 系数 为 k 的 弹性 力 ), 还 作用 着 一 个 介质 阻力 , 它 正比 (比例 系数 为 a) 于 质 
点 速度 的 平方 . 在 这 种 情形 , 运动 方程 有 


7 天 十 az 十 KZ 一 0 


的 形式 (参看 第 5 章 4$6). 
如 果 介 质 “ 变 稀疏 ” 了, 则 a 一 0, 从 而 应 假定 运动 变 得 接近 于 方程 


mi krt=0 


所 描述 的 运动 (频率 为 VE 的 简 谐 振动 ) 而 如 果 介质 “ 变 稠 ” 了 , 则 a oo, 从 而 
除 以 a 后 作为 极限 得 到 方程 2 = 0, 即 z(t) = 常数 


例 4 如 果 r(z) 是 不 超过 ze 民 的 质数 的 个 数 , 那么 ,众所周知 (参看 第 3 章 
82), 对 很 大 的 z,r(z) 的 值 能 以 很 小 的 误差 按 公 式 


7 
TI(Z) 之 I 


求 出 ， 
例 5 极其 平凡 但 不 乏 重 要 性 的 关系 式 是 


snzA2zZ 或 lIn(1 十 7X) 完 z， 


z 越 接 近 于 零 , 它们 的 相对 误差 越 小 (参看 第 5 章 83). 如 果 愿 意 的 话 , 可 根据 泰勒 公 
式 添加 一 项 或 更 多 后 续 项 使 这 些 关 系 式 变 得 更 加 精确 ， 
sinZ 色 2 一 Tr ln(1 十 Z) 宕 2 一 2 


| 


这 样 一 来 , 问题 在 于 利用 好 当 某 个 表征 现象 的 参数 (或 参数 组 合 ) 变 得 很 小 ( 趋 于 零 )， 
或 相反 地 , 变 得 很 大 ( 趋 于 无 穷 ) 时 所 发 生 情况 的 特点 , 对 所 研究 的 现象 作出 一 个 易 
于 观察 的 、 方 便 的 、 本 质 上 正确 的 描述 
因此 , 本 质 上 还 是 极限 过 渡 理 论 的 问题 ， 
这 类 问题 叫做 渐 近 问题 . 很 清楚 , 实际 上 在 数学 和 自然 科学 各 部 门 都 有 这 类 问 
题 

求解 渐 近 问题 通常 包括 以 下 几 步 : 完成 极限 过 渡 并 寻求 渐 近 式 ( 主 项 ), 即 现象 
的 适当 简化 描述 ; 对 因应 用 所 得 渐 近 公式 产生 的 误差 进行 估计 , 分 析 渐 近 公 式 的 适 
用 范围 : 将 渐 近 主 项 更 加 精确 化 , 这 个 过 程 类 似 于 在 泰勒 公式 中 添加 后 续 项 (但 远 非 
总 是 那样 的 计算 过 程 ). | 
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求解 渐 近 问题 的 方法 (叫做 渐 近 方法 ) 通常 与 问题 的 特点 有 非常 密切 的 联系 . 当 
然 . 泰勒 公 式 属 于 罕见 的 相当 一 般 、 同 时 又 是 基本 的 一 类 渐 近 公式 , 它 是 微分 学 中 
最 重要 的 关系 式 之 一 . 

这 一 章 打算 把 分 析 学 的 基本 渐 近 方法 的 一 些 初等 知识 给 予 读者 . 

在 81 我 们 引进 有 关 基 本 渐 近 方法 的 一 般 概念 和 定义 , 而 在 82 我 们 利用 它们 统 
述 了 构造 拉 普 拉 斯 积分 的 渐 近 展开 的 拉 普 拉 斯 方法 . 这 个 方法 是 拉 普 拉 斯 在 研究 概 
率 论 的 极限 理论 时 发 现 的 , 它 是 后 来 由 黎 曼 发 展 起 来 的 渐 近 分 析 理 论 的 主要 组 成 部 
分 , 通常 在 复 分 析 教 程 中 有 这 方面 内 容 的 叙述 . 各 种 渐 近 分 析 方 法 的 进一步 的 知识 
可 在 文献 索引 列 出 的 专门 书籍 中 找到 , 这 些 书 中 又 有 这 类 问题 的 丰富 的 参考 文献 目 
录 . 
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1. 基本 定义 
a. 渐 近 估计 和 渐 近 等 式 
为 完整 起 见 , 开始 我 们 先 给 出 一 些 提 示 和 说 明 . 
定义 1 设 /:X 一 Y 和 g:XX-Y 是 定义 在 集合 X 上 的 实 值 , 复 值 , 或 一 般 
向 量 值 (与 集合 Y 的 性 质 相 对 应 ) 函数 , 又 设 好 是 X 中 的 基 . 这 时 , 关系 式 
f = O(g) 或 f(z) = O(g9(7)), x € X, 
f = 0(g) 或 f(z) = O(g(z)), 在 基 人 当下， 
f = olg) 或 f(z) = o(g(z)), 在 基 色 下 ， 
根据 定义 表示 , 等 式 |f(z)| = a(z)jlg(z)| 中 的 实 函数 a(z) 分 别 是 X 上 的 有 界 , 关于 
基 外 最 终 有 界 和 关于 基 外 为 无 穷 小 的 函数 . 


这 些 关 系 式 通常 叫做 (函数 f 的 ) 渐 近 估计 
关系 式 


1 ~9 或 flz)~9(z) 在 基色 下 


通常 叫做 这 两 个 函数 在 基 好 下 渐 近 相等 , 或 称 它 是 在 基 % 下 的 渐 近 等 式 中 , 它 表 不 
f(x) = 9g(z)+o(g(z)) 在 基 芭 下 . 
渐 近 估计 和 渐 近 等 式 统称 渐 近 公式 . 
在 指 不 指出 函数 自 变量 无 关 紧 要 的 地 方 , 将 采用 缩写 记号 f = o(g),f = 0(9)， 
f ~ g. 这 些 我 们 都 已 系统 使 用 过 . 
注意 , 还 经 常用 符号 ~ 表示 渐 近 相等 . 
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如 果 f = 0(9) 且 同 时 有 9 = 0( 有 ), 则 说 f ~ 9 称 /和 9 关于 给 定 的 基 是 同 阶 
量 . 

在 我 们 以 下 研究 中 , 设 了 =C 或 了 = 了 RiIXCcC 或 XCR; 照例 , 设 % 是 基 
和 37 一 0 或 基 X 3 yz 一 oo， 

特别 地 , 利用 引进 的 这 些 记 号 , 可 以 记 


cos Tz = O(1),zT € RR, 

cosz #0(1),zEC, 

jnez 一 1 十 2 十 oflz) 当 > 一 0,zeEC 
(1+7z)*=1+az+o(x) 当 xz 一 0,x€RR, 

T(Z) = 一 +0( 汪 ) 当 z 一 十 co,Z € 民 , 


注 1 关于 渐 近 等 式 , 注意 到 它们 只 是 一 些 极限 关系 是 有 益 的 .为 它们 用 于 计 
算 , 事先 应 完成 与 余 项 估计 有 关 的 辅助 性 工作 . 关于 这 一 点 , 在 讨论 泰勒 公式 时 我 们 
已 经 说 过 . 此 外 , 还 应 当 注意 , 渐 近 相等 一 般 说 来 只 允许 用 于 要 求 相 对 误差 小 的 计算 ， 
而 不 能 用 于 要 求 绝对 误差 小 的 计算 . 例如 , 当 z 一 +oo 时 , 差 r(z) 一 一 一 并 不 趋 于 
零 , 因为 对 每 个 素数 值 z, 函数 x(z) 有 一 个 单位 跳跃 . 同时, 以 一 代替 r(z) 的 相 
对 误差 趋 于 零 : 
op 


( T 
mz) 
我 们 下 边 将 会 看 到 , 这 种 状况 在 计算 方面 导致 浙 近 级 数 , 它 关 心 的 是 近似 的 相 
对 误差 而 不 是 绝对 误差 ， 因 此 , 与 古典 级 数 不 同 , 这 种 级 数 常常 是 发 散 的 ， 在 古典 
级 数 情况 被 近 似 的 函数 和 级 数 前 n 项 部 分 和 之 差 的 绝对 值 , 当 nn _，+oo 时 , 趋 于 
零 . 


lm zx 


一 0 当 x 一 十 00. 


我 们 来 考察 几 个 求 渐 近 公式 的 例子 . 


例 6 计算 nl! 或 Innl! 的 值 的 繁重 程度 随 着 ne N 的 增长 而 增加 . 但 是 , 利用 m 
很 大 这 个 条 件 我 们 将 得 到 一 个 适用 于 计算 jnml 的 近似 值 的 渐 近 公式 . 


从 明显 的 关系 式 
n 人 k n n K 十 1 n 二 1 
/ mzdr = / nzdz < Dnk< Df nzdz= | ln xazx 
1 大 一 2 一 k=1 k=2 "上 2 


推出 
n 2 n 二 +1 
o<mm- 上/ mzdz< 上 nzdz+ 上 In zdz < lIn2(n 十 ]1). 
1 1 nn 
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但 是 ， 


1 
/ Inzdz =n(Inn m1)+1=ninn—(noa1) 
1 
因此 , 当 n 一 co, 有 


lInn! -| In zdz + O(ln2(n + 1)) 
1 


= nnn 


(人 一 上 十 On 三 ?am 十 On 

由 于 当 n 一 +oo 时 有 O(n) = omlnm， 公式 lnan! sz3 ninn 的 相对 误差 当 
n 一 十 oo 时 超 于 零 . 

例 7 试 证 , 当 z 一 二 oo 时 , 函数 


I et 
1 


与 函数 g,, (x) = zx-"er 渐 近 等 价 , 这 是 因为 当 x 一 十 co 时 有 gn(z) 一 十 oo, 而 应 用 
洛 必 达 法 则 , 得 

fn(7) 

T+00 gn(7) 


例 8 研究 函数 


fn (7) 


to0 gL(T) 


Tne”™ 


: 二 1. 
z 一 十 co Tne 一 TU 一 ez 


Z 
fo= |/ 一 出 


当 z 一 +eo 时 的 渐 近 行为 , 这 个 函数 与 积分 指数 


Ei(z) = / Sd 
只 差 一 个 第 数 . 
利用 分 部 积分 ， 


f(z) = 


得 
了 | 十 /5 —(t = Ce $5) + 
le 2e 3let 
(和 + 儿 + 
0! 1 2! 1)IN\ | 7Z nlet 
一 6: 人 + dt 
最 后 这 个 积分 , 如 在 例 7 中 已 经 证 明 的 , 当 z 一 +co 时 是 O(z-mtVe?). 把 t=1 
时 得 到 的 常数 一 e > (Ek 一 1)! 也 包括 在 O(z-(*+ ez) 内 , 我 们 就 得 到 


+/ 3 2e 4 


-eo o( 扣 


520 第 十 九 章 渐 近 展开 


近似 等 式 
二 1Y! 
/= 六 下 二 
天 三 1 


的 误差 O { -< | 与 最 后 这 个 和 式 中 的 每 一 项 , 其 中 也 包括 与 最 后 一 项 相 比 , 是 渐 


小 他 十 | 
近 无 穷 小 . 同时 , 当 x 一 +ee 时 , 和 式 中 后 边 的 项 与 它 前 边 的 项 比 都 是 无 穷 小 , 因此 ， 
很 自然 , 应 把 由 类 似 的 公式 做 成 的 无 限 精确 化 的 序列 写成 由 f 产生 出 来 的 下 述 形式 
的 级 数 : 


一 (天 一 1)! 
ja = 
k=1] 


这 样 一 来 在 这 里 我 们 碰 到 了 一 种 新 的 、 显 然 是 有 益 的 级 数 的 渐 近 观点 ， 跟 十 
典 情形 不 同 , 这 种 观点 关心 的 是 被 考察 函数 的 相对 近似 , 而 不 是 绝对 近似 . 这 种 级 数 
的 部 分 和 , 与 古典 情形 不 同 , 主要 不 是 用 于 在 具体 点 处 求 函数 的 近似 值 , 而 是 用 于 刻 
画 在 所 考察 的 极限 过 程 中 (在 这 个 例子 中 , 极限 过 程 是 x 趋 于 +oo) 函数 值 的 集体 行 
为 . 
b. 渐 近 序列 和 渐 近 级 数 
定义 2 设 f(z) 是 定义 在 集合 X 上 的 函数 , 和 是 集合 X 中 的 一 个 基 . 把 在 基 
站 下 都 成 立 的 渐 近 公式 序列 
f(x) = 加 (z) + o(yo(z))， 
f(z2) = wbo(z) + pi(z) 十 oz 让) 


和 


由 虽 虽 是 了 昌 丰 和 虽 部 昌 沉 


写成 

jz 一 Wo(Z) 十 Wi(Z) 十 十 ttZ) 十 … 
的 形式 , 或 更 简单 地 , 记 做 f(z) = > wlo), 称 它 是 函数 f 在 给 定 的 基 中 下 的 渐 近 
展开 . | 
从 这 个 定义 看 出 , 在 渐 近 展开 中 , 永远 有 


olbr(z)) = Wntri(T) + o(Wn+1(7)), 在 基 站 下 ， 
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因此 , 对 于 任何 n = 0,1,… ,有 
pnt+1(7) = o(Yn (7)), 在 基 多 下 ， 


即 展开 式 中 后 边 的 项 与 前 边 的 项 相 比 , 从 渐 近 观点 看 , 都 做 出 了 更 加 精细 的 修正 . 
渐 近 展开 通常 以 函数 oo(z), p1(7),… ,pn(7),… 的 线性 组 合 


copo(Z) 十 clp1(Z) 十 十 cnpn(Z) + 
的 形式 出 现 , 这 里 的 函数 序列 {pn(z)} 对 具体 问题 有 这 样 那样 的 方便 之 处 . 
定义 3 设 X 是 一 个 集合 ， 其 中 有 一 个 基 和 %. 定义 在 X 上 的 函数 序列 
{pn(z)} 叫做 在 基 加 下 的 渐 近 序列 ， 如果 (对 于 这 个 序列 中 任意 相 邻 的 两 项 pn， 


pnt+1) 在 基 Ds 下 成 六 Pn+1(T) 一 olon(Z))， 而 且 在 基 B 的 任 一 元 素 上 ， 任何 画 数 
pn € {pn(z)} 都 不 恒 等 于 零 . 


注 2 在 基 包 的 元 素 互 上 ,(ojs)(z) 去 0, 这 个 条 件 是 自然 的 , 因为 在 相反 情形 
下 ， 所 有 的 函数 gm 十 1 om 十 2 在 好 上 将 恒 等 于 零 ， 从 而 溺 数 系 {pn} 的 渐 近 性 成 
为 平庸 无 奇 的 事情 了. 


例 9 以 下 序列 显然 都 是 渐 近 的 : 


a) 1, z, T ,+ 化 ? 当 z 一 0; 

1 、 
b) 1, ”7 0; 
c) Tr!1, TP2, ,En ii 


在 基 z 一 0 下 , 如 果 p <zpa < .<zpn<:.…， 
在 基 x 一 oo 下, 如 果 mP >p2>:…>pn>.…; 
d) 序列 {g(z)pn(7z)}, 其 中 {pn} 是 渐 近 的 . 
定义 4 如 果 {wp,} 是 在 基 肖 下 的 渐 近 序列 , 则 形 如 
f(x) = copotz) + cp1(T) + + enpn(T) 二 
的 渐 近 展开 叫做 函数 f 在 基 加 下 按 渐 近 序列 {pn} 的 渐 近 展开 或 渐 近 级 数 . 

注 3 适合 于 守 级 数 的 渐 近 级 数 的 概念 是 由 庞 加 莱 (1886 年 ) 陈述 出 来 的 , 他 积 
极地 把 渐 近 展开 应 用 到 自己 的 天 体力 学 研究 中 . 但 是 , 渐 近 级 数 本 身 以 及 由 它 得 出 
的 一 些 方法 , 在 数学 中 早已 出 现 关于 庞 加 莱 意 义 下 的 渐 近 级 数 ( 展 开 ) 概 念 (就 是 我 
们 在 定义 2 一 4 中 叙述 的 ) 的 可 能 的 推广 , 请 参看 本 节 末 的 练习 5. 

2. 渐 近 级 数 的 一 般 知识 

a。 潮 近 展 开 的 唯一 性 


说 到 函数 在 某 个 基 %B 下 的 渐 近 行为 , 我 们 感 兴趣 的 只 是 函数 极限 行为 的 特征 ， 
因此 , 如 果 两 个 (一 般 说 是 不 同 的 ) 函数 上 和 9 在 基 8 的 某 个 元 素 上 相等 , 那么 , 它 
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们 在 基 当下 有 同一 的 渐 近 行为 , 而 且 在 渐 近 意义 下 应 当 把 它们 看 做 是 一 致 的 . 

其 次 , 设 事先 确定 了 一 个 渐 近 序列 {pn}, 希望 按 它 做 渐 近 展开 . 这 时 , 应 当 注 意 
到 任意 的 这 样 一 个 函数 数 系 {gw} 都 有 自己 的 局 限 性 . 就 是 说 , 存在 着 那样 的 函数 ， 
在 给 定 的 这 个 基 下 , 与 浙 近 序列 {gp%} 中 的 任 一 wn 比较 , 它 都 是 无 穷 小 . 


例 10 设 pn(z) = 元 中 =01… 则 ez = open(z)) 当 x 一 十 co. 
这 样 一 来 , 很 自然 地 采纳 以 下 定义 . 


定义 5 如 果 {p.(z)} 是 在 基 公 下 渐 近 序列 , 则 称 对 每 个 ”= 0,1,… 都 使 
f(z) = o(pn(z)) 在 基 多 下 成 立 的 函数 /为 关于 序列 {pn(z)} 的 渐 近 零 元 


定义 6 称 函 数 f 和 9 在 基 外 下 关于 该 基 的 渐 近 函数 序列 {pn} 是 渐 近 重合 
的 , 如 果 这 两 个 函数 的 差 f - 9 关于 序列 {pn} 是 渐 近 零 元 ， 


命题 1 ( 渐 近 展开 的 唯 一 性 ) 设 {pn} 是 在 某 一 基 串 下 的 渐 近 函数 序列 . 


a) 如 果 在 基 怒 下 函数 f 能 按 序列 {pa} 渐 近 展开 , 则 展开 式 是 唯一 的 

b) 如 果 函 数 f 和 9 都 能 按 序列 {pa} 渐 近 展开 , 则 当 且 仅 当 函数 / 和 g 在 基 
%B 下 关于 序列 {pl} 渐 近 重合 时 , 它们 的 渐 近 展开 是 相同 的 

< a) 设 函数 o 在 基 外 的 任何 元 素 上 都 不 恒 等 于 零 ， 

我 们 来 证 明 , 如 果 f(x) = olelz)) 在 基 下, 且 同 时 有 f(x) = cp(z) + of(e(zZ)) 
在 基色 下 , 则 ec=0. 

实际 上 , |f(z)| > |cp(z)| -lo(p(z))| = |clip(z)| 一 ollp(z)|) 在 基色 下 , 因此 ,如 
果 jc > 0, 则 存在 基 的 元 素 B1, 在 它 的 任意 点 处 成 立 不 等 式 |f(z)| > 芋 kp(z)| 
而 如 果 f(x) = ole(z)) 在 基 站 下 , 则 存在 基 的 元 素 B2, 在 它 的 任意 反 处 成 立 
f(z)| < kp(z)l. 因此 , 在 任意 点 ze BinB2, 应 当 满足 不 等 式 |y(z)| < ly(z)| 
或 者 Eph 六 0, 成 立 不 等 式 3p(z)| < 21p(z)| 但 是 即 像 在 一 点 z @ BimB， 
有 w(x) #0, 这 也 是 不 可 能 的 . 

现在 来 研究 函数 f 按 序列 {wp,} 的 渐 近 展开 

设 f(x) = copo(z) + oleo(z)) 和 f(z) = apo(z)+olpo(z)) 在 基 当下 . 从 第 一 
个 等 式 中 减 去 第 二 个 等 式 , 我 们 得 到 , 0 = (co - i)po(z) + olpo(z)) 在 基 外 下 . 但 
是 , 0 = o(pn(z)) 在 基 轨 下 , 因此 , 根据 证 明了 的 结果 , co ~ =0. 

如 果 已 经 证 明 函 数 f 按 系 {pa} 的 两 个 展开 中 的 系数 co = 0,… ,cn_1 = 6n_1 
那么 , 从 等 式 


f(x) = copo(Z) 十 … 十 cn-lpn-1(Z) 十 cnpn(Z) + o(pn(7)), 
f(7) = copo(Z) 十 十 cn-1pn-li(2) 十 名 pr(Z) + o(pn (2)), 


用 同样 的 方法 , 就 能 得 到 , cn = 66. 
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引用 归纳 法 , 我 们 推出 , 断言 a) 成 立 ， 

b) 如 果 对 任何 n = 0,1,:… ,f(z) = copo(z) 十 …: 十 cnpn(T) 二 o(pn(7X)) 和 
g(z) = copo(7) 十 … 十 cnpn(T) 十 o(pn(7z)) 在 基 8 下 , 则 对 和 任何 n= 0,1,:… ,f(x) 一 
glz) = olon(z)) 在 基 外 下 , 因此 , 函数 ff 和 g 关于 渐 近 序列 fou(z)} 渐 近 重合 . 

逆 命 题 能 从 a) 推出 , 因为 我 们 取 差  - 9 作为 渐 近 零 元 , 它 应 当 只 有 有 零 渐 近 展 ， 
开 . > 


注 4 我 们 讨论 了 关于 渐 近 展开 的 唯一 性 问题 . 但 是 , 我 们 强调 一 下 , 函数 按 预 
先 给 定 的 渐 近 序列 的 渐 近 展开 本 身 远 非 永远 可 能 . 一 般 说 来 , 在 一 个 基 好 下 , 两 个 
函数 /和 9 也 并 非 永远 能 使 渐 近 关系 f =O(g),f = o(g) 或 f~g 之 一 成 立 . 


例如 相当 一 般 的 泰勒 渐 近 公式 指出 了 一 个 具体 的 函数 类 (在 z = 0 有 直到 nm 
阶 的 导数 ) 其 中 每 个 函数 显然 有 渐 近 表示 


f(r) = f(0) + Hf (02+ + 0)e" +o(e"), 当 z 一 0 


但 是 , 函数 zx3 就 已 经 不 可 能 把 它 按 系 1, xz, 2? 渐 近 展开 了 因此 , 我 们 不 应 当 把 
关于 渐 近 序列 作 渐 近 展开 看 作 是 有 一 个 典型 的 渐 近 序 列 使 能 把 任何 函数 关于 它 渐 
近 展 开 . 可 能 有 的 渐 近 行为 的 样式 , 要 比 一 个 固定 的 渐 近 序列 所 能 描述 的 多 得 多 ， 
此 , 描述 函数 的 渐 近 行为 , 这 主要 不 是 按 事 先 指定 的 渐 近 函数 列 做 展开 , 而 是 去 寻找 
这 种 渐 近 函数 列 . 壁 如 , 在 计算 初等 函数 的 不 定 积分 时 , 不 能 预先 要 求 其 解答 是 事先 
给 定 的 一 些 初等 函数 的 复合 , 因为 它 可 能 根本 不 是 初等 函数 . 寻找 渐 近 公式 , 类 似 于 


计算 不 定 积分 , 使 人 感 兴趣 的 只 是 怎样 使 解答 简单 些 , 比 原先 的 表达 式 更 容易 研究 
-此 


b. 渐 近 公式 的 容许 运算 


符号 。 和 O 的 初等 算术 性 质 (如 o(g)+o(9) = 0(9),o(g)+0(g) = 0(9)+0(9) = 
O(g) 等 等 ) 在 极限 论 中 已 经 研究 过 (第 3 章 82 命题 4). 从 这 些 性 质 和 壮 近 展开 的 
定义 可 以 推出 明显 的 


命题 2 ( 渐 近 展开 的 线性 性 ) 如 果 函 数 f 和 9 可 在 基 好 下 按 渐 近 序列 {pn} 
渐 近 展开 , f ~ 二 anpn;g 全 二 bnpn， 则 它们 的 线性 组 合 af + Bg 也 能 这 样 展开 ， 


且 (af + pg) ~ 2 (ao + Bbn)pn 


以 下 是 在 越 来 越 特殊 的 情形 下 的 渐 近 展开 和 一 般 渐 近 公式 的 性 质 . 


命题 3 ( 渐 近 等 式 的 积分 运算 ) 设 f 是 区 间 了 = [a,w[ (或 ]w,a]) 上 的 连续 函 
数 . 
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a) 如 果 9 是 区 间 了 上 的 非 负 连 续 函 数 , 而 积分 [ g(z)dz 发 散 , 则 从 关系 式 
Fz) = O(g(7x)), f(z) = o(g(7x)), f(z) ~ 9(7) 当 T37To Ww 
可 相应 地 得 到 
F(x) = O(G{(7x)), F(z) = O(G(7)) 以 及 F(x) ~ G(z)， 
这 里 _ ， 
F(a)= | f(a 和 G(s)= | sat 
b) 如 果 区 间 工 = [a,w| 上 的 非 负 连续 函数 pn(z),n 一 0,1,… 当 T3z 一 ww 组 
成 一 个 渐 近 序列 , 而 当 xX ET 时 积分 BB,(X) = pn(t)dt 收 化 则 当 了 3 z 一 w, 台 数 
$, (1),n = 0,1,. a 个 渐 近 序列 . 
c) 如 果 积分 和 (7z) = [5 f(z)dz 收 伊 , 而 函数 f(z) 当 了 32 一 时 按 b) 中 的 渐 
近 序 列 {pn(X)} 二 f(x) ~ 二 or 人) 则 对 于 函数 育成 立 当 了 了 37 一 必 


时 按 渐 近 序列 {Bi,(Z)} 的 渐 近 展开 式 和 (z) 之 二 cn Bn(z). 


4 a) 如 果 当 了 3 zx 一 w 有 f(z) = O(g(z)), 则 存在 点 zo € I 和 常数 M 使 
得 当 z € [zo,w[ 时 有 .|f(z)| < Mlg(z)|. 从 函数 在 区 间 fo, zol 上 的 连续 性 推出 , 这 
时 在 整个 区 间 I 上 成 立 不 等 式 |f(z)| < Clg(z)|, 因此 , | * f(adt| < C |f* g(t)dt| = 
oO(f g(t)at) . 

为 了 证 明 剩 下 的 两 个 关系 式 , 可 利用 (如 在 例 7 中 一 样 ) 洛 必 达 法 则 , 同时 考虑 
到 当 I3xz 一 w 时 有 G(x) = 万 g(t)dt 一 co. 结果 我 们 将 得 到 


Fez) jy, FY) jm 区 四 
IT3z—w G{(Zz) I3r—w GG’ (7) I3xr—w g(x) 


b) 因为 当 I3x 一 w 有 (7) 一 0(n = 0,1,…)， 那么 ， 再 次 应 用 洛 必 达 法 则 ， 
求 出 


五 41(7) .jim Bi 1(T) — jim Pnt1(7) 一 0 


了 与 工 一 W $,, (7) Tz—w $’ (了 |) TT37T—W pn(T) 


c) 关系 式 


f(x) = copo(Z) 十 clpl(Z) + :+ cnpn(t) + rn(z) 


中 的 函数 ra(z), 作为 1 上 的 连续 函数 的 差 , 其 本 身 也 是 1 上 的 连续 函数 , 显然, 当 
I37x 一 w, 有 R(x) = 广 rn(t)jdt 一 0. 但 当 I3z2 一 uw 有 rn(z) = o(pn(z)) 和 
5(z) 一 0, 因此 , 从 洛 必 达 法 则 推出 : 当 3 z 一 w, 在 等 式 


$17) = co Bo(7) + c1 B17) + + cn Bn (7) + Rn (7) 


中 的 量 R(x) 是 o(,(7)). > 


§1 渐 近 公式 和 渐 近 级 数 . 525 . 


注 5 一 般 来 说 ， 不 能 对 渐 近 等 式 和 渐 近 级 数 进行 微分 

例 11 函数 f(z) = e-=sinfes) 在 R 上 连续 可 微 , 而 且 当 z _，+oo 关于 渐 近 序 
列 {去 | 是 渐 近 零 元 . 函数 二 的 导数 , 不 计 常 数 因子 的 差别 , 仍然 具有 十 的 形 
式 , 但 是 函数 1(z) = -ezsin(ez) + cos(ez) 不 但 不 是 渐 近 零 元 , 而 且 当 z 一 +oe 时 
关于 序列 | 去 上 根本 没有 源 近 展开 


3， 渐 近 各 级 数 


作为 结尾 我 们 来 详细 研究 浙 近 第 级 数 , 这 种 情况 过 到 的 特别 多 , 虽然 有 时 像 在 
例 8 中 一 样 , 它们 是 以 一 种 更 一 般 的 形式 出 现 的 

我 们 将 考察 当 x 一 0 时 , 关于 渐 近 序列 {x7?;n = 0,1,…}, 以 及 当 z 一 co 时 ， 
关于 渐 近 序列 { 言 ;” = 0,1,… 上 的 展开 . 因为 借助 变换 z = 可 以 看 出 它们 是 同 
样 一 个 问题 , 所 以 我 们 仅 对 于 按 第 一 个 序列 展开 的 情形 陈述 要 讲 的 命题 , 然后 指出 ， 
在 关于 第 二 个 序列 展开 的 情形 , 相应 陈述 的 某 些 特殊 性 


命题 4 设 0 是 集合 互 的 极限 点 ， 而 


f(z) ao + aiz aT? + wp3ro0 
g(Z) ~ bo+ hz+t bor’ 十，… 


那么 当 玉 3 一 0 时 , 有 
a) (ap + Bg) ~ 2 (Qon + Bon)7”; 


b) (f : g)(z) 一 > ， cnZ ， 这 里 cn 二 aobn 十 Qibn-1 十 … 十 0npo),7 一 01 
一 


c) 如 果 加 关 0, 则 人 (z) = 沁 dz", 这 里 系数 dn 从 以 下 递 推 关系 求 册 


nn 
U0 一 bodo, al 一 bodi 十 bido, "** ,Qn 二 > ,bpdn—k, "*"* 
k=0 


d) 如 果 马 是 点 0 的 空心 邻 域 或 半 邻 域 , 而 了 在 巨 上 连续 , 风 
| fat oor+ Ea 
e) 如 果 对 条 件 d) 再 补充 fc CW)(E) 和 


f(x) agdtalz+.…, 


则 a’ = n+l1)anti,n = 0,1,..…. 
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< a)] 这 是 命题 2 的 特殊 情形 . 
b) 利用 符号 o() 的 性 质 (参看 第 3 章 82 命题 4), 我 们 得 到 


(LizZ) = f(z): g(7) 
一 (ao 十 QZ 十 … 十 anT 十 OZ )po 十 DZ 十 十 bnZ 十 OU 
一 (aobo) 十 (aod] 十 aibo)zx 十 ，… 十 (aobn 十 Qibn_1 十 .十 anbo}r” + o(z”) 


当 3rz 0. 

c) 如 果 bo 六 0, 则 当 zx 接近 于 零 时 有 g(z) 关 0, 因此 , 可 以 考察 比 了 _ jz 
我 们 来 验证 , 如 果 在 表示 式 h(z) = do 十 diz 十 … 十 dnz" 十 rn(7Z) 中 的 系数 do ,dn 
是 按 命 题 c) 选取 的 , 则 当 五 3z 一 0 有 rn(X) = oflzn). 由 恒等式 f(x) = g(xz)h(z)， 
得 到 


a0 十 Q17 十 …: 十 an 十 o(x”) 
= (8 十 DZ 十 … 十 przm 十 on))(do 二 dz 十 :十 danZ 十 rn(Zh 
一 (bodo) + (bodi + bdo)z+ + (bodn 十 bd -1 十 十 有 Go0)Z 
十 born(zZ) 十 olrn(Z)) 十 oUZ ). 


因为 bo 去 0, 由 此 推出 , 当 巨 3 zx 一 0 时 , 有 o(7z") = porn(Z) 十 o(rn (2)) + o(2"”) 或 
rn(£) = o(z"). 

d) 这 可 从 命题 3c) 推出 , 只 要 在 那里 令 w = 0, 并 注意 到 一 f° f(t)dt = 广 f(t)dt 
即 可 . 

e) 由 于 函数 f(t) 在 ]0,z] (或 [z,0[) 上 连续 且 有 界 ( 当 zx 一 0 时 趋 于 a0), 所 以 ， 
积分 ho f' (tdt 存在 . 显然 ， f(7) 一 ao 十 ho f'(t)dt, 这 是 因为 当 x 一 0 时 f(t) 一 00. 
把 f(x) 的 渐 近 展开 代入 这 个 等 式 , 利用 d) 中 证 明了 的 结果 , 得 


/ 
a 
f(z) ~ ao 十 aoz 十 十 二 于 


现在 , 根据 渐 近 展开 的 唯一 性 (命题 1), 就 推出 o = n+ljanri,n=0,1,.…P 
推论 1 如 果 UU 是 无 限 大 在 及 中 的 邻 域 ( 半 领 域 ), 而 函数 有 在 U 中 连续 并 且 
有 渐 近 展开 


a a a 、 
f(z 之 a0 十 一 十 方 十 … 十 琵 十 … 当 U32x 一 oo， 
2 
TT ZX T 


nn 


则 在 U 中 的 区 间 上 的 积分 
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收 化 且 有 如 下 渐 近 展开 : 
8(z) 盖 了 + 二 了..， 当 U37x 一 00. 
T NT 
4 积分 的 收敛 性 是 显然 的 , 这 是 因为 
f(t) — ao— 3 当 U3t 一 00 


譬如 , 引用 命题 3c), 即 可 看 出 , 只 要 对 渐 近 展开 式 
f( 和 -a0 一 人 各 ++ 窜 +… 十 宫 当世 3t- oo 
进行 积分 束 行 了 . > 
推论 2 如 果 对 推论 1 的 条 件 再 补充 f E C(W(U) 和 有 渐 近 展开 
Po) = 的 + 于 十 中 2 | 和 当 U 3 7z 一 co， 
则 这 个 展开 式 可 通过 对 函数 f 的 展开 式 的 形式 微分 得 到 , 且 
a =-(n- lan-1n=2,3,. 且 a6=a1=a0=a=0. 


< 由 于 当 0az 一 oo 有 1 加 = 史 + 至 +OL( 京 ) ,网 
f(x) = f(xo)+ 三 f'(t)dt = aoz + ailnz+ O(1). 


当 DJ 3z 一 oo. 可 是 ， 因为 f(z) = ao+ 卫 + 二 +…， 而 当 避 3 > 一 oo 时 序列 
zlnz 1 了 到 . 是 渐 近 的 , 所 以 由 命题 1 可 以 断言 o = of = 0. 现在 , 对 展开 式 


f'(z) ~ = 2 十 二 二 十 .… 进行 积分 , 根据 推论 1 我 们 就 得 到 函数 1 的 展开 去 ， 从 而 
根据 展 球 的 唯一 性 有 关系 式 a 一 一 人 一 1)an il 3 n=2,3,- 


练习 
1. a) 设 h(z) = > anz-" 当 |z| > R,z EC. 试 证 : 当 C3z 一 co 有 h(z) 之 3 anz ". 
n 二 0 nn 二 0 


b) 假定 方程 yy (2)+y (7) = sin 的 解 y(z) 当 z 一 co 时 有 渐 近 展开 y(7x) 全 二 CnT “， 
试 求 这 个 展开 式 的 前 三 项 . 

c) 试 证 : 如 果 f(z) = anz? 当 |z|<7zEC, 而 当 C 3z 一 0 时 有 g(z) ~ 
biz 十 baz? 十 .… ,那么 "fog 在 点 0 EC 的 菜 一 空心 邻 域 中 有 定义 , 且 当 C3z-，0 有 
(f 09)(z) 六 co 十 cl1z 十 cozZ” 十: ,这 里 系数 coycl;,… 是 用 在 收敛 守 级 数 情 况 把 一 个 
级 数 代入 另 一 个 级 数 的 方法 得 到 的 . 
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2. 试 证 : 
a) 如 果 了 在 zy>0 是 连续 正 单 调 函 数 , 则 


》 (bp) = 人 f(z)dr + O(f™) +O()， 当 一 oo; 
k=0 0 


b) 3» 二 二 jnn 二 c++o(1), 当 n 一 o0. 
not+l(Inn)e 

kK 二 2 人 十 工 
3. 用 分 部 积分 法 求 下 列 函 数 当 z 一 十 oo 和 
a) Ts(z) = fe te 
bj erj(z) = 一 - 去 Je -dt 一 概率 误差 吕 数 (我 们 提醒 注意 ,1 e-” dz = Vi 一 一 

欧 拉 一 放松 积分) 
cj F(X) = me dt, 如果 a>0 


4, 利用 上 一 练习 的 结果 , 求 下 列 函 数 当 z 一 十 oo 时 的 渐 近 展开 : 
a) Si(z) = 六 一 积分 正 纺 (我 们 提醒 注意 ，/” dt = T __ 狄 里 克 雷 积 
分 ); 
b) C(xz) = 人 cos tdt, Ss(r) = /fo sin 
fo™ cos Tdz = fo™ sin Zedz 一 3 
5. 对 前 边 讲 的 由 庞 加 莱 引 进 和 研究 过 的 按 渐 近 序列 {pn(z)} 展开 的 概念 , 艾 尔 代 伊 宫 提 出 了 如 
下 推广 . 


设 X 是 一 个 集合 , 汉 是 X 中 的 基 , {pn(z)} 是 X 上 在 基 艺 下 的 渐 近 序列 . 如 果 在 XX 
上 给 定 函 数 .,f (zx)， wo(z), wi(r), wp2 (27), "°° 县 对 任何 ni 二 0, l, 四 有 等 式 


当 n 一 oo 和 a > 一 1. 


stdt 一 一 菲 涅 耳 积分 (我 们 提醒 注意 ， 


f(z) = 》 wr(z) +o(pn(z)) 在 基 双 下 ， 


则 记 _ 
f(z) ~ 》 wn(z), {pn(z)} 在 基 双 下 ， 


n=0 
并 说 在 基 肖 下 国 数 f 有 艾 尔 代 伊 意义 下 的 渐 近 展开 . 
a) 请 注意 , 如 果 设 on(z) = xz-",n = 0,1,.… ,在 练习 4 中 我 们 得 到 的 展开 式 是 艾 尔 代 伊 
意义 下 的 渐 近 展开 . 
b) 试 证 在 芯 尔 代 伊 意义 下 的 渐 近 展开 没有 了 唯一 性 (可 以 改变 函数 wn). 
c) 试 证 : 如 果 给 定 了 集合 X, X 中 的 基 组 , X 上 的 函数 f 和 序列 {jn(T)} 及 {pr(7x)}， 
设 第 二 个 序列 在 基 8 下 是 渐 近 的 , 则 展开 


f(z) 之 》 anhn(z),{fpn(z)} 在 基 外 下 


n=0 


” @ 艾 尔 代 伊 (A. Erdélyi) (1908 一 1977) 是 英国 数学 家 . 
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(其 中 an 是 数值 系数 ) 或 者 根本 不 可 能 , 或 者 是 唯一 的 . 
6. 一致 渐 近 估计 


设 X 是 一 个 集合 好 x 是 X 中 的 基 , 还 设 f(z, 才 ,g(x,y) 是 定义 在 集合 X 上 且 依 赖 于 
参数 y eY 的 (向 量 值 ) 函数 . 记 |f (x,y)| = a(x,y)|g(z, 引 |. 称 在 基 和 站 x 下 的 渐 近 关系 


= 


f(x,Y) = o(g(x,y)), f(x,y) = O(g(z, 9)), f(x,Y) ~ g(x,Y) 


关于 参数 y 在 集合 Y 上 是 一 致 的 , 如 果 在 基 名 x 下 分 别 成 立 a(zx,y) 污 0 在 Y 上 , alzx,Y) 
关于 y EY 一 致 地 最 终 有 界 , a(z,y) 二 1 在 Y 上 . 


试 证 : 如 果 在 集合 X x Y 中 引进 这 样 的 基 % = {Bx x Y} ,其 元 素 是 基 名 x 的 元 素 
Bx 和 集合 Y 的 直 积 , 则 上 边 所 说 的 定义 将 分 别 与 在 基 多 下 的 等 式 


f(z, y) 一 of9(zZ) Y)), f(z, 切 ) 一 GO(9(z， 2 让)， f(x,y) “YY g(z,Y) 


等 价 
7. 一 致 渐 近 展开 
渐 近 展开 _ 
f(z,y) 之 》 an()pn(z) 在 基 Bx 下 


n= 


关于 参数 1 在 集合 YY 上 是 一 致 的 , 如 果 对 等 式 
f(r,Yy) = ,ap(Y) Pr(T) +rn(z,y), n=0,1,.. 
太一 全 


中 的 ra(z, 力 有 关于 yeEY 的 一 致 估 计 : rn (x,y) 三 opn(zZh) 在 集合 X 中 的 基 信 x 人 下. 
a) 设 了 是 陈 "” 中 的 可 测 (有 界 ) 集合 ， 又 设 对 每 个 固定 的 值 x E 开国 数 f(x,y), ao(y)， 
Qi1(y),… 在 Y 上 可 积 . 试 证 : 如 果 在 这 些 条 件 下 , 在 基 和 6x 下 的 渐 近 展开 f(zx,y) 二 
二 an(g)pn(z) 关于 参数 y e Y 是 一 致 的 , 则 在 基 色 x 下 渐 近 展开 


/ feat > 人 wm) wa 


也 成 立 . : 
b) 设 Y = [c,dj CR. 假定 函数 f(zx,y) 对 每 个 固定 的 x e X 关于 y 在 区 间 Y 上 连续 可 
微 , 而 且 在 某 一 个 yo E Y 处 有 渐 近 展开 


f(z,yo) 之 》 an(yo)pn(z) 在 基 各 x 下 . 
多 一 如 
试 证 : 如 果 这 时 成 立 关 于 yeY 一致 的 浙 近 展开 
3 (ey) ~ 》 an(y)pn(z) 在 基 妇 x 下 ， 


位 一 昌 
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且 其 系数 Only),n 一 0, l, 四 关于 Uy 连续 ， 则 党 来 的 沙 数 f(x, y) 在 基 Bx 下 有 渐 近 
展开 f(z,y) 一 2 _ an(Yy)Pn(T), 它 关 于 ye Y 是 一 致 的 ， 系数 an(Yy),n 一 0， 1, 四 在 


n= 二 0 


区 间 了 上 光滑 依赖 于 vy, 且 Tp (y) = an(y). 


8. 设 pfz) 是 区 间 c < x < d 上 的 光滑 正 函 数 , 而 wu(z， 六) 是 方程 人 入 ) 二 和 2p(z)w(z, 入 ) 的 
解 . 
a) 如 果 在 [c,d|] 上 p(x) 三 1, 试 求解 w(x, 入). 
b) 设 0<m<p(zx)< M<+oo 在 [c,a] 上 , we, 入 )=1, (0,N) = 0. 试 给 出 w(x, 入 ) 
在 x € [c,d 的 下 方 和 上 方 估计 . 
c) 设 Inw(z, 入) 全 二 co 当 入 一 +eo, 这 里 co(z), cl(z),… 是 光滑 函数 . 试 利用 


A 11 IN2 n 
Cc A 


§2” 渐 近 积 分 ( 拉 普 拉 斯 方法 ) 


1. 拉 普 拉 斯 方法 的 基本 思想 


这 一 节 将 叙述 拉 普 拉 斯 方法 . 具有 相当 普 角 性 的 构造 含 参数 积分 的 渐 近 式 的 廊 
法 是 不 多 的 , 拉 普 拉 斯 方法 是 其 中 之 一 . 我 们 限于 研究 形 如 


- [ fw (1) 


的 积分 , 这 里 S(z) 是 实 值 函 数 , 而 和 是 参数 . 这 种 积分 通常 叫做 拉 首 拉 斯 积分 . 
例 1 拉 普 拉 斯 变换 


jo 
(有 = | /zjereedz 


是 拉 普 拉 斯 积分 的 特殊 情形 . 


例 2 拉 普 拉 斯 本 人 把 他 自己 的 方法 应 用 于 形 如 [f(z)p"(z)dz 的 积分 , 这 里 
n e N, 而 p(x) > 0 在 ja,b[ 上 . 这 种 积分 也 是 一 般 的 拉 普 拉 斯 积分 (1) 的 特殊 情形 ， 
因为 or(z) = exp(n ln p(7)). 


我 们 感 兴趣 的 是 对 于 参数 和 取 大 值 时 , 精确 地 说 , 当 入 一 +oo, 入 € 到 时 , 积分 
(1) 的 渐 近 式 . 

为 了 在 叙述 拉 普 拉 斯 方法 的 基本 思想 时 不 致 让 那些 次 要 的 细节 分 散 注意 力 , 我 
们 将 认为 , 在 积分 (1) 中 ,la,9] = 了 是 有 限 区 间 , 函数 f(x) 和 S(x) 在 工 上 光滑 , 而 
且 S(z) 在 点 zo EIT 有 唯一 的 , 同时 又 是 严格 的 最 大 值 . 这 时 ， 函数 exp(XS(z)) 在 扣 
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zo € 也 有 了 唯一 严格 最 大 值 . 参数 和 的 值 越 大 , 这 个 最 大 值 超出 这 个 函数 在 区 间 7 
上 上 的 其 他 值 的 程度 也 越 六 . 因此 , 如 有 果 f(z) 在 zo 的 邻 域 中 不 恒 等 于 零 , 则 整个 积分 
(1) 可 以 用 在 扣 zo 的 随便 多 小 的 一 个 邻 域 上 的 积分 代替 , 同时 使 当 和 一 +ce 时 相对 
误差 趋 于 零 . 我 们 所 观察 到 的 这 个 事实 叫做 局 部 化 原理 .回顾 一 系列 历史 事件 , 可 以 
说 , 拉 普 拉 斯 积分 的 这 个 局 部 化 原理 看 实地 同人 们 提示 了 6- 型 函数 族 和 6 一 函数 
本 身 的 局 部 作用 原理 . 

现在 , 积分 只 取 在 反 zo 的 一 个 小 邻 域 上 , 函数 f(x) 和 S(z) 可 以 用 当 了 3 z 一 zo 
时 的 它们 的 泰勒 展开 的 主 项 代替. 

剩 下 来 的 就 是 要 求 出 所 得 到 的 典型 积分 的 渐 近 式 , 这 做 起 来 没有 特别 的 困难 

寻求 积分 的 渐 近 式 的 拉 普 拉 斯 方法 , 本 质 上 , 就 在 于 逐次 完成 这 些 步 又 

例 3 设 zo = a,S'(a) 关 0 且 f(a) 了 0, 譬如 ,函数 5S(z) 在 区 间 [a,6] 上 单调 
减少 ， 在 这 些 条 件 下 , f(z) = f(a) 十 oll) 而 S(z) = S(a) + (z -4a)S'(a) +o(1) 当 
13 x 一 a. 实施 拉 普 拉 斯 方法 的 思想 , 对 于 小 的 es > 0 和 和 一 +co, 我 们 得 到 


z ate : E 
~ 个 AS (7) ~ AS(a) AtS' (a) 
F(A) / f(z) dz ~ fla)e / e dt 
j(a)es2to) ‘(a)e 
AS’(a) 0 -ee ) 
由 于 S$S'(a) < 0, 由 此 得 到 , 在 所 研究 的 情况 下 , 有 
f(a)e*sl® 
Xs) 
例 4 设 a< zo<5b, 这 时 5S'(zo) = 0, 我 们 还 假设 S”(z0) 关 0, 即 S”(zxo) < 0， 
因为 zo 是 最 大 值 扣 . 
利用 当 z 一 zo 时 成 立 的 展开 式 f(x) = f(z0) +o(z 一 zol) 和 Stz) = S(zxo) 十 
;9"(zo)(z YY Z0) 十 o((z 和 x0)’), 我 们 得 到 ， 当 入 一 十 co， 对 小 的 E> 0, 有 


F(A) ~ -— 当 入 一 +oo (2) 


Xote E 1 、 ii 2 
F(A) ~ |/ f(z)e’S (qr ~ f(zo)e*sen) { e235 (ro)t dt. 
Tr 一 所 


0 


在 最 后 这 个 积分 中 做 变量 替换 SAS" (zo)t? - _w2( 注 意 5”(zo) < 0), 我 们 得 到 


1 AS (go) P(A, 2 u2 1 
3AS" (zo)t? og 一 / 
| P(A, ) 
、 和 9/ 
这 里 p(X,e) = V- 二 一 十 00 当 入 一 十 oc. 


注意 到 
|. e-* du = WT, 
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我 们 现在 就 求 出 了 在 所 研究 的 情况 下 拉 普 拉 斯 积分 的 渐 近 式 的 主 项 : 


F(A)~ f(zo)e*? (70) 当 入 一 十 co. (3) 


加 27 
和 7 (Xo ) 


例 5 如 果 zo=a, 但 S'(zx0) =0 且 5S”(zo) < 0, 那么 ,通过 像 例 4 中 那样 的 推 
理 , 在 这 一 次 我 们 将 得 到 


也 十 大 E 
FO)~ / flz)exstz)dz ~ f(zo)e*s eo) | e3 3 (ro)t dé, 
a 0 


1 2 、 
PNY~aYy Xv) oe ee) 当 入 一 +oo. (4) 


我 们 通过 以 上 探索 性 分 析 得 到 了 有 关 拉 普 拉 斯 积分 (1) 的 渐 近 式 的 三 个 最 有 用 
的 公式 (2) 一 (4). 
从 上 述 研究 明显 看 出 , 拉 普 拉 斯 方法 能 成 功 地 应 用 于 研究 任意 积分 


/ Flz, 和 Adz 当 入 一 +oo (5) 
x 


因此 ， 


的 渐 近 式 , 只 要 :a) 对 于 这 个 积分 , 局 部 化 原理 成 立 ( 亦 即 整个 积分 当 和 一 +co 时 可 
以 用 在 某 一 特殊 点 的 任意 小 的 邻 域 上 的 积分 代替 ) 以 及 b) 在 局 部 化 了 的 积分 里 , 积 
分 号 下 的 函数 能 用 比较 简单 的 函数 替换 ,而且 一 方面 , 这 个 比较 简单 的 函数 的 渐 近 
式 与 要 找 的 渐 近 式 一 致 , 另 一 面 , 它 又 要 比较 容易 求 出 

譬如 ,如 果 在 积分 (1) 中 函数 5(z) 在 区 间 [w 刀 上 有 几 个 局 部 最 大 值 点 zo， 
z1,.… ,za, 那么 , 利用 积分 的 可 加 性 , 我 们 还 是 用 这 样 一 些 积分 的 和 代替 积分 (1), 使 
相对 误差 很 小 , 但 它们 是 取 在 极 值 点 zo,z1,… ,zn 的 那样 小 的 一 些 邻 域 UV(z;) 上 ， 
每 个 邻 域 只 包含 一 个 极 值 点 . 积分 


/ f(z)e*?(?)qzr 当 入 一 十 co 
U(z;) 


的 渐 近 式 , 如 已 说 过 的 那样 , 是 不 依赖 于 邻 域 U(z;) 本 身 的 大 小 的 , 因此 , 这 个 积分 
的 渐 近 式 用 符号 F(A, x;) 表示 , 并 叫做 点 zj 对 积分 (1) 的 渐 近 式 的 贡献 ， 

这 样 一 来 , 局 部 化 原理 的 一 般 形 式 的 陈述 就 是 : 积分 (5) 的 渐 近 式 是 被 积 函数 在 
不 同方 面 的 一 切 临界 点 的 页 献 的 总 和 FN Tj). 


对 积分 (1) 来 说 ， 这 就 是 函数 sdz) 的 最 大 值 点 , 从 而 , 如 从 公式 (2) 一 (4) 看 到 
的 , 对 渐 近 式 做 出 基本 贡献 的 仅仅 是 在 区 间 [a, 有 外 上 使 函数 S(z) 达到 绝对 极 大 值 的 
那些 局 部 极 值 点 . 

在 本 节 下 一 段 我 们 将 详细 考察 这 里 提出 来 的 一 般 构 想 , 然后 研究 拉 普 拉 斯 方法 
的 一 些 有 益 的 应 用 . 
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2. 拉 普 拉 斯 积分 的 局 部 化 原理 
引 理 1 (指数 型 估计 ) 设 M = sup SC ) < co, 又 设 对 某 个 值 Xo > 0, 积分 (1) 
绝对 收 化 . 那么 , 它 对 任何 入 > 入 0 都 绝对 收 笋 ， 且 对 这 样 的 入 成立 估计 
FO)| < f f(z)e*s®) dr < Ae*™, (6) 
这 里 4 e 及 . 
< 事实 上 , 当 入 > Xo, 有 


F(A)| = / f(r)e’? (qr 


b 
| (ZJexo5tz)jet NS (rs) qr 


b b 
< |/ If (x)e*os ts) dre IM — ("| tes lee AM > 


引 理 2 ( 极 大 值 点 的 贡献 的 估计 )、\ 设 对 某 值 入 = Xo 积分 (1) 绝对 收敛 , 又 设 在 
积分 区 间 了 的 内 部 或 边界 上 存在 点 Zo, 使 9S(zo) = SP ,S$(7) = M. 如 果 函 数 f(z) 


和 3S(z) 在 点 Xo 连续 , 且 f(zo) 尖 0, 则 对 于 任意 < > 0 和 点 Xo 在 了 中 的 充分 小 的 
领域 Ur(zo), 使 估计 


> Be*(S(z0)-e) (7) 


/ (zjex5tzjdz 
Pr(zo) 


(B > 0 是 某 常数 ) 对 入 > max{fXo,0} 成 立 ， 


< 对 于 固定 的 s > 0 任 取 一 个 邻 域 U1(zo), 使 在 其 中 有 |f(z)| > 5|f(zo)| 和 


S(z0)—e < S(z) < S(xo). 假定 f 是 实 值 的 . 现在 , 我 们 可 以 断言 , 在 Ir(z) 中 函数 
Ff 的 值 有 相同 的 符号 . 这 使 我 们 得 到 : 对 于 入 > max{Xo,0} 有 


| f(r)e*s( qzr| = | f(x)e*? ts) dr 
Ur (xo) Ur{xo) 
> | 1 | (zajleMs(zo)-edz = Be*S(e0)-e), 
Ur (zo) 2 
命题 1 (局 部 化 原理 ) 设 当 入 = Xo 积分 (1) 绝对 收敛 , 且 在 积分 区 间 了 的 内 部 


或 边界 上 函数 S(z) 有 唯一 的 绝对 极 大 值 点 Zo, 亦 即 在 点 zo 的 任何 邻 域 U(To) 外 均 
有 


sup 9(Z) < S$(z0). 
I\U (zo) 


* 译 者 注 ， 这 不 会 仿 碍 证 明 的 普遍 性 . 证 明 中 关键 性 条 件 是 f(zo0) 关 0. 由 此 可 以 取 到 zo 的 邻 
域 Uj(zo) 使 f(x) 的 实 部 或 虚 部 在 Ur(zo) 中 保 号 . 
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如 果 函 数 f(T),S(z) 同时 在 点 Xo 连续 , 且 jzo) 关 0, 则 
F(N) = Fu(so) (Nl + O(N-™)) 当 入 一 十 oo， (8) 
这 里 Ur(zo) 是 zo 在 了 中 的 任意 一 个 邻 域 / 


Fvui(z0)(N) := | f(z)e sdz, 
Ur{zo) 


而 O(A-%) 是 这 样 一 个 函数 , 对 于 任何 n E N, 当 入 一 十 oo 它 都 是 o( 和 -7) 


4 从 引 理 2 推出 , 如 果 邻 域 U(xzo) 足够 小 , 则 对 任何 e > 0, 当 和 一 +oo, 最 终 
成 立 不 等 式 


Fuiczo) (MN)| > es Seo) 5 (9) 
同时 , 根据 引 理 1, 对 于 点 ze 的 任意 邻 域 U(xzo), 有 估计 
| f(r)le*?t qr < Me 当 入 一 十 co， (10) 
I\U (zo) 


由 


这 里 4 > 0,4 = sup 7) < S(zo). 
TEI\U (zo 
把 这 个 估计 与 不 等 式 (9) 加 以 比较 , 容易 得 到 , 不 等 式 (9) 当 入 一 十 oo0, 对 上 扩 zo 


， 的 任意 邻 域 Ui(zo) 最 终 成 并 . 


现在 只 要 写 出 
F(A) = Fi(N) = Fo,(g0) (MN) + Fir\vtzo) (N), 


并 引用 估计 (9),(10), 就 得 到 关系 式 (8) 的 正确 性 . > 

这 样 , 我 们 确立 了 一 个 事实 : 为 了 作出 当 入 一 +ce 时 拉 普 拉 斯 积分 (1) 的 相对 
误差 为 0(^-%) 的 渐 近 式 , 可 以 用 函数 S(z) 在 积分 区 间 工 上 的 绝对 极 大 值 反 zo 的 
任意 小 邻 域 Vi(zo) 上 的 积分 代 符 它 . 


3. 典型 积分 及 其 渐 近 去 
引 理 3 (函数 在 临界 点 邻 域 中 的 典型 形式 ) 如 果实 值 函 数 9(Z) 在 点 To ER 民 的 
邻 域 ( 半 邻 域 ) 内 属于 光滑 函数 类 Co+ ,而且 
S (xzoj=…=S0 V(r0)=0, Sz0) #0, 
kEN 或 有 = oo, 则 存在 点 To 的 领域 ( 半 领 域 ) 15, 点 OE 恨 的 领域 J 以 及 微分 同 
胚 Pp 和 CW (L,I), 使 
5S(p(y)) = 5(r0)+sy*, 当 yEl,,s-= sgnS(™ (zo). 


同时 ， 


nl 
p(0) = zo, Pp (0) = (sey ) : 
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< 利用 种 积 分 余 项 的 泰勒 公式 


S(z) = slo) + 人 = | 让 SW (zo +t(z 一 zo))(1 一 四 2 一 1dt 


把 专 S(x) - S(zo) 表示 成 
S(T)— S{(xz0) = (x — zo)"r(z) 


的 形式 , 其 中 函数 
r(x) = my / SW (ro 二 tz — ro) (1 — t)"-1dt, 


根据 积分 关于 参 变量 zx 微分 的 定理 , 它 属于 函数 类 C(t), 且 r(zo) = ~ S" (xz0) #0. 


因此 , 函数 y=w%(z) = (z 一 zo0) Yr(z)| 在 点 zo 的 某 个 邻 域 ( 半 邻 域 六 ， 中 也 属于 函 
数 类 类 Ct5) ,而 且 还 是 单调 的 ， 这 是 因为 


yo= Van) = ( Co)” £0. 


在 这 种 情况 下 , 定义 在 I. 上 的 函数 罗 有 反 栈 数 % -1 = y, 它 定义 在 包含 尽 0 = w(xzo) 
的 区 间 五 = yw(Iz) 上 . 同时 , p € Co (7 万 )， 
1 /mm 
其 次 , w(0) = (yeo)) -1 = (18 ) 最 后 , 根据 函数 p 的 构造 方法 本 
喘 ， 得 S(p(Y)) = S(z0) + sy”, 其 中 s = sgn7(Z0) = sgnS™ (zxo). > 


注 1 通常 人 们 最 感 兴趣 的 是 m=1 或 2 而 上 =1 或 co 这 些 情 况 . 


命题 2 (弱化 还 原 ) 设 在 积分 (1) 中 , 积分 区 间 工 = [a,b| 是 有 限 的 , 且 满足 以 
下 条 件 : 

a) f,S5 € CL,R); 

b) max 5(Z) 只 在 一 个 点 To ET 处 达到 ; 

c) 在 ， ko 的 (包含 在 区 间 了 内 的 ) 某 个 领域 Ui(z0) 中 有 3 e CO(UT(zo), RR); 

d) Sm (zo) 关 0, 且 如 果 1<n, 则 SD(z0)==:…:= Sm-D(zo)=0. 

那么 , 当 入 一 十 oo 时 积分 (1) 可 用 形 如 


R(A) = eseo 上 r(y)e™*Y dy 
1y 
的 积分 代替 , 误差 根据 局 部 化 原理 (8) 确定 . 这 里 1 = [-e,e] 或 人 = [0,ej,e 是 任 
意 小 的 一 个 正 数 , 而 函数 7 是 定义 在 J 上 具有 与 函数 f 在 点 zo 的 领域 中 一 样 的 
光滑 性 . 
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所 利用 局 部 化 原理 , 取 点 zo 的 邻 域 [= U(xo) 使 满足 引 理 3 的 条 件 , 用 在 瑟 
上 的 积分 代替 积分 (1). 做 变量 替换 x = yp(y), 我 们 将 得 到 


人 f(z)e*s (sqz = | [ f(p())p We" 3 exs(eo)， (11) 


指数 (-Xy") 中 的 负 号 , 与 根据 条 件 zo = yp(0) 是 极 大 值 点 有 关 . > 
以 下 引 理 给 出 了 一 些 典 型 积分 的 渐 近 式 , 拉 普 拉 斯 积分 在 一 些 基 本 情况 下 能 简 
化 成 这 些 类 型 的 典型 积分 . 


引 理 4 ( 沃 森 中 引 理 ) 设 a>0,86>0,0<ago%, 而 1 EC([0,qj, 民 ). 那么 , 关 

于 积分 ， 
W(M) = | re-lf(r)e xz dr (12) 

0 


当 入 一 十 oo 时 的 渐 近 式 ， 成 立 以 下 断言 : 
a) 积分 (12) 的 渐 近 式 的 主 项 具有 
W(X) = = f(OT (5) -< 十 OU- 全 ) (13) 


的 形式 , 如 果 已 知 当 z 一 0 有 f(z) = f(0) + O(z) 的 话 
b) 如 果 当 zz 一 0 时 有 Flz)= ao 二 ax 十 … 十 anzx? 十 O(z”), 则 


W(X) = 1 Sa r (2 ) A + O(N- ee ). (14) 
4 让 0 


c) 如 果 了 在 z=0 无 穷 次 可 机 则 有 渐 近 展开 


它 关 于 入 可 任意 次 微分 . 

< 把 积分 (12) 表示 成 在 区 间 ]0,s] 和 [e,a[ 的 两 个 积分 的 和 的 形式 , 这 里 e 是 任 
意 小 的 一 个 正 数 . 

根据 引 理 1 


/ ze!lf(r)e-** dz < Ae-*: 一 O( 入 ”| 当 入 一 十 oo， 
E 


因此 ， 
W(A) = 上 zl-liflze-z dz 二 OA 2) 当 入 一 十 co. 
0 . 


@ 沃 森 (Watson. G. N) (1886 一 1965) 是 英国 数学 家 . 
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在 情况 b), ftz) = > akz 十 Tn(Z), 这 里 rE C10,e] 县 Ir,(z)| < Czn+l 在 区 
” 间 [0,e] 上 成 立 . 所 以 


W(A) = Do [ ret-le Nr ar 十 c( 入 ) rthe-* dz 十 o(A oo)， 
这 里 c( 和) 当 入 一 十 oc 时 是 有 界 量 . 
根据 引 理 1, 当 入 一 +eo, 有 


E 十 co 、 
/ zt-le zz dz = Zeferierz dr + O(A-™). 
0 0 


| 
| TBE-1 A J lr 人 ee 
0 CY CY 


现在 由 此 就 可 推出 公式 (14) L 公式 (13). 

展开 式 (15) 可 从 等 式 (14) 及 泰 吉 公 趟 推 由 

展开 式 (15) 关于 和 的 可 微 性 可 这 样 寻 出 : 积分 (12) 关于 入 的 导数 仍然 是 形 如 
(12) 的 一 个 积分 , 而 对 于 三 '(A) 可 按照 公式 (15) 以 显 式 表示 出 它 当 入 一 +oo 时 的 
渐 近 式 来 , 它 与 原来 的 展开 式 (15) 经 形式 微分 所 得 的 结果 是 一 致 的 . > 


例 6 我 们 来 考察 拉 普 拉 斯 变换 


但 


十 ce 
F(A) = / f(z)e— qz, 


我 们 已 在 例 1 中 过 到 过 它 . 如 果 这 个 积分 对 某 个 值 入 = 和 0o 绝对 收敛 , 而 函数 了 在 
z =0 无穷 可 微 , 则 按 公式 (15), 我 们 就 求 出 


FO) = DFOON WKHD 当 和 一 +oo 
k=0 


4. 拉 普 拉 斯 积分 的 渐 近 主 项 

定理 1 ( 渐 近 式 的 典型 主 项 定理 ) 设 积分 (1) 中 的 积分 区 间 工 = [a,b] 是 有 限 
的 ,f,S E CR) 且 max5(z) 只 在 一 个 点 Yo E 工 达到 . 

还 设 f(T0) 关 0, f(z) = f(zx0) 十 O(z 一 xX0) 当 了 37 一 Zo, 而 函数 9 属于 在 点 Z0 
的 领域 中 的 光滑 函数 类 CO. 

那么 : 

8 如 果 0 一 a,k 二 2 上 且 9 (xo) 天 0 ( 即 9 (To) < 0), 则 


F(A) = rs te 十 OA)] 当 入 一 十 oo (2 ) 
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b) 如 果 a<rxo<bk=3 且 S”(zxo) 关 0 ( 即 S"(xo) <0), 则 


27 
加 A (zo) 


cj] 如 果 x0 二 a,k= 二 3,S'(a) =0 且 S"(a) 关 0 ( 即 S"(a) < 0), 则 


FW=Yy a f(ro)e Se A + ON I) 当 入 一 +oo (4') 


专利 用 局 部 化 原理 并 做 引 理 3 中 的 变量 替换 z = y(wy), 根据 有 关 弱 化 原理 的 命 
题 2, 推出 下 列 天 系 式 : 


a) F(X) = exSteo) ( 1/ (ojgjerjemdy+ o0-™)) | 


F(A) = f(zo)e*s 0) A 3 + O(N 3] 当 入 一 十 oo; (3’) 


b) FO = ee ( fon WY)e dy + OQ-™) ) 
= Ee (eo) ( | (0f op)(Wo(y) + (fF op) -Wp (—Y))e YY dy OQ-™) ; 


¢) F(A) = exsteo ( 1/ (fop)Wo We dy+ oO0-™) ) z 


函数 (fo p)yp' 在 上 述 要 求 下 满足 沃 森 引 理 的 条 件 . 只 要 再 应 用 沃 森 引 理 ( 当 n=0 
时 的 公式 (14)) 并 注意 到 引 理 3 中 2(0) 和 yp'(0) 的 表达 式 即 可 完成 证 明 . mw 

这 样 一 来 , 公式 (2) 一 (4) 连同 第 1 段 中 启示 我 们 得 到 这 些 公 式 的 那些 朴素 、 明 
白 而 且 有 效 的 思想 方法 的 正确 性 , 都 得 到 了 理论 的 说 明 . 

现在 , 我 们 来 研究 几 个 应 用 所 证 定理 的 例子 . 

例 7 疡 函数 的 渐 近 式 可 以 把 函数 

Tr(A+1)= 上 t*e-tdt (A>—1) 
0 

表示 成 拉 普 拉 斯 积分 的 形式 : 


十 Co 
T(A+1)= | ete*intat, 
0 


而 且 如 果 在 入 > 0 时 做 变量 替换 t = Xz, 则 化 成 积分 
十 Co 
_ MA 十 1 一 入 (Z 一 In z) 7 
FA 十 人 一》 | e dz, 


它 可 借助 证 明了 的 定理 去 研究 . 
函数 S(z) = Inz 一 z 在 区 间 ]0, 二 oo[ 上 有 唯一 的 极 大 值 态 z= 1, 且 $5”(1) = 一 1 
根据 局 部 化 原理 (命题 1) 和 定理 1 的 断言 b), 我 们 推出 


A ， 
P(A+1)= Varx (2 ) [1 二 O(A 2)] 当 入 一 十 oo. 
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特别 地 , 由 于 Fn +D = nl! 当 ne N, 我 们 得 到 了 经 典 的 斯 特 林 马 公式 : 
nl 一 V27n (2) [1+O(n-3 当 n 一 00,nEN. 


例 8 贝 塞 尔 函 数 ar 
nz = 工人 ezcos cos70db 
0 


的 渐 近 式 ,其 中 me N. 这 里 f(9) = cosn0, S(6) = cosb, max S(g) = S(0) = 1 3 (0) = 

0, 5”(0) = 一 1, 因此 , 根据 定理 1 的 断言 c), 有 

© . 

V2nz 
例 9 设 fec(la,bl,R),S ec2(la,dl,R), HS(z) > 0 在 fo, 上， ax, S(7) 

仅 在 一 个 点 zo € [a,9] 达到. 如 果 f(zx0) 关 0,5S'(zxo) = 0,S”(zxo) 关 0, 则 把 积分 


1,(7x) = (上 O(z- 引 ] 当 一 十 00. 


b 
S(A) = / f(z)S(z) dz 


改写 成 拉 葡 拉 斯 积分 ， 
$(A) / f(z)e* in S(x) 77 


的 形式 后 , 根据 定理 1 的 断言 bl 和 c)， 我 们 得 到 : 当 入 一 二 oo 时 


30) = ef(zol/ —grrs [Soo EA + O03)), 


这 里 二 1, 当 a<zo <b 时 ;而 当 zo=a 或 z0=b 时 ,e 一 >， 
例 10 在 区 域 z > 1 中 , 勒 让 德 多 项 式 
P(r) = i IM + Vr —1cos0)"dd 
no 
当 m” ~ oo(n e N) 的 渐 近 式 可 作为 上 一 个 例子 在 f = 1 时 的 特殊 情形 得 出 ， 
S(0) ==2Z 十 VzZ2 一 lcos0, max S(O) = S$S(0)=Zz+ Vr —1, 


Ss'(0)=0, 9 (0) = 一 VZ2 一 1 


这 样 一 来 ， 
一 人 十 VE 一切 十 VZ- 一 1 一 去] : 一 nn 
P(x) = J 1+O(mn- 2)] 当 n 一 0o0,nE€EN. 


@ 也 可 参看 第 7 章 83 练习 10. 
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“5. 拉 普 拉 斯 积分 的 渐 近 展开 


定理 1 仅仅 给 出 了 拉 普 拉 斯 积分 (1) 特有 的 渐 近 式 的 主 项 , 而 且 是 在 条 件 f(zo) 
关 0 下 得 到 的 . 从 总 体 上 看 , 这 当然 是 最 典型 的 情况 , 从 而 定理 1 毫 无 疑问 是 一 个 重 
要 结果 ., 但 是 , 沃 森 引 理 就 已 经 表明 , 拉 普 拉 斯 积分 的 渐 近 式 有 时 导致 渐 近 展开 . 当 
f(z0) =0, 从 而 定理 1 无 能 为 力 时 , 这 种 可 能 性 特别 重要 . 

想 完 全 放弃 条 件 f(zo) # 0, 又 不 用 任何 东西 去 代替 它 , 停留 在 拉 普 拉 斯 方法 的 
框架 内 , 当然 是 不 行 的 : 要 知道 , 如 果 在 函数 S(z) 的 极 值 上 zo 的 邻 域 中 有 f(x) = 0， 
或 当 z 一 zo 时 f(z) 非常 快 地 趋 于 零 , 则 所 zo 可 能 对 积分 的 渐 近 式 疫 有 任何 作用 . 
现在 ， 我 们 经 过 研究 已 经 得 到 特定 的 一 类 当 入 一 十 00 时 的 新近 序列 {e^c 和 2] (po < 
pi 达 …), 可 以 关于 这 个 序列 论 及 渐 近 零 元 , 而 不 假定 f(x0) 入 0, 也 可 用 下 述 方式 陈 
述 局 部 化 原理 : 当 入 一 +co 时 拉 普 拉 斯 积分 (1) 关于 渐 近 序列 {e*>tzo) 和 AP (po < 
pl < .…) 精确 到 零 元 的 渐 近 式 , 与 这 个 积分 在 点 To 的 任意 小 的 领域 上 的 那 一 部 分 
的 渐 近 式 是 一 样 的 , 只 要 zo 是 函数 S(T) 在 积分 区 间 上 的 唯一 的 极 大 值 点 

但 是 , 对 于 这 些 问题 , 我 们 将 不 再 回 过 头 去 研究 并 把 它们 精确 化 , 而 是 在 假定 f 
和 5S 是 C(%) 类 函数 的 条 件 下 , 给 出 利用 了 关于 指数 估计 的 引 理 1, 关于 变量 替换 的 
引 理 3 和 沃 森 引 理 4 的 相应 的 渐 近 展开 的 结果 . 


定理 2 ( 拉 普 拉 斯 渐 近 展开 定理 ) 设 了 = [a 引 是 有 限 区 间 , f,S < C(I,R)， 
maxS(7) 只 在 一 个 点 To E 了 了 达到, 且 f,S 在 点 Xo 的 某 一 领域 Ui(z0) 中 属于 
C(O) (Ui(zo), 展 ). 那么 , 关于 积分 (1) 的 渐 近 式 成 立 以 下 断言 : 

a) 如 果 zo = oa Stmi(a) 天 0,S6)(a) =0 对 于 工 和 J < mm 则 


F(A) Ame 》 aA em 当 入 一 二 oo， (16) 
KK 二 0 
这 里 


m= Cr (st) (ned) Gn, oe 


h(x,a) = (S(a) -3S(z)) /™/S’(z). 
b) 如 果 a < zo <b,SGQm(zo) 0,SW(zo) =0 对 于 1<j<2m, 则 


F(A) ~ A /2mes(ro) 》 ckA 当 入 十 co， (17) 
k= 二 0 


这 里 


(—1)2*+1(2rm)2* (2 +1 
Ck = 2 


d 2K 
(2k)! ) (9 (f(z)h(z, Z0) yx, ; 
jh(z,zo) = (3(zo) 一 S(z)) 二 环 /5'(z). 


2m 
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c) 如 果 f(z0) 0 且 jz)~ = f(ro)(r — zo)" 当 了 一 70, 则 在 情况 a) 和 b) 
下 渐 近 式 的 主 项 分 别 为 : 
(EN) 


x ER oO- 叶 中 (18) 


F(A) = 一 和 -党 人 sr ( 


rt 二 1 
1 、_ st Ms(zor (n+1 (2m 放 2 
F(A) = 人 € IL Dyn [1S(2m) (x0) 


x | f(z0) + O(N 峙 )|， (19) 


d) 展开 式 (16),(17) 关于 入 可 任意 次 微分 . 


< 从 引 理 1 可 得 , 在 我 们 的 条 件 下 , 当 入 一 二 oo 时 , 积分 (1) 可 用 在 点 zo 的 任 
意 小 的 邻 域 上 的 积分 代替 , 而 精确 到 只 相差 形 如 etWO(A-”) 的 一 个 量 . 
在 这 个 邻 域 中 做 变量 替换 x = p(y), 这 是 引 理 3 中 指出 的 那 种 变量 替换 , 把 在 
zo 的 小 邻 域 上 的 积分 化 成 


e / (f op)(y)p (Ve YY dy (20) 


的 形式 , 这 里 I = [0,e],a = m, 如 果 zo = a 的 话 ; 而 如 果 a < zo<5b, 则 了 = 
| 一 cs, el,a = 2m. 

做 替换 z = p(y) 的 那个 邻 域 , 可 以 认为 是 那样 小 的 , 以 致 函数 f,5 在 其 中 都 无 
穷 次 可 微 . 那 时 , 积分 (20) 中 积分 号 下 的 函数 (fo yp)(y)y'(y) 也 可 看 做 是 无 穷 次 可 
微 的 . 

如 果 I = [0,e], 即 在 情况 zo = a 下 , 直接 把 沃 森 引 理 4 应 用 于 积分 (20), 就 证 
明了 展开 (16) 的 存在 性 . 

而 如 果 I = [一 se,s], 即 在 情况 a < zo < 下 , 我 们 把 积分 (20) 化 成 


人 (fop)Wo y+ (fop) -Wp (ye dy (21) 


的 形式 , 再 应 用 沃 森 引 理 , 我 们 就 得 到 展开 式 (17). 

展开 式 (16),(17) 的 可 微 性 如 下 推出 : 在 我 们 的 条 件 下 , 积分 (1) 关于 入 可 微 , 而 
且 这 时 得 到 的 积分 还 满足 定理 的 条 件 . 对 于 它 , 展开 式 (16),(17) 成 立 , 从 而 可 立即 确 
认 , 这 些 展开 式 事实 上 是 与 形式 地 微分 原 积分 的 展开 式 (16),(17) 所 得 到 的 结果 是 一 
致 的 . 
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现在 , 剩 下 的 只 是 系数 ok 和 ce 的 公式 了 .根据 沃 森 引 理 , a = 1qas 9 


Ey oe (0) 
FT (3 ) 这 里 B(y) = (f ov)(y) p(y). 
但 是 , 注意 到 
Se) — Sla) = —y", 
S(T)p(Yy) = 一 mm 1 
p(y) = m8 (a) — S(z)) ~ /Ss’(z), 
d 
dy v'Y) ES 
$y) = f(z)¢ (9), 
我 们 得 到 


k 
G0) = (mn (he -odE) danceo 


这 里 h(z,a) = (S(a) — S(z))!- 去 /5S'(z). 
类 似 地 , 应 用 沃 森 引 理 于 (21), 可 得 出 系数 ck 的 公式 . 
令 yy) = pp) + Fp-Y)) PY), A + 时, 有 


° 2 (n) 7 二 1 
/ pye YY dy 二 2 Tr (号 入 3 . 
0 


但 w2*+D)(0) = 0, 这 是 由 于 函数 %(y) 是 偶 的 , 因此 ， 最 后 这 个 渐 近 展开 可 改写 


一 p28) 0) 7 2 十 2k 十 1 
| wwe 着 ED 8 r( 27m ) | 


剩 下 来 只 需 注意 W%t2U(0) = 25424)(0), 这 里 By) = 了 (p(y))jp'(9). 现在 , ck 的 公 
式 从 已 建立 起 来 的 ak 的 公式 ， 所 关中 的 k 换 成 2k, 再 把 代 换 结果 加 倍 就 得 到 . 

为 了 在 c) 中 的 条 件 f(x) = = f(z0)(2— 7z0)"+O((z 一 ZT0)"t1)( 这 里 ft (zo) 天 
0) 下 得 到 渐 近 展开 (16),(17) 的 华 项 (18),(19), 只 要 注意 到 z = p(y),zxo = 2(0),z 一 
zo = 9 (0)y 十 O(V), 亦 即 当 yy 一 0 时 有 


成 


(n) /7 
(Fon)W = (0)" + 00) ) 


(n) (7 
(Fop)W = (0) + 0) ), 
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因为 w(0) = (se ) 关 0, 如 果 za = a; 而 如 果 a < ze < b, 有 wp(0) = 


人 
Be) 0 

最 后 只 需 把 所 得 的 表达 式 分 别 代入 积分 (20),(21) 并 利用 沃 森 引 理 中 的 公式 (13) 
即 可 完成 定理 的 证 明 . mw 


注 2 当 n=0,m =1 时 , 从 公式 (18) 又 得 到 公式 (2). 


类 似 地 . 当 n = 0,m = 1 时 , 我 们 从 (19) 得 到 关系 式 (3 人 ). 
最 后 , 等 式 (4) 由 等 式 (18) 在 n= 0,m = 2 的 条 件 下 得 出 . 
所 有 这 些 , 当然 都 是 在 定理 2 的 条 件 下 说 的 . 


注 3 定理 2 涉及 是 函数 5S(z) 在 区 间 I= la 上 有 唯一 的 极 大 值 点 的 情况 . 
如 果 这 种 点 有 几 个 : z1,… ,zn, 则 把 积分 (1) 分 成 这 种 积分 的 和 , 其 中 每 一 个 的 渐 近 
式 可 用 定理 2 描述 . 这 就 是 说 , 在 这 种 情形 , 渐 近 式 是 上 边 那些 极 大 值 点 的 贡献 的 和 
> F(AM, zx;). 
六 


容易 想像 , 这 时 可 能 发 生 某 些 , 其 至 全 部 相互 抵消 的 现象 
例 11 如 果 Se Co)( 虹 ,下 ) 且 当 zz 一 oo 时 S(z) 一 -co, 则 


OO 
— / S'(zjexstzjdz = 三 0 当 入 > 0. 


因此 在 这 种 情况 显然 应 当 存在 贡献 的 相互 干涉 . 从 形式 观点 看 , 所 举 的 例 可 能 
显得 没有 说 服 力 因为 从 前 说 的 都 是 有 限 积分 区 间 的 情况 . 但 是 , 下 边 重要 的 注 将 消 
除 这 个 疑问 . 


注 4 在 定理 1 和 2 中 , 为 了 使 问题 容易 些 并 避免 笨重 的 叙述 , 我 们 假定 了 积 
分 区 间 工 是 有 限 的 , 而 积分 (1) 是 常 义 的 . 其 实 , 如 果 在 极 大 值 点 zo ez 的 任意 邻 域 
U (zo) 之 外 成 并 不 等 式 rp, 5S(z) < 5S(zo), 则 由 引 理 1 已 能 保证 ， 在 U(zo) 外 部 的 


区 间 上 的 积分 与 exstzo) 相 比 , 当 入 一 +o0 时 , 是 指数 小 量 (当然 ， 是 在 积分 (1) 至 
少 对 某 个 值 入 = 和 0 绝对 收敛 的 条 件 下 ). 


这 样 一 来 , 无 论 定 理 1 还 是 定理 2, 只 要 刚才 指出 的 条 件 满足 , 它们 对 有 反 弟 积分 
也 都 成 立 . 


注 5 在 定理 2 中 得 到 的 系数 公式 , 由 于 它们 都 很 笨重 , 通常 只 能 用 它们 求 出 
在 具体 计算 中 需要 的 渐 近 式 的 头 几 项 . 就 这 些 系数 的 公式 来 说 , 很 少 能 得 到 比 定理 2 
中 指出 的 更 加 简单 的 渐 近 展开 一 般 形式 了 . 然而 , 这 种 情况 也 还 是 能 遇 到 的 . 为 了 阐 
明 这 些 公式 , 我 们 将 考察 以 下 几 个 例子 . 


ou 


: 544 ， 第 十 九 章 渐 近 展开 


例 12 容易 用 分 部 积分 法 得 到 概率 误差 积分 
too  ， 
Erf(7x) = / e ”CU 


当 z 一 +oo 时 的 渐 近 式 : 
2 .00 , _ 2 _ 2 二 oa 四 
Erf(z) = 一 ; |/ te du = 一 一 二 +| ue du 
由 此 经 明显 的 信 计 推出 
Erf(z) 和 > > CD Gk Ds- 当 zx -+o0. (22) 
k=0 


现在 , 让 我 们 从 定理 2 出 发 得 出 这 个 展开 式 . 
经 变换 凡 = zt 得 表达 式 


十 co 2 .2 
Erf(z) = |/ e *!dt. 
1 


在 这 里 置 = zx? 并 像 在 定理 2 中 那样 用 字母 > 表示 积分 变量 , 就 将 问题 归结 为 求 
积分 _ 
_ 一 AZ 个 
F(M) = / d (23) 

的 渐 近 式 , 这 是 因为 Erf(x) = zF(7x”). 

根据 注 4, 积分 (23) 满足 定理 2 的 条 件 : S(x) = -2z2,5'(z) = -2x < 0 当 
l &< ZX<+o0,S(1) = -2,5(1) = —1. | 

这 样 , zo0 = 二 a= 1,m=1,f(z)=1,nh(z,a) = 一 dz， ) = 一 二 -六 


LE 音 玫 和 


(2k 一 DD)!! (2k+1) 
一 


令 定 = 了 我们 求 出 


(1)*+! 一 —1)!! 
Qk = rk + 1) -Sa ) = (1 
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现在 , 对 积分 (23) 写 出 渐 近 展开 式 (16) 后 , 并 注意 关系 式 Erf(x) = zF(x?), 我 
们 就 得 到 当 z 一 十 oo 时 函数 Erf(z) 的 展开 式 (22). 


例 13 我 们 在 例 7 中 从 表示 式 


十 De 
CT(A+1)= 和 + 上 ez-Inz) qr (24) 
如 


出 发 得 到 了 当 入 -十 oo 时 函数 T( 和 入 +1) 的 渐 近 式 主 项 . 现在 , 我 们 来 尝试 一 下 , 利 
用 定理 2 b), 把 从 前 求 出 的 公式 精确 化 . 


为 了 简化 以 下 某 些 书写 , 我 们 把 积分 (24) 中 的 z 换 成 z 一 1. 于 是 得 到 


十 ce 
T(A+ 1) -一 xie exUn(1+z) 一 71， 
1 


并 把 问题 归结 为 研究 积分 


十 OO 
F(A) = / e^Uun(1+z) 一 71c17 (25) 


当 A _， 上 +oo 时 的 渐 近 式 . 这 里 S(z) = in(1 + z) 一 ,5'(z) = 一 - _1,S'(0) = 0, 即 


小 
ro = 0,S"(z) = -0) 二 -1 大 0, 就 是 说 , 根据 注 4, 定理 2 的 条 件 b) 成 
立 , 这 里 还 应 设 f(z)=1 和 m=1, 因 为 S”(0) 关 0. 


函数 h(z, zo) = h(zx) 在 给 定 情形 下 有 如 下 形式 .: 


1 十 Z 
ep 


hz) 三 一 (x — In(1 十 z))172. 


如 果 我 们 想 找 出 浙 近 式 的 头 两 项 , 则 我 们 应 当 在 = = 0 计算 
d 0 
(na) EE) (he) = AD 


(Pa 站) (le) = DE) 


(a0) oa) = (za 是 ) (aa 时 四 ) 


2 2 
= Na (a) (z) + nl)| 
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显 见 , 如 果 找 出 h(0), (0),h”(0), 这 个 计算 是 容易 完成 的 . 而 h(0), hp'(0) 和 j(0) 
可 从 函数 h(xz),x > 0, 在 零 的 邻 域 中 的 泰勒 展开 


中 得 到 . 


这 样 一 来 , h(0) = 一 ; V2 2 


p00=— <.h0= 
31 10) = —, (0) 


因此 , 当 入 一 co 
F(A) = V2n\ 3? € 十 A 十 oo 
即 当 入 一 十 oo 


入 
T(A+1) = V27》 (2) @ 十 二 A + oo (26) 
渐 近 展开 (16) 和 (17) 也 可 以 按照 定理 2 的 证 明 去 求 , 而 不 必 涉 及 定理 2 的 叙 
述 中 指出 的 系数 表达 式 . 注意 到 这 一 点 是 有 益 的 . 
作为 例子 我 们 又 将 得 到 积分 (25) 的 一 个 另外 形式 的 渐 近 式 . 
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利用 局 部 化 原理 并 在 零 的 邻 域 中 做 替换 x = p(y), 使 0= wp(0),S(p(y)) = lna(1L+ 
p(9)) 一 pW) = 一 访 . 我 们 把 问题 归结 为 研究 积分 


E E 
/ p' (yey dy = | py)e YY dy 
一 世 0 


的 渐 近 式 , 这 里 wy) = p'(y) + w(- 细 ,最 后 这 个 积分 的 渐 近 展开 可 根据 沃 森 引 理 得 
到 


f J (ye dy ~ ;> OT r (号 ) -+tI1)/2 A +o0, 
| 
注意 到 关系 式 (2*+D) (0) = 0,W%25(0) = 2p(2*+D(0), 由 它 可 给 出 渐 近 级 数 


3 p+ (0) GE 1 (et A- i 
< 一 (2k)! 2 k122K 


于 是 , 对 于 积分 (25), 我 们 得 到 它 的 渐 近 展开 


(28 十 1) 
(0) 
VT > 人 122K (27) 


这 里 x = p(y) 是 那样 一 个 光滑 函数 , 它 使 在 zx 和 y 的 零点 的 邻 域 中 有 z 一 ln(1+2) = 
0 

如 果 我 们 要 求 出 渐 近 式 的 头 两 项 , 则 应 在 一 般 公 式 (27) 中 代入 w(0) 和 yp(3(0) 
的 具体 值 . 

把 求 这 些 值 的 下 列 方法 演示 一 下 , 可 能 不 是 没有 好 处 的 , 通常 , 它 可 以 用 于 按 一 
个 函数 的 展开 式 求 它 的 有 反 函 数 的 泰勒 展开 . / 

假设 当 w > 0 时 有 z > 0, 我 们 从 关系 式 


z—ln(l+7z)=y 
依次 得 到 
1 » 2 ,1» 3、 ,2 
oT (= 和 + + O(z )) = 
2 1 号 
= V2y @ — 37 十 7 十 on ) 
= v 画 (1+ 和 一 让 2 +OG) ) 


3 12 


= Vay + ys — Vye + O(yz*). 
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但 当 y 一 0 时 (z 一 0 时 ) 有 z~Vv2y 因 此, 利用 已 经 得 到 的 xz 的 表达 式 , 继续 进 
行 这 个 计算 , 就 得 到 : 当 yy 一 0 时 , 有 


r= V2y+ 2 (a + yn 十 oo 一 (Voy) 十 O(y’) 


v2, + O(y’) 
V2 3 
oY 


2 2 
tt 


= Vay+ 2 3Y ?+ (Vay) - 


wa, + O(y). 


+ O(y’) 
-Vat 2 十 


这 样 一 来 , 我 们 得 到 了 我 们 感 兴 趣 的 量 2'(0),p43)(0) 的 值 : 2'(0) = V2, 23(0) = 


| 


把 它们 代入 公式 (27), 求 出 
F(A) = A-3V27 @ + 二 A + OCX 】 当 入 一 十 oo， 


由 此 , 我 们 又 得 到 公式 (26). 
最 后 , 我 们 还 将 做 两 个 与 本 节 讨 论 的 问题 有 关 的 注 . 
注 6 (高 维 情形 的 拉 普 拉 斯 方法 ) 我 们 指出 , 拉 普 拉 斯 方法 也 能 成 功 地 应 用 于 
研究 拉 普 拉 斯 重 积 分 
F(A) = / f(z)e*S( dar 
xX 


的 渐 近 式 , 其 中 ze R",X 是 下 ”中 的 区 域 , f, 5 是 X 中 定义 的 实 值 函 数 . 
对 于 这 种 积分 , 关于 指数 估计 引 理 1 成 立 , 根据 这 个 引 理 , 这 种 积分 的 渐 近 式 的 
研究 可 归结 为 它 的 在 函数 5S 的 极 大 值 上 zo 的 邻 域 上 取得 那 一 部 分 


| f(z)e’ Sqr 
U (zo) 


的 渐 近 式 的 研究 . 

如 果 这 是 一 个 非 晓 化 极 大 值 , 即 5”(zo) 坟 0, 则 根据 莫 尔 斯 引 理 (参看 第 1 卷 第 8 
章 86) 存在 变量 替换 x = p( 急 使 S(zo)-S(p(g) = lg 这 里 罗 = (人 关 十 十) 
因此 , 问题 归结 到 典型 积分 


/ (f op)(y)dety (ye dy, 


在 函数 f,S 是 光滑 函数 的 情形 , 可 应 用 富 比 尼 定理 , 并 依据 上 边 证 明了 的 沃 森 引 理 
(参看 这 方面 的 练习 8 一 11) 来 研究 它 . 
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注 7 (稳定 相位 法 ) 如 我 们 已 经 指出 的 , 拉 普 拉 斯 方法 在 它 的 厂 义 理解 下 是 : 
1° 确定 的 局 部 化 原理 (关于 指数 估计 的 引 理 1). 

2。 局 部 地 把 积分 化 成 典型 形式 的 方法 ( 英 尔 斯 引 理 ). 

3° 典型 积分 的 渐 近 式 的 描述 ( 沃 森 引 理 ). 


局 部 化 思想 我 们 早 在 研究 6-- 型 函数 族 时 已 经 遇见 过 , 在 研究 级 数 和 健 里 叶 变 换 
时 也 遇见 过 ( 黎 曼 引 理 , 函数 的 光滑 性 及 其 傅 里 时 变换 减 小 的 速度 , 级 数 的 收 仇 性 及 
傅 里 时 积分 ). 

形 如 

= | f(r)e sr) ar 
x 


的 积分 , 其 中 X c R", 在 数学 中 占有 重要 地 位 , 它 叫 健 里 叶 积 分 . 依 里 叶 积 分 与 拉 普 
拉 斯 积分 的 差别 只 是 指数 中 的 一 个 小 小 的 因子 i. 但 是 , 这 却 导致 对 于 实 的 入 和 S(z) 
有 |ets(z)| = 1, 从 而 , 在 研究 傅 里 叶 积 分 的 渐 近 式 时 极 大 值 优先 的 思想 不 再 适用 . 
设 和 = [a, CR1,f € OL”)([a,0],R) ( 即 f 在 [a,9] 具有 紧 支 集 ), S € C%) 
([a,91,R) 目 在 [a,b| 上 S’'(x) #0. 
作 分 部 积分 并 利用 黎 曼 引 理 (参看 练习 12), 得 到 


)eixs(z) ”jz) iAS(z) 二 了 iAS(z) 
fr dx = ee Se 一 本 $) cj dz 


— 1 有 一 。., 一 三 f(T)e ?tr) dz 
= o( 和 Am) 当 入 一 oo. 


这 样 一 来 , 如 果 S'(z) 关 0 在 区 间 [a,9] 上 , 那么 , 由 于 当 入 一 co 时 函数 etx2tee， 
的 振荡 频率 总 在 增长 , 区 间 [a,8] 上 的 健 里 叶 积 分 实际 上 是 O( 和 -”) 型 的 量 . 

傅 里 叶 积 分 中 的 函数 S(x) 叫 相 位 函数 . 这 样 , 傅 里 叶 积分 有 自己 的 局 部 化 原理 ， 
它 叫 做 稳定 相位 原理 . 根据 这 个 原理 , 傅 里 时 积分 (在 fe Ci 的 情况 ) 当 入 一 oo 
的 渐 近 式 , 在 不 计 O(X-%) 的 差别 时 , 与 取 在 相位 函数 的 稳定 点 zo (即使 8S(zo) =0 
的 点 zo) 的 邻 域 U(zo) 上 的 那 部 分 健 里 叶 积 分 的 渐 近 式 相 同 . 

然后 , 借助 变量 替换 , 把 问题 归结 为 研究 典型 积分 


E() = / ‘flv)em” dz, 


的 渐 近 式 , 它 由 专门 的 一 个 欧 拉 引 理 来 描述 , 这 个 引 理 对 伍 里 叶 积 分 所 起 的 作用 , 狐 
如 沃 森 引 理 对 拉 普 拉 斯 积分 的 作用 . 

研究 傅 里 时 积分 的 渐 近 式 的 这 个 框架 叫做 稳定 相位 方法 . 

稳定 相位 方法 中 的 局 部 化 原理 的 自然 属性 跟 拉 普 拉 斯 积分 的 情形 完全 不 是 一 回 
事 , 但 是 , 我 们 看 到 , 拉 普 拉 斯 方法 的 一 般 框架 在 这 里 还 是 适用 的 . 

关于 稳定 相位 方法 的 一 些 详细 情况 , 读者 将 在 练习 12 一 17 中 找到 . 
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练习 


一 维 情形 的 拉 普 拉 斯 方法 . 
1.。 a) 对 于 a > 0 函数 hz) = e ”在 > = 0 达到 最 大 值 . 同时 , 若 5 = O (入 - 支 ), 则 Ra) 
在 点 z = 0 的 5- 邻 域内 是 1 阶 量 
利用 引 理 1, 证 明 : 如 果 0 < 6 < 1, 则 积分 


W (A) = / zf(zje- = dz， 
其 中 c(X,6) = 入, 当 一 +oo 时 的 阶 为 O(e-4> ), 这 里 4 是 一 个 正常 数 . 
b) 证 明 : 如 果 函 数 f 在 xz = 0 连续 , 则 
W(XN) = a-!T € ) [f(0) + ol(1)]A-8/* 当 入 一 上 oo. 
c) 定理 1, a) 中 的 条 件 f(x) = flzo) + G(z 一 zo) 可 以 减弱 , 用 f 在 点 zo 连续 这 个 条 件 


代替 它 . 试 证 : 这 时 渐 近 式 主 项 不 变 , 但 一 般 说 , 等 式 (2) 不 再 保持 , 其 中 的 O(z 一 zo) 
现在 应 换 成 o(1). 


2. a) 伯 努 利 数 B21 由 关系 式 


1 1 BP2k 12K 一 
7 一 本 一 ;高 : ,|t| < 27 
定义 . 已 知 , 
1 1 Yt 
(于 ) (=Imz+ / € 了 dt. 
Bok 一 2 
各 四 =msz- 去 -二 芍 当 z 一 十 oo 


b) 试 证 : 当 zw 一 十 co, 有 


1 By ~2k+1 
aro) ~ (e-$) ne -e+ dn2r+t Dm Di — I” 


这 个 渐 近 展开 式 叫 做 斯 特 林 级 数 ， 


c) 试 利用 斯 特 林 级 数 求 函数 T(z 十 1) 当 了 z 一 二 oo 时 的 渐 近 式 的 头 两 项 并 把 你 的 结果 与 
例 13 的 结果 进行 比较 . 


d) 模仿 例 13 的 方法 , 利用 斯 特 林 级 数 ， 独立 地 证 明 


TNT 1 1 1 
ra + 1) = vara () (+ 页 + 强 w+0( 襄 )) 当 xz 一 十 o0. 
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3. a) 设 f € CcC(0,al, 恨 ),S € CO(0,al,R)Stz) > 0 在 [0,al 上 ,5S(z) 在 x = 0 达到 最 大 
且 S (0) 关 0. 试 证 : 如果 f(0) 关 0, 则 


T(A) := 人 Flz)S^(zjdz ~ -总 0 9 (0) 当 入 一 上 +oo. 


b) 如 果 还 假定 f,S € C'™%)([0, aj, 展 ), 导出 渐 近 展开 


T(A) ~ S51 (0) 》 ar 和 “1 当 入 一 十 oo. 
k=0 


/2 
/ sin tdt = 4| 一 (1 + O(n 一 )) 当 n 一 二 oo. 
0 2n 


b) 用 欧 拉 积分 表示 这 个 积分 ， 并 证 明 当 n < N 时 它 等 于 “一 


4， a) 试 证 


、、 1T (no 
2) 试 求 于 斯 公式 = im 二 | | ， 
d) 试 求 a) 中 积分 当 n 一 +coe 的 渐 近 展开 的 头 两 项 . 
5. 8) 试 证 f°,(1 — xX)"dzr~ /FE 当 n 十 00. 
b) 试 求 这 个 积分 的 渐 近 式 的 后 继 项 ， 


6. 试 证 : 如 果 a > 0, 则 当 x 一 十 oo, 有 
十 oC 
上 tc 反手 ~ 4/ 乞 z 赤 exp (zz ) 
0 ec e 


十 ooe 
上 (1+t)"e dt 当 交 一 十 oo 
0 


7. a) 求 积 分 


的 渐 近 式 的 主 项 . 
b) 利用 所 得 的 结果 和 恒等式 kn = /””e-"tt*dt 证 明 


Dkin 一 /0 二 O(n) 当 n 一 十 oo0. 
高 维 情形 的 拉 普 拉 斯 方法 ， / 
8， 关于 指数 估计 的 引 理 . 设 M = supS(2) 又 设 在 某 值 和 = 和 o 积分 
. reD 
F(A) = | f(z)e*S (qz (*) 
DCR™ 
绝对 收敛 . 试 证 , 当 入 > Xo 这 个 积分 绝对 收 义 , 且 


FO)| < | f(z)e*s dr < Ae*™M(X > No), 


这 里 4 是 一 个 正常 数 . 
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9. 英 尔 斯 引 理 . 设 zo 是 函数 S(z) 的 非 赔 化 交界 点 , 这 里 5S(z) 是 定义 在 zo € 有 ”的 一 个 邻 
域内 并 属于 0 类 ， 则 存在 x = zo 的 邻 域 U,y = 0 的 邻 域 V 和 属于 C*™)(V,U) 的 微分 同 胚 
9p:V 一 也 满足 


S(e()) = S(z0) + 3 Dl) 


det (0) 一 1, P1 nn 是 矩阵 Szz (To0) 的 本 征 值 ， 而 y 二 (yy ，: ,VY  ) 是 所 4 三 R" 的 坐 
标 . : 
试 根据 在 第 1 卷 第 8 章 86 的 葛 尔 斯 引 理 证 明 莫 尔 斯 引 理 的 这 个 具体 一 些 的 形式 . 
10. 典型 积分 的 渐 近 式 . 
a) 设 t= (t,tnjV = {teR” | lt| < 67= 1,2,...,n}),a € CV, R), 
且 FU(Xt ) 一 三， a(t1,.:- tn)e™ at 这 里 上 一 (t2,，…， , tn ), V1 > DO. 试 证 ， 
F(A,t) ~ 3 ak(t t+3) 当 入 一 十 oo; 这 个 展开 式 关于 teEV’ = {tt ER" ||#’ 
k=0 


< 6,7 = 2,… ,n} 是 一 致 的 , 且 对 任意 的 上 二 0,1,.…… ,有 ak € CI(V’, RR). 
b) 以 e- 沟 各 乘 矿 (X, 刀 , 试 根据 相应 渐 近 展开 式 逐 项 积分 的 合法 性 求 函 数 


a 


6 AL 
F2(X,t”) = / Fi(M,t ee dt 当 入 一 十 co 
6 


的 渐 近 展开 ， 这 里 太一 (ts, + , tn ), V2 > 0. 
c) 试 证 , 对 于 函数 


A(A 和 ) = | |/ a(lti,::. ,tn)e 1 dt1 .dt 
—6 一 4 
其 中 zw > 0,7 = 1 7 成 立 渐 近 展 开 


4(A) ~ 入 2 》 ak 入“ 当 入 一 十 oo， 


k=0 


11. 高 维 情形 的 拉 普 拉 斯 积分 渐 近 式 
a) 设 DD 是 R” 中 的 有 界 闭 区 域 , f,S e C(D, R), maxS(z) 只 在 区 域 D 的 某 一 内 点 zo 达 


到 ; / 5 在 点 zo 的 某 一 邻 域内 属 C(%), 且 det 3S"(zo) 0. 
试 证 : 如 果 积 分 (*) 对 某 个 和 = Xo 绝对 收敛 , 则 
F(A) ~ e*S (20) A "2 3 Qk 入 “ 当 入 一 十 co， 
k= 二 0 


且 这 个 展开 式 关于 和 可 任意 次 可 微 , 而 它 的 主 项 有 


FO) = eso 3 / i (f(zo) 十 OA- 


的 形式 . 
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b) 验证 : 如 果 在 上 一 断言 中 代替 f,5 € Ct%) 只 假定 在 点 zo 的 邻 域 中 有  e OO, 而 
Se C3) 则 当 入 一 上 +oo 渐 近 式 主 项 不 变 , 只 是 要 以 o(1) 代替 O(A~!). 
一 维 情形 的 稳定 相位 方法 


12. 黎 受 引 理 的 推广 . 
a) 试 证 黎 曼 定理 的 以 下 推广 . 


设 SE€ Cm([a,0],R) 且 5S'(x) 关 0 在 [a,9] =: 了 上 . 那么 , 对 任何 在 区 间 上 绝 
对 可 积 的 函数 『 成 并 关系 式 


b 
F(A) = / f(x)e (Waqr 一 0 当 入 一 00, 和 ER. 
b) 验证 : 如 果 此 外 还 假定 Fe Ce+D(T 了 R), 而 Se Cm+3)(7, 恨 ), 则 当 入 一 co 有 


nn k 
F(X) _ (C2 (ss 2) fe 


k= 二 0 


b 
十 o(A— "+ ), 


忆 


c) 写 出 函数 所 (A) 当 入 co, 入 e 及 时 的 渐 近 式 主 项 

d) 试 证 : 如 果 Se Ce)(7 及 ), 而 f joa € Cla, ad]， | E Cc,b), 但 f ¢ C2 a,b), 
则 当 入 一 co, 函数 F( 和 ) 未 必 是 量 o( 和 -1). 

e) 试 证 : 当 /Se C(%)(7, 民 ), 函数 F( 和 ) 当 入 一 co 可 以 展开 成 渐 近 级 数 . 

人 如 果 a > 0, 而 急 = ef ,wo 二 cos 和 zx, Wa = sin 和 Xz, 试 求 积分 j (1 十 7X) “wj(z, 和 dz 
(i = 1,2,3) 当 入 一 co 和 ER 的 渐 近 展开 . 


13. 局 部 化 原理 . 
a) 设 I= [a,b] CR,f eC™)(T,R),S Ee C(I,R) 且 S$'(z) #0 在 I 上 . 试 证 


b 
F(A) := / f(r)e™** qr = O(A ™“) 当 入 一 oo. 


b) 设 f € Ce 有 RS € C(I)(T, 民 );z1,… ,zm 是 函数 S(z) 的 有 限 多 个 稳定 点 , 在 
I\ {zi1,… ,zm} 上 S'(z) 天 0. 我 们 用 已 (A, zi) 表示 函数 f(z)e*”*3(?) 在 点 x; 的 邻 域 
U(z;) 上 的 积分 , j= 1,… ,m, 设 U(x;) 的 闭 包 不 包含 其 他 的 临界 点 . 试 证 : 


FA) = YF,s) +O(Ar=) 当 和 一 oo 


7 一 ] 
14. 一 维 情形 傅 里 叶 积 分 的 渐 近 和 式 . 


a) 在 相当 广泛 的 情况 下 , 借助 局 部 化 原理 能 把 求 一 维 傅 里 时 积分 的 渐 近 式 的 问题 归结 为 求 
典型 积分 


五 (入 ) = 人 zp -1F(z)etz dz 
0 
的 渐 近 式 , 而 关于 这 个 典型 积分 , 成 并 以 下 
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艾 尔 代 伊 引 理 设 a>1,6 > 0,f € C9(l0,a],R) 且 f(a) = 0,k = 0,1, 
2,..: ， 则 
E(N) ~ YarA 当 入 一 +oo， 


kK 二 0 


这 里 


CQ CQ k! 
而 且 这 个 展开 式 关 于 入 可 任意 次 微分 . 
试 利用 艾 尔 代 伊 引 理 证 明 下 列 命 题 . 
设 了 = [zo 一 6,xo 十 9 是 有 限 区 间 , f,S ec Ct)(T,RR), 且 f € Co(T,R), 而 5S 在 
了 上 有 唯一 的 稳定 点 zo,S'(zo) = 0, 但 S”(zo) 冯 0. 那么 , 当 入 一 十 oo, 有 


可 (k) 
Wk =— lr (全 - 订 寺 2 (0) 


+6 ce 
F(A, zo) := 广 f(r)e™? qr ~ ei 和 sgnS (zo) eiNS(z0) \—3 >, QKA 和 A 
ro—¢ kk 二 0 


且 渐 近 式 的 主 项 具有 
Fao) 一 人 Ce eco+OO 
的 形式 


b) 考察 整 指标 n > 0 的 贝 塞 尔 函 数 : 


Jn(T) = < cos(Zsin p — nop)dy. 


试 证 
Jn(z) = /oo (2 一 一 -7) +O(z ) 当 zx 一 十 oc. 
高 维 情形 的 稳定 相位 方法 . 
15， 局 部 化 原理 
a) 试 证 下 述 命 题 . 
设 D 是 R” 中 的 区 域 , f € Cl (D, 了 ),S € Cee)(D,R),gradS(z) 类 0 当 ze 
suppf, 且 


F(X) := | f(z)e ”dz (x*) 


那么 , 对 任何 k € N, 存在 正常 数 A(k) 使 对 一 切 入 > 1 成 立 估 计 |F(A)| < 
A(k)A~*,， 从 而 , F(X) = O(X-%) 当 入 一 十 oo. 
b) 设 间 上 一 样 有 f € C$”’'(D,RR),S € Ce)(D,R), 但 S 在 D 中 有 有 限 多 个 临界 点 
zi ,Xm, 在 这 些 点 外 gradS(z) 关 0. 用 F( 和 ,xz;) 表示 函数 f(z)e* 5(?) 在 点 zj 的 
邻 域 U(z;) 上 的 积分 , 而 U(x;) 的 闭 包 中 没有 zj 以 外 的 其 他 临界 点 . 试 证 


F(A) = 人 F(A, zj) + O(A-™”) 当 入 一 +oco. 


j=1 


82 ” 渐 近 积分 ( 拉 普 拉 斯 方法 ) “555 . 


16. 化 成 典型 积分 .如 果 zo 是 定义 在 区 域 D C 有" 中 的 函数 5 e CO)(D, 及 ) 的 非 赔 化 临界 点 , 则 
根据 莫 尔 斯 引 理 (参看 练习 9) 存在 那样 的 局 部 变量 替换 z = p(yy), 使 zo = wp(0), S(p(y)) = 
S(xo) 十 5 2 cz(y ) ， 且 detp'(g) > 0, 其 中 sj = 土 1,y = ( 久 ， 

试 利用 局 部 化 原理 (练习 15) 证 明 : 如 果 f € Ce (D, 了 R),SEe Co)(D,R),S 在 万 中 
至 多 有 有 限 个 临界 点 , 它们 全 是 非 晓 化 的 , 则 积分 (**) 的 渐 近 式 的 研究 可 归结 成 专门 的 积分 


全 二 < ji ”1 
Vw(A) := 广 VY Je 1 dy dg 


的 渐 近 式 的 研究 . 
17。 高 维 情形 傅 里 叶 积 分 的 渐 近 式 ， 
试 利用 艾 尔 代 伊 引 理 (练习 14a)) 和 练习 10 中 的 运算 方案 证 明 : 如 果 DD 是 R* 中 的 一 
个 区 域 , f,S e Cee)(D,R),suppj 在 D 中 紧 , zo 是 函数 S 在 DD 中 的 唯一 的 而 且 是 非 晓 化 
的 将 界 点 , 则 对 于 积分 (**) 当 入 一 +oo 时 成 立 渐 近 展 开 


F(A) ~ A eiNS (ro) 3 ar 和 A “, 
kK 二 0 
且 它 关于 入 可 任意 次 微分 . 
渐 近 式 的 主 项 有 


时 n/2 , 
F(A) = 63 exp [se 十 sgn (eo)| 


x ldetS” (zo)|-? [f(z0) + O(A-!)] 当 入 一 +eo. 


这 里 S”(zo) 是 函数 S 在 点 zo 的 二 阶 导数 矩阵 ( 玄 赛 矩阵 ), 它 是 对 称 的 , 且 根 据 假 设 
条 件 它 是 非 晓 化 的 , 而 sgnS"“(zo) 是 这 个 矩阵 的 符号 差 (或 它 对 应 的 二 次 形式 的 符号 差 ), 即 
矩阵 3S“(zo) 的 正 负 特 征 值 的 个 数 差 vw 一 v-. 
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级 数 和 含 参 变量 积分 


1. 


10. 


级 数 收 敛 性 的 柯 西 准则 . 收敛 性 的 比较 定理 和 基本 的 充分 性 检验 法 (控制 检验 法 , 积分 检验 
法 , 阿 贝尔 - 狭 利 克 雷 检验 法 ). 级 数 4(s) = 2 m 


， 函数 项 级 数 和 函数 族 的 一 致 收敛 性 . 函数 项 级 数 一 致 收敛 性 的 柯 西 准则 和 基本 的 充分 性 检验 


法 ( 强 函 数 检验 法 , 阿 贝尔 - 狄 利克 雷 检 验 法 ). 


， 两 个 极限 可 交换 的 充分 条 件 . 连续 性 , 积分 法 , 微分 法 和 极限 过 渡 . 
， 帮 级 数 的 收敛 域 和 收敛 特 氮 . 柯 西 - 阿达 马公 式 . 阿 贝 尔 (第 二 ) 定理 . 基本 初等 函数 的 泰勒 


展开 . 欧 拉 公式 . 项 级 数 的 微分 法 和 积分 法 . 


. 反 稍 积分 . 收敛 性 的 柯 西 准则 和 基本 的 充分 性 检验 法 (控制 检验 法 , 阿 贝 尔 - 狄 利克 雷 检验 


法 ). 


. 含 参 变量 反常 积分 的 一 致 收敛 性 . 一 致 收敛 性 的 柯 西 准则 和 基本 的 充分 性 检验 法 ( 强 函 数 检 


验 法 , 阿 贝 尔 - 狄 利克 和 雷 检验 法 ). 


. 含 参 变 量 的 常 义 积分 的 连续 性 , 微分 法 和 积分 法 
. 含 参 变量 的 反常 积分 的 连续 性 , 微分 法 和 积分 法 . 狄 利克 雷 积分 . 
. 欧 拉 积分 . 定义 域 , 微分 性 质 , 递 推 公式 , 各 种 表示 , 相互 关系 . 泊 松 积分 


6 型 函数 族 . 卷 积 收敛 性 定理 . 用 代数 多 项 式 一 致 逼近 连续 函数 的 经 典 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 . 
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口试 参考 题 
1. 已 是 多 项 式 . 计算 (et 蔓 ) P(z). 
2. 试验 证 , 向 量 函 数 e*zo 是 柯 西 问题 之 = 4z,z(0) = zo 的 解 (z = 4z 是 由 矩阵 4 给 出 的 
方程 组 ). 
3. 试 求 方程 sinz + = = 0 的 正 根 和 <A2<.<Mn< 当 no00 时 具 精度 o( 二 ) 的 


4. a) 试 证 ,In2 = 1 一 二 十 一 .… .试问 ,为 求 出 In2 精确 到 误差 < 10-s 的 近似 值 , 需 取 这 
个 级 数 的 多 少 项 3 
b) 试验 证 ， ln 了 二 = 二 十 3 妈 十 Bt 十 ， . 利用 这 个 展开 式 , 令 z = + , 计算 inz 
是 方便 的 . 
c) 在 bj 中 令 t 二 得 


0) 
试问 , 为 求 出 In2 精确 到 误差 < 10 的 近似 值 , 需 取 这 个 级 数 多 少 项 ? 并 与 a) 比较 . 
这 是 改善 收敛 性 的 一 个 方法 . 
5. 试验 证 , 在 阿 贝 尔 意义 下 , 成 立 
a) 1-1+1..*= 35: 
l 


b) > sinkw = 3 PP 天 2777 ED. 
k=1 


1 
2 

c) 5 十 3 cos kp = 0,9 A 2nn,n ew. 

上 一 1 

6. 试 证 阿达 马 引 理 : 

a) 如 果 f € CV(U(z0)), 则 f(z) = jzo) + p(z)(z 一 zo), 其 中 we C(U(zo)) 县 

p(x0) = f' (x0). 
b) 如 果 f € CU(z0)), 则 
f(z) = jzo) 十 了 (zoj(z — zo0) 十 …… 十 


i (zo)(z — zo0)" + p(T)(z — 20)", 


其 中 p €E C(U(z0)) 且 w(zo) = = f(zo) 
cj) 当 z= (zx ,x"), 亦 即 当 f 是 n 元 函数 时 ， 这 些 关系 的 坐标 写法 是 怎样 的 ? 
7. a)j 试验 证 , 函数 


1 1 coszt 
一 一 dt 
人 人 :| 一 


满足 贝 塞 尔 方程 几 十 二 久 十 一 0 
b) 应 用 壬 级 数 尝试 着 求解 这 个 方程 


. 558 ， 口试 提纲 


c) 求 函数 .Jo(z) 的 虎 级 数 展开 . 


10, 


OO 一 cc LT (ar) _ 
1 十 ft2 一 ls tt ~ ~ ro T° Kk 
a) Tla,7) := e 2 Ta kT , 


b ENG) := J edlyVie rs 
“一 (3 k TK—1 


a) 遵循 哆 拉 的 方法 找 出 级 数 1 一 lz 十 21z? 一 3!tz 十 .… 与 函数 


十 cc et 
S(r) := / 1 ad 


的 联系 . 

b) 这 个 级 数 收 敛 吗 ? 

cj) 当 z 一 0 时 , 它 给 出 S(z) 的 渐 近 展开 吗 ? 

a) 线性 装置 4, 它 的 特性 不 依赖 于 时 间 , 对 5 一 函数 输入 信和 号 5(t) 的 啊 应 是 输出 信号 E(t). 
试问 , 装置 对 输入 信和 号 f(t)( 一 00 < 上 < 十 00) 的 啊 应 ? 

b) 总 能 根据 变换 了 的 信号 让 := Af 单 值 地 恢复 原 输 入 信号 f 吗 ? 


第 四 学 期 
积分 学 (多 变量 的 ) 


0 钱 匠心 


10. 
11. 


. nn 维 区 间 上 的 黎 曼 积分 . 积分 存在 的 勒 幢 格 准则 . 
. n 维 区 间 上 实 函 数 的 积分 存在 的 达 布 准则 . 


. 集合 上 的 积分 . 集合 的 若 尔 当 测 度 及 其 几何 意义 . 可 测 集 上 积分 存在 的 勒 贝 格 准则 . 积分 的 线 
性 性 和 可 加 性 . 


， 积 分 的 佑 计 . 
， 重 积分 化 成 累 次 积分 : 富 比 尼 定 理 及 其 重要 推论 . 
. 重 积分 变量 替换 公式 . 测度 和 积分 的 不 变性 . 
. 反常 重 积分 : 基本 定义 , 收敛 性 的 控制 判别 法 , 典型 积分 . 欧 拉 - 泊 松 积分 的 计算 . 
. R" 中 的 大 维 曲面 和 给 定 天 维 曲 面 的 基本 方法 . 抽象 上 维 流 形 .k 维 流 形 的 边界 是 (k 一 1) 维 
.可 定向 及 不 可 定向 流 形 . 给 抽象 流 形 定向 的 方法 和 及 ”中 的 ( 超 ) 曲面 
定向 流 形 的 边界 的 可 定向 性 , 流 形 及 其 边界 定向 的 和 谐 性 . 
流 形 在 一 点 的 切 向 量 和 切 空 间 . 切 向 量 解 释 作 微分 算 子 . 


区 域 D C R” 中 的 微分 形式 . 例子 : 函数 的 微分 ， 功 形式 ， 流量 形式 . 微分 形式 的 坐标 表示 . 
外 微分 运算 . 


12. 


13, 


14. 


15., 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 
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点 的 映射 及 在 这 些 点 上 定义 的 函数 的 共 生 映 射 ， 在 光滑 映射 下 , 点 的 变换 及 在 这 些 点 处 的 切 
空间 的 向 量 的 变换 . 在 光滑 映射 下 , 函数 及 微分 形式 的 转移 . 在 坐标 形式 下 进行 形式 转移 的 做 
法 

微分 形式 的 转移 与 其 外 积 运算 和 微分 运算 的 交换 . 流 形 上 的 微分 形式 . 微分 形式 运算 的 不 变 
性 (合理 性 ) 

功 和 通 量 的 计算 纲要 .一 形式 沿 上 维 流 形 的 积分 . 定向 的 方法 . 积分 对 参数 化 的 独立 性 .一 
微分 形式 沿 大 维 紧 定向 流 形 的 积分 的 一 般 定 义 . 

方 体 上 的 格林 公式 , 它 的 推导 , 解释 和 用 微分 形式 的 积分 语言 表述 . 一 般 斯 托 克 斯 公式 . 化 简 
到 k 一 维 区 间 情 形 并 证 明 . 经 典 分 析 的 积分 公式 是 一 般 斯 托 克 斯 公式 的 具体 推论 . 

R" 中 和 曲面 上 的 体积 形式 . 体积 形式 对 定向 的 依赖 性 . 第 一 型 积分 及 其 对 定向 的 独立 性 . 把 
面积 和 物质 曲面 的 质量 看 作 第 一 型 积分 .上 维 曲面 S* C 了” 的 体积 形式 的 局 部 参数 表示 ,以 
及 R" 中 的 超 曲面 S"-: 的 体积 形式 在 包含 S"-: 的 空间 的 笛 卡 儿 坐标 下 的 表示 . 

场 论 中 基本 微分 算 子 (grad,rot, div) 以 及 它们 与 欧 氏 定向 空间 中 的 外 微分 算 子 d 的 关系 . 
场 的 功 和 通 量 的 第 一 型 积分 写法 . 把 Ra 中 场 论 的 基本 积分 公式 看 作 经 典 分 析 基 本 公式 的 向 
量 写 法 

势 场 和 它 的 势 . 恰当 形式 和 闭 形式 . 形式 的 恰当 性 和 向 量 场 成 为 势 场 的 必要 性 的 微分 判别 法 . 
在 单 连通 区 域 下 它 的 充分 性 . 1- 形式 和 向 量 场 的 恰当 性 的 积分 准则 

闭 形式 的 恰当 性 的 局 部 性 ( 庞 加 莱 引 理 )， 整 体 分 析 , 同调 与 上 同调 . 迪 . 拉 姆 定理 (只 述 不 
证 ) 

斯 托 克 斯 (高 - 奥 ) 公式 的 应 用 例子 : 推导 基本 的 连续 介质 力学 方程 梯度 、 旋 度 和 散 度 的 
物理 意义 . 

算 子 V 及 其 利用 . 梯度 、 旋 度 和 散 度 在 三 维 曲线 坐标 系 中 的 具体 形式 . 


口试 参考 题 


以 下 22 组 习题 (1 一 22)) 依次 与 上 边 列 出 的 22 个 要 后 匹配 
1) 第 十 一 章 , 81, 练习 2,3. 
2) 第 十 一 章 , 81, 练习 4. 
3) 第 十 一 章 , 82, 练习 1,3,4. 
4) 第 十 一 章 , 83, 练习 1,2,3,4. 
5) 第 十 一 章 , 84, 练习 6,7. 
第 十 三 章 , 82, 练习 6. 
6) 第 十 一 章 , 85, 练习 9. 
第 十 二 章 , 85, 练习 5,6. 
7) 第 十 一 章 , 86, 练习 1,5,7. 
8) 第 十 二 章 , 91, 练习 2,3; 84, 练习 1,4 
9) 第 十 二 章 , 82, 练习 1,2,3,4; 85, 练习 11. 
10) 第 十 五 章 , 83, 练习 1,2. 
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11) 第 十 二 章 , 85, 练习 9; 
第 十 五 章 , 83, 练习 3. 
12) 第 十 五 章 , 83, 练习 4. 
13) 第 十 二 章 , 85, 练习 8,10. 
14) 第 十 三 章 , 81, 练习 3,4,5,9. 
15) 第 十 三 章 , 83, 练习 1,10,13,14. 
16) 第 十 二 章 , 84, 练习 10. 
第 十 三 章 , 82, 练习 5. 
17) 第 十 四 章 , 81, 练习 1,2. 
18) 第 十 四 章 , 82, 练习 1,2,3,4,8. 
19) 第 十 四 章 , 83, 练习 7,13,14. 
20) 第 十 四 章 , 83, 练习 11,12. 
21) 第 十 三 章 , 83, 练习 11. 
第 十 四 章 , 81, 练习 8. 
22) 第 十 四 章 , §1, 练习 4,5,6. 
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第 三 学 期 
级 数 和 含 参 变 量 积 多 


1. 


10. 
11. 


级 数 收 敛 性 的 柯 西 准则 . 收敛 性 的 比较 定理 和 基本 的 充分 性 判别 法 ( 强 函 数 判别 法 , 积分 判别 
法 , 阿 贝 尔 - 狄 利克 雷 判 别 法 ). 级 数 C(s) = > mm” 
n=1 


. 函数 项 级 数 和 函数 族 的 一 致 收敛 性 . 函数 项 级 数 一 致 收敛 性 的 柯 西 准则 和 基本 的 充分 性 判别 


法 ( 强 函 数 判别 法 , 阿 贝尔 - 狄 利克 和 雷 判 别 法 ). 


.两 个 极限 可 交换 的 充分 条 件 . 连续 性 , 积分 法 , 微分 法 和 极限 过 渡 . 
， 攻 级 数 的 收敛 域 和 收敛 特 氮 . 柯 西 - 阿达 马公 式 . 阿 贝 和 (第 二 ) 定理 . 基本 初等 函数 的 泰勒 


展开 . 欧 拉 公 式 . 大 级 数 的 微分 法 和 积分 法 . 


.反常 积分 ,收敛 性 的 柯 西 准则 和 基本 的 充分 性 判别 法 (控制 检验 法 , 阿 贝 尔 - 犹 利克 雷 检 验 


法 ). 


. 含 参 变量 反常 积分 的 一 致 收敛 性 . 一 致 收敛 性 的 柯 西 准则 和 基本 的 充分 性 判别 法 (控制 检验 


法 , 阿 贝尔 - 狭 利 克 雷 检验 法 ). 


， 含 参 变量 的 常 义 积 分 的 连续 性 , 微分 法 和 积分 法 . 
. 合 参 变量 的 反常 积分 的 连续 性 , 微分 法 和 积分 法 . 狭 利 殉 雷 积分 . 
， 欧 拉 积 分 . 定义 域 , 微分 性 质 , 递 推 公式 , 各 种 表示 , 相互 关系 . 泊 松 积分 . 


6 型 函数 族 . 卷 积 收敛 性 定理 . 用 代数 多 项 式 一 致远 近 连续 函数 的 经 典 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 . 


具 内 积 的 向 量 空间 ， 内 积 的 连续 性 和 与 此 相关 的 它 的 代数 性 质 ， 正 交 和 正 交 规范 问 量 系 . 毕 
达 哥 拉 斯 定理 . 傅 里 叶 系数 和 传 里 叶 级 数 . 函数 空间 中 的 内 积 和 正 交 系 的 例子 ， 


”502 : 


12. 


13. 


14. 
15. 
16. 
17. 


18. 
19. 
20. 
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垂 线 引 理 . 健 里 叶 系 数 的 极 值 性 质 . 健 里 叶 级 数 的 贝 塞 尔 不 等 式 和 收敛 性 .规范 正 交 系 的 完 
全 性 条 件 , 最 小 二 乘法 . 


实 形式 和 复 形 式 的 经 典 的 健 里 叶 级 数 ( 健 里 叶 三 角 级 数 ). 黎 曼 引 理 . 局 部 化 原理 和 健 里 叶 级 
数 在 一 点 的 收敛 性 . 例子 : 将 cos(az) 展 成 傅 里 叶 级 数 和 将 sin rz/rz 展 成 无 穷 习 积 . 
函数 的 光滑 性 , 它 的 傅 里 叶 系 数 的 递减 速度 和 它 的 傅 里 叶 级 数 的 收敛 速度 . 

三 角 函 数 系 的 完全 性 和 傅 里 叶 三 角 级 数 的 平均 收敛 性 . 

傅 里 叶 变 换 和 傅 里 时 积分 ( 反 演 公式 ). 例 : 对 于 f(x) := exp(-a2z2) 计算 广 

傅 里 叶 变换 和 微分 算 子 .函数 的 光滑 性 和 它 的 傅 里 叶 变换 的 递减 速度 , 骨 塞 殉 尔 等 式 ， 健 里 
叶 变 换 是 速 降 函 数 空间 的 等 距 同 构 映 射 . 

傅 里 时 变换 和 卷 积 . 一 维 热 传导 方程 的 解 . 

根据 装置 的 谱 函 数 和 接收 到 的 信和 号 恢复 传递 来 的 信号 . 科 捷 利 尼 科 夫 公式 . 


渐 近 序列 和 渐 近 级 数 . 例 : 函数 Hi(z) 的 渐 近 展开 . 收敛 级 数 与 渐 近 级 数 的 区 别 . 拉 普 拉 斯 积 
分 渐 近 式 ( 主 项 ). 斯 特 林 公式 . 


第 四 学 其 
积分 学 (多 维 的 ) 


1, 
2. 
3， 


0 局 苹 负 及 


12. 


n 维 区 间 上 的 黎 曼 积分 . 积分 存在 的 勒 贝 格 准则 . 
n 维 区 间 上 实 函数 的 积分 存在 的 达 布 准则 . 


集合 上 的 积分 . 集合 上 的 车 尔 当 测度 及 其 几何 意义 . 可 测 集 上 积分 存在 的 勒 贝 格 准则 . 积分 的 
线性 性 和 可 加 性 . 


.积分 的 估计. 

. 重 积分 化 成 暴 次 积分 : 富 比 尼 定理 及 其 重要 推论 ， 

. 重 积分 的 变量 替换 公式 . 测度 和 积分 的 不 变性 . 

. 反常 重 积分 : 基本 定义 , 收敛 性 的 控制 判别 法 , 典型 积分 . 欧 拉 - 泊 松 积分 的 计算 . 

.Rn 中 的 维 曲 面 和 给 定 上 维 曲面 的 基本 方法 . 抽象 维 流 形 .k& 维 流 形 的 边界 是 (k 一 1) 维 


.可 定向 及 不 可 定向 流 形 . 给 抽象 流 形 定向 的 方法 和 及 ”中 的 ( 超 ) 曲面 . 
. 流 形 在 一 点 的 切 向 量 和 切 空 间 . 切 向 量 解 释 作 微分 算 子 . 
. 区 域 D C R" 中 的 微分 形式 . 例子: 函数 的 微分 , 功 形式 , 流量 形式 . 微分 形式 的 坐标 表 不 . 


外 微分 运算 . / 
点 的 映射 及 在 这 些 点 上 定义 的 函数 的 共 轿 映射 . 在 光滑 映射 下 , 点 的 变换 及 在 这 些 后 处 的 切 
空间 的 向 量 的 变换 , 在 光滑 映射 下 , 函数 及 微分 形式 的 转移 . 在 坐标 形式 下 进行 形式 转移 的 做 
法 . 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20., 
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微分 形式 的 转移 与 其 外 积 运算 和 微分 运算 的 交换 . 流 形 上 的 微分 形式 . 微分 形式 运算 的 不 变 
性 (合理 性 ). 

功 和 通 量 的 计算 纲要 .k 一 形式 沿 大 维 流 形 的 积分 . 定向 的 方法 . 积分 对 参数 化 的 独立 性 .一 
微分 形式 治 上 维 定 风流 形 的 积分 的 一 般 定义 . 

方 体 上 的 格林 公式 , 它 的 推导 , 解释 和 用 微分 形式 的 积分 的 语言 表述 . 一 般 斯 托 克 斯 公式 . 化 
简 到 维 区 间 情 形 并 证 明 . 经 典 分 析 的 积分 公式 是 一 般 斯 托 克 斯 公式 的 具体 推论 。 

R” 中 和 曲面 上 的 体积 形式 . 体积 形式 对 定向 的 依赖 性 . 第 一 型 积分 及 其 对 定向 的 独立 性 . 把 
面积 和 物质 曲面 的 质量 看 作 第 一 型 积分 .k 维 曲面 S” C R” 的 体积 形式 的 局 部 参数 表示 ,以 
及 民 ” 中 的 超 曲 面 S* ”的 体积 形式 在 包含 9" ”的 空间 的 第 卡 儿 坐标 下 的 表示 . 

场 论 中 基本 微分 算 子 (grad, rot, div) 以 及 它们 与 欧 氏 定向 空间 中 的 外 微分 算 子 d 的 关系 . 
场 的 功 和 通 量 的 第 一 型 积分 写法 . 把 RR” 中 场 论 的 基本 积分 公式 看 作 经 典 分 析 基 本 公式 的 向 
量 与 法 . 

势 场 和 它 的 势 ， 恰当 形式 和 财 形 式 ， 形 式 的 恰当 性 和 癌 量 场 成 为 势 场 的 必要 性 的 微分 判别 
法 .1 形式 和 回 量 场 的 恰当 性 的 积分 准则 . 


斯 托 克 斯 (高 - 奥 ) 公式 的 应 用 例子 : 推导 基本 的 连续 介质 力学 方程 . 梯度 、 旋 度 和 散 度 的 
物理 意义 . 
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基本 符号 索引 


逻辑 他 号 


一 一 逻辑 推断 (蕴含 ) 
< 一 一 逻辑 等 价 (等 价 ) 


| 一 按 定义 相等 . 等 式 中 带 两 点 的 一 边 是 被 定义 的 对 象 


集合 


巨 一 集合 EF 的 闭 包 

OE 一 集合 EE 的 边界 

名 := EE\8E 一 集合 已 的 内 部 ( 开 的 部 分 ) 
B(z,7) 一 中 心 在 点 x 半径 为 + 的 球 
S(z,7) 一 中 心 在 点 z 半径 为 了 的 球面 


空间 


(Xi;d) 一 带 有 度量 d 的 度量 空间 

(Xir) 一 带 有 开 集 族 7 的 拓扑 空间 

R"(C") 一 n 维 实 ( 复 ) 算术 空间 

有 :一 RCI 一 C) 一 实 ( 复 ) 数 集 

Zz 二 (7!,-… Zn) 一 n 维 空间 中 点 的 坐标 记 法 
C(X,Y) 一 定义 在 X 上 值 域 在 Y 中 的 连续 函数 集合 


(109) 


(350) 
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Cla, 相 一 C(a, 相 , 玉 ) 或 C(a, 直 CC) 的 简写 记号 


CX,Y) 一 从 X 到 Y 中 的 大 阶 连续 可 微 映射 的 集合 (72,80) 
CW[a,0] 一 CW ([a, ,及 ) 或 CW ([a, 0],C) 的 简写 记号 
Cp[a,0] 一 装备 了 范 数 fp 的 空间 Cl[a, 问 (41) 


C2[a,0] 一 具有 埃 尔 米 特 (Hermite) 数量 积 (f,g) 或 者 具有 均 方差 范 数 的 函数 空间 C[a, 晶 
R(E) 一 集合 互 上 黎 曼 可 积 函 数 集合 (空间 ) (110) 
Ria,b] 一 RH(E) 当 忆 = a,0| 时 的 简写 记号 

KX(E) 一 集合 EE 上 几乎 处 处 相等 的 黎 曼 可 积 函 数 类 空间 (113) 
Rp( 忆 )(Rp(E)) 一 装备 了 范 数 | jl。 的 空间 仙 (E) 

只 2 (已 )( 只 (五 )) 一 装备 了 埃 尔 米 特 数 量 积 (f,g) 或 均 方差 范 数 的 空间 (EE) 
Rola, 0], Rz[a, 9] 一 Np(E), Rs(E) 当 E = (a,d)] 时 的 简写 记号 

2( 尖 ;Y) (SCXI1,… ,Xn;Y)) 一 从 XXX x… x XXn) 到 YY 中 的 线性 (n 一 线性 ) 映射 空间 


(53) 
TM 或 TMyy,TpM,To(M) 一 曲面 M( 流 形 ) 在 点 p € M 的 切 空间 (297,298) 
S 一 施 瓦 效 速 降 函 数 空间 (499) 
人 DD(G) 一 区 域 G 中 的 基本 紧 六 函数 空间 (403,421) 
DD‘(G) 一 区 域 G 中 的 广义 函数 空间 (403,421) 
信 一 四 (G) 当 G = RR” 时 的 简写 记号 (404,421) 
人 D' 一 人 人 (G) 当 G = R" 时 的 简写 记号 (404,421) 
度量 , 范 数 , 数量 积 
d(z1, 72) 一 度量 空间 (X,d) 中 点 zi,za 之 间距 离 (1) 
zl, jzi| 一 线性 赋 范 空间 X 中 向 量 zexX 的 模 ( 范 数 ) (39) 
i141 一 线性 (多 重 线性 ) 算 子 4 的 范 数 (48) 
| := (fs [fi?(z)dz)'/?,p 之 1 一 函数 了 的 积分 范 数 (41) 
| 一 均 方 差 范 数 (||fllp 当 p=2 时) 
(a,b) 一 向 量 a,5 的 埃 尔 米 特 数 量 积 (42) 
(f,9) := [5(f .9)(z)dz 一 函数 f,g 的 埃 尔 米 特 数 量 积 (436) 
a .b 一 R* 中 间 量 a,b 的 数量 积 (231) 
a x 上 或 [a,b| 一 R” 中 向 量 a,b 的 向 量 积 (231) 
(a,b,c) 一 R” 中 向 量 a,b,c 的 混合 积 (178) 
函数 


gof 一 函数 上 与 9 的 复合 ( 登 合 ) 
f ”一 销 数 f 的 反 函 数 
Flz) 一 函数 f 在 点 z 的 值 ;x 的 函数 
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Flz xz) 一 了 裔 数 三 在 mn- 维 空间 XX 的 点 z= (zzn)EX 的 值 : 


依赖 于 n 个 变量 z ，… ,zn 的 函数 
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fe f(z)dr 
fe f(r, ,7T") dr dr” 


ff fr, ,x") dr dr” 
EE 
fdy ;f(z,y)dz 一 累 次 积分 


一 函数 f 在 集合 五 C Rn" 上 的 积分 


suppf 一 函数 f 的 支 集 (393) 
f(x) 一 函数 了 在 点 z 的 跃 度 (406,424) 
{f+;t & T} 一 依赖 于 参 变量 t e 工 的 函数 族 (322) 
{fn;n & NN} 或 {fn} 一 函数 序列 (319) 
fi py 了 在 五 上 一 在 集合 巨 上 , 关于 了 中 基 角 8, 函数 旋 {fi;t ET} 收敛 于 函数 f (323) 
ft 导 f 在 EE 上 一 在 集合 上 ,关于 荆 中 基 人 8, 函数 族 { ;te 7 一 致 收敛 于 

阴 数 f (323) 
f =o(g) 关于 他 
f = O(g) 关于 8 一 渐 近 公式 (函数 f 与 g 关于 基 B 的 可 比较 的 渐 近 
fj~g 或 1~~g 关 于 8 性 质 的 记号 ) (517) 
f(z) ~ 二 pn(z) 关于 人 B 一 渐 近 级 数 展开 式 (521) 
D(z) 一 狄 利克 雷 函 数 (320) 
expA 一 - 线性 算 子 4 的 指数 算 子 (64) 
B 函数 一 欧 拉 贝塔 函数 (380) 
矿 通 数 一 欧 拉 伽 玛 函数 (380) 
XE 一 集合 五 的 特征 函数 (110) 

微分 运算 
f(T), f(z2),af(z), Df(z) 一 了 在 点 z 的 切 映 射 (f 的 微分 ) (57,299) 
5 二 (2z),0;f(z), Dif(z) 一 依赖 于 变量 21，… ,z” 的 函数 在 点 z= (z1，… ,zx") 
关于 变量 x* 的 偏 导 数 ( 偏 微 分 ) (66) 
Ds,f(7) 一 函数 f 在 点 x 没 辣 量 wv 的 导数 (76,298) 
V 一 哈密 顿 算 子 (234) 
gradf 一 函数 f 的 梯度 (183) 
div4 一 向 量 场 4 的 散 度 (183) 
rotB 一 向 量 场 B 的 旋 度 (183) 
只 分 运算 

4(E) 一 集合 EE 的 测度 (111) 


(101,102,110) 


(117) 
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| Pdz + Qdy + Rdy a 
J F.dS,f(F,dS) | 第 二 型 曲线 积分 或 场 下 = (P,Q@, RR) 沿 道 路 7 做 的 功 (192,210) 


J fdS 一 了 沿 曲 线 7 的 第 一 型 曲线 积分 (209) 


一 沿 RR” 中 曲面 5 的 第 二 型 积分 或 场 


人 | 
五 一 (P,Q, R) 通过 曲面 S 的 通 量 (195,210) 


[JsF :do, {fs(F,do) : 


/fs fdo 一 f 沿 曲 面 S 的 第 一 型 曲面 积分 (208) 
微分 形式 

w(w?) 一 微分 形式 (p 次 ) (178,300) 

wpAw2 一 形式 w? ,wr 的 外 积 (176,278) 

dw 一 - 形式 w 的 (外 ) 微分 (181) 

fi 一 形式 w 沿 曲 面 ( 流 形 )M 的 积分 “ (198,200,303) 

wE (7) := (F(X), ') — 功 形式 (178) 


wy (7T) :二 (V(x),… *) 一 流 形式 (178) 


Ee— 网 , 15 

有 限 < 一 网 ,15 
代数 

函数 代数 ，352 
变换 , 331 


f ec L2 的 傅 里 叶 变 换 , 511 
阿 贝 尔 变换 , 331 
健 里 叶 变 换 , 489, 500 
健 里 叶 逆 变换 , 493 

傅 里 时 余弦 变换 , 490 
傅 里 时 正弦 变换 , 490 
规范 化 傅 里 叶 变 换 , 493 
积分 变换 , 493 

拉 普 拉 斯 变换 , 537 
洛 伦 兹 变换 ,515 
伽利略 变换 ，515 


不 等 式 , 43 
贝 塞 尔 不 等 式 , 442 
等 周 不 等 式 , 477 
广义 闵可夫 斯 基 不 等 式 , 430 
赫 尔 德 不 等 式 , 116 
柯 西 - 布 尼 雅 可 夫 斯 基 不 等 式 , 43 
克 劳 修 斯 不 等 式 , 204 


斯 捷克 洛 夫 不 等 式 , 483 
维 勒 金 新 勒 , 483 
闵可夫 斯 基 不 等 式 , 116 


测度 , 体积 , 100 


等 体 积 集 , 111 

区 间 的 体积 或 者 测度 , 100 

容许 集 的 测度 (体积 ), 111 

若 尔 当 意义 下 的 零 测 度 集 , 111 

有 界 集 EB C 民 ” 的 (车 尔 当 ) 测度 或 体 
积 , 111 


场 , 229 


管 量 场 , 262 

光 消 问 量 场 , 306 

流 形 M 上 的 向 量 场 , 306 
势 场 , 256 

数量 场 , 229 

线性 形式 场 , 178 

问 量 场 , 229 

张 量 场 , 229 

中 心 场 , 193 


乘积 , 42 


场 X 与 形式 w 的 内 积 , 309 
数量 积 , 42 
外 积 , 278 
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张 量 积 , 277 


代数 , 67 
李 代 数 , 67 
外 (格拉 斯 曼 ) 代 数 , 282 
和 斜 对 称 形式 代数 , 277 
形式 代数 , 276 
自 共 斩 函 数 代 数 ,355 


单位 分 解 , 136 
从 属于 覆盖 由 的 单位 分 解 ,， 293 
导数 , 57 
李 导 数 , 309 
偏 导数 , 66 
沿 回 量 的 导数 , 76 
第 二 纲 集 , 25 
第 一 纲 集 , 25 


定理 
阿 贝 尔 第 二 定理 , 333 
阿尔 乘 拉 -- 阿 斯 柯 利 定理 , 349 
毕 达 哥 拉 斯 定理 , 442 
布 劳 威 尔 不 动 点 定理 ,217 
达 布 定理 , 107 
迪 尼 定理 , 338 
狄 - 拉 姆 第 二 定理 , 317 
狄 . 拉 姆 第 一 定理 , 317 
定理 4 ( 费 耶 ), 468 
富 比 尼 定 理 , 117 
高 斯 定理 , 432 
惠 特 尼 定理 ,155 
积分 中 值 定 理 , 115 
渐 近 式 的 典型 主 项 定理 , 537 
卡 诺 第 二 定理 , 204 
卡 诺 第 一 定理 , 204 
科 捷 利 尼 科 夫 定理 , 507 
拉 普 拉 斯 渐 近 展开 定理 , 540 
勒 贝 格 单调 收敛 定理 , 347 
勒 中 格 控制 收敛 定理 , 347 
内 点 的 拓扑 不 变性 ( 布 劳 威 尔 定理 ), 284 


引 


逆 贞 射 定理 , 99 

庞 加 莱 定 理 , 317 

斯 通 定 理 , 351 

陶 伯 (Tauber) 型 定理 , 346 
陶 伯 定理 , 346 

调和 哨 数 平均 值 定理 , 255 

魏 尔 斯 特 拉 斯 通 近 定理 , 429 
魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 351 

陷 函 数 定 理 ,，90 

有 限 增 量 定理 , 69 


定律 , 法 则 


阿 基 米 德 定律 , 219 
安培 定律 , 210 

毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 , 211 
法 拉 第 定律 , 210 
高 斯 定律 , 254 

库仑 定律 , 249, 257 
牛顿 定律 , 256 


定 问 , 289 


不 可 定 问 曲面 , 159 

定 问 标 架 类 , 156 

定 问 空间 , 156 

定向 曲面 , 159 

定向 曲线 坐标 系 炎 ,157 

定 问 图 册 类 , 289 

可 定 问 曲面 , 159 
曲面 的 定 癌 , 159 

曲面 的 定 同 图 册 类 , 159 

与 流 形 的 定 回 和 谐 的 边界 定 问 , 291 
与 曲面 定向 和 谐 的 边界 定向 , 165 


度量 , 1 


Cl[a,0| 中 的 切 比 雪夫 度量 , 3 
Cia,b 中 的 一 致 度量 , 3 

莹 斯 多 夫 度 量 , 8 

积分 度量 , 3 

均 方 度量 , 3 

黎 曼 度量 , 239 

线性 赋 范 空间 的 度量 , 39 
一 致 度量 , 3 


引 
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多 项 式 , 438 
埃 尔 米 特 多 项 式 , 455 
伯 努 利多 项 式 , 482 
勒 让 德 多 项 式 , 438, 455 
切 比 雪夫 - 拉 盖 尔 多 项 式 , 456 
切 比 雪夫 多 项 式 , 456 
调和 多 项 式 , 455 
正 交 规范 化 勒 让 德 多 项 式 , 438 
多 重 线性 算 子 4 的 范 数 , 48 


范 数 ,39 
线性 算 子 范 数 , 48 
问 量 的 范 数 , 39 
方程 
贝 塞 尔 方程 , 344, 345 
泊 松 方程 , 269 
超 几 何 微分 方程 , 344, 345 


电场 的 数量 势 p 与 辣 量 4 的 非 齐 次 波 


动 方 程 , 275 
电磁 场 的 麦 元 斯 书 方程 , 234 
非 齐 次 流动 方程 , 273 
静 磁 学 方程 , 254 
静电 学 方程 , 254 
绝热 方程 , 203 
柯 西 - 黎 曼 方程 , 274 
可 分 离 变量 的 方程 , 204 
拉 普 拉 斯 方程 , 269 
连续 性 方程 , 270 
流体 动力 学 的 欧 拉 方程 , 272, 273 
迈 耶 热力 学 方程 , 202 
欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 , 86 
齐 性 波动 方程 , 273 
热传导 方程 , 269 
摔 振 动 方程 , 449 
状态 方程 , 200 
方法 


A. H. 克 雷 洛 夫 分 离奇 性 并 改善 级 数 收 


化 性 的 方法 ,472 
阿 贝 尔 求 和 法 , 346 
分 离 变量 方法 , 449 


健 里 叶 方法 , 449 

改进 的 牛顿 方法 ,36 

高 维 情形 的 拉 普 拉 斯 方法 , 549 

级 数 求 和 的 阿 贝尔 方法 ( 阿 贝尔 求 和 法 )， 
337 

级 数 求 和 的 阿 贝尔 验证 , 346 

级 数 求 和 的 切 萨 罗 方 法 , 346 

渐 近 方法 , 517 

拉 格 关 日 滋 子 法 , 99 

拉 普 拉 斯 方法 , 517, 530, 532 

牛顿 - 康 托 罗维奇 方法 , 36 

牛顿 法 , 35 

切线 法 , 35 

斯 捷克 党 夫 平均 方法 , 452 

稳定 相位 方法 , 549 

最 小 二 乘法 , 452 


分 布 , 401, 403 


奇异 分 布 , 404 
正则 分 布 , 404 


弗 莱 涅 标 形 , 68 
格拉 姆 矩阵 ,168 


公式 , 68 


也 函数 的 余 元 公式 , 383 

9 函数 的 递 推 公式 , 381 

及 ”中 的 斯 托 克 斯 公式 , 220 

了 函数 的 递 推 公式 , 382 

博 雷 尔 公 式 , 504 

泊 松 公式 , 507 

弗 莱 涅 公式 ，68 

傅 里 叶 变 换 的 反 演 公式 ，502 

高 斯 - 奥 斯 特 罗 格 拉 德 斯 基 公 式 , 217， 
248 

高 斯 公式 , 389 

格林 公式 , 213 

积分 中 的 变量 替换 公式 , 126 

渐 近 公式 , 518 

柯 西 - 阿达 马公 式 , 330 

克拉 珀 龙 公 式 , 200 


局 部 可 积 函 数 , 393 
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莱 布 尼 菊 公式, 358 具有 紧 支 集 的 函数 ,393 

勒 让 德 公式 , 388 拉 德 马赫 函数 , 456 

罗 德 里 格 斯 公式 , 438 黎 曼 < 函数 , 389 

牛顿 - 莱 布 尼 获 公式 , 247, 248 脉冲 唤 应 (函数 )}, 392 

欧 拉 - 高 斯 公式 , 383 生成 函数 , 410 

欧 拉 公式 , 387 速 降 函数 , 499, 500 

斯 特 林 公式 , 390 调和 函数 , 255, 411 

斯 托 克 斯 公式 , 247, 248, 315 相位 函数 ， 549 

斯 托 死 斯 公式 的 疝 量 形式 ,253 在 集合 E Cc G 上 一 致 连续 的 函数 , 397 

同 伦 公 式 , 317 函数 族 , 395 

瓦 里 斯 公式 , 378, 390 6 一 型 函数 族 , 395, 411 

问 量 分 析 的 一 系列 基本 微分 公式 , 235 集 X 上 不 消失 的 函数 族 , 352 

一 般 的 斯 托 兄 斯 公式 ,221 集 X 上 等 度 连续 函数 族 , 348 

映射 的 泰勒 公式 , 81 集 总 上 一 致 有 界 的 函数 族 ， 348 

人 让 518 集 X 上 一 致 等 度 连续 的 函数 族 , 354 

浙 近 合计, 518 一 致 有 界 函 数 族 , 330 

一 发 浙 近 估计 ，530 依赖 于 参数 的 函数 族 , 322 
光 浓 遂 路 ,289 在 点 zo e X 等 度 连续 的 函数 族 , 354 
广义 函数 , 401, 403 核 461 

缓 增 厂 义 函 数 , 513 

奇 导 广义 函数 404 狄 利克 雷 核 , 461 

正则 广义 函数 , 404 408 

贺 的 泊 松 核 , 411 

函数 , 393 和 , 求 和 , 101 

B 函数 , 380 达 布 上 积分 和 , 106 

6(Delta) - 函数 , 250 达 布 下 积分 和 , 106 

也 函数 , 381 积分 和 , 101 

贝 塞 尔 函 数 ,，344 上 积分 和 , 106 

不 完全 六 函数 , 528 下 积分 和 , 106 

狄 利克 雷 函数 , 320 级 数 在 切 萨 罗 意义 下 可 和 , 346 

读数 函数 , 510 级 数 > an(z) 的 前 m 项 部 分 和 , 327 

分 段 连续 函数 , 465 级 数 的 和 327 

分 段 连续 可 微 函 数 , 465 

”概率 误差 函数 , 528 基 101 

哈 尔 前 数 ，456 分 划 集 的 基 , 101 

溺 数 i 一 CC 与 :及 一 C 的 卷 积 ， 拓扑 基 , 10 

函数 (信号 ) f 的 谱 , 487 A 7 

赫 维 赛 德 函数 , 405 


拉 普 拉 斯 算 子 和 A = (二 + (Be ) + 
你 Ox 


0 2 
Bra 的 基本 解 , 426 


热传导 方程 的 基本 解 , 427 


积分 , 101 


伯 努 利 (Bornoulli) 积分 , 274 

泊 松 积分 , 400, 510 

达 布 上 积分 , 107 

达 布 下 积分 , 107 

狄 利 殉 雷 积 分 , 255, 372 

第 二 型 曲面 积分 , 209 

第 一 和 第 二 型 全 椭圆 积分 当 0 <k<1 
时 的 展开 式 , 345 

第 一 类 和 第 二 类 欧 拉 积分 , 380 

第 一 型 积分 , 208 

第 一 型 曲面 积分 , 209 

二 重 积 分 , 102 

非 音 耳 积分 , 379 

健 里 叶 积 分 , 514, 549 

高 斯 积分 , 226 

高 维 情形 傅 里 叶 积 分 的 渐 近 式 , 555 

含 参 变量 y e Y 的 反常 积分 , 363 

含 参 变量 的 常 义 积分 , 356 

含 参 变量 的 反常 积分 , 356 

含 参 变量 的 反常 重 积 分 , 415 

含 参 变量 的 重 积 分 , 414 

含 参 变量 积分 ,356 

含 参 变量 重 积 分 , 356 

函数 『 的 健 里 叶 积 分 , 489 

函数 p 沿 定向 曲面 S 的 积分 , 209 

函数 f 在 集合 上 的 积分 , 110 

函数 f 在 区 间 了 上 的 积分 ( 黎 曼 ), 101 

函数 的 健 里 叶 积 分 表示 , 488 

函数 沿 曲 面 的 积分 , 208 

具 变 奇异 性 的 反常 积分 , 416 

具 紧 支 集 的 形式 w 沿 定 向 流 形 M 的 
积分 , 303 

柯 西 积分 , 274 

拉 普 拉 斯 积分 , 530 

欧 拉 - 泊 松 积分 , 376, 492 

欧 拉 积分 , 388 


引 
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全 椭圆 积分 , 359 

三 重 积 分 , 102 

形式 w 沿 此 奇异 方 体 c 的 积分 , 315 
形式 w 沿 着 该 链 的 积分 , 315 

形式 w 沿 定 同 流 形 M 的 积分 , 302 
形式 沿 定向 曲面 S C R”" 的 积分 , 199 
形式 沿 定向 曲面 积分 , 197 

一 维 情 形 传 里 叶 积 分 的 渐 近 式 ，553 
重 积 分 , 102 


集 ,集合 


闭 集 , 5 

处 处 稠密 集 , 11 
度量 紧 集 , 15 
紧 集 , 14 
局 部 紧 集 , 17 
开 集 , 5 
连通 集 , 17 
全 有 界 集 , 17 
相对 紧 集 , 17 


级 数 , 334 


超 几 何 级 数 , 344 

狄 利克 雷 级 数 , 334 

傅 里 叶 三 角 级 数 , 458 

高 维 傅 里 叶 三 角 级 数 , 483 
广义 函数 的 健 里 叶 级 数 , 485 
渐 近 级 数 ,521 

渐 近 笑 级 数 , 525 

梅 尼 绍 夫 零 级 数 , 461 

庞 加 莱 意 义 下 的 新 近 级 数 ，521 
三 角 级 数 , 457 

斯 特 林 级 数 , 550 


检验 法 


积分 一 致 收敛 性 的 阿 贝 尔 - 狭 利 克 雷 
检验 法 , 367 

积分 一 致 收敛 性 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 强 函 数 
检验 法 , 367 

级 数 一 致 收敛 的 阿 册 尔 - 狄 利 死 雷 检 
验 法 , 331 
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级 数 一 致 收敛 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 检验 法 ， 豪 斯 多 夫 宅 间 , 11 
329 缓 增 广义 函数 空间 , 513 
级 数 一 致 收敛 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 强 函数 检 基本 肾 数 空间 , 403 
验 法 , 329 : 可 分 空间 , 11 


流 形 MM 在 点 p 的 余人 切 空 间 , 299 


渐 近 , 516 
， 流 形 AM 在 兵 M 
让 珊 孝 的 源 近 式 538 pe p € M 处 的 切 空 间 , 298 
艾 尔 代 伊 意义 下 的 渐 近 展开 ,528 网 氏 空 间 44 
按 渐 近 序列 {pn} 的 渐 近 展开 , 521 施 瓦 兹 空间 ,512 


贝 塞 尔 函 数 的 节 近 式 ,，539 


健 里 叶 积 分 的 渐 近 式 , 549 速 降 函 数 空间 , 501 


索 波 列 夫 - 施 瓦 兹 广义 函数 空间 , 404 


人 ZT 一 十 oo 时 的 渐 近 式 ， 拓扑 空间 9 
浙 近 等 式 517 元 备 肛 时 全 站 19 
ns 完备 化 空间 , 22 
渐 近 方法 , 517 
| 希 尔 伯 特 空间 , 44 
汤 捞 公 , 517 线性 赋 范 空间 , 39 
渐 近 估计 , 517 ) 
渐 近 零 元 , 522 
拉 比 
新近 虹 级 数 , 525 
渐 近 式 534 拉 比 积分 , 389 
浙 近 问题 , 516 天 守 位 分 
渐 近 相等 517 C” 类 单位 分 解 , 293 
渐 近 序列 ,521 
渐 近 展开 ,520 链 , 314 
渐 近 重 合 的 ,522 7 - 闭 链 , 315 
拉 普 拉 斯 积分 的 渐 近 主 项 , 537 p 维 财 链 ,315 
勒 让 德 多 项 式 当 n oo(ln € N) 的 渐 p 维 链 2 oeck 的 边界 , 314. 
近 式 , 539 边界 闭 链 , 315 
一 致 浙 近 估计 , 529 : 邻 域 , 5, 10 
竭尽 递增 列 , 138 : : 芽 fo 的 邻 域 , 11 
流 形 
空 僻 ,1 n 维 流 形 , 283 | 
Rn” 在 点 zo € 有" 的 切 空间 , 297 (Cl 类 ) 拓扑 流 形 ; Ce 类 流 形 ; 解析 
埃 尔 米 特 空间 , 44 流 形 , 287 
巴 拿 赫 空间 , 40 不 可 定 问 流 形 , 289 
测试 函数 空间 , 403 带 边 流 形 , 284 
度量 空间 , 1 单 点 辣 伦 的 , 310 
仿 射 赋 范 空间 , 58 定 问 流 形 , 289 
分 布 空 间 , 403 紧 流 形 ( 连 通 流 形 ), 285 


广义 函数 空间 , 403 可 定向 流 形 , 289 


流 形 M 为 可 缩 (于 一 点 zo E M) 的 ， 
310 
无 边 流 形 , 284 


欧 拉 - 泊 松 积分 值 , 384 


皮卡 - 巴 拿 赫 不 动 点 原理 , 31 
奇异 方 体 , 314 
奇异 方 体 的 边界 , 314 


切 径 束 , 305 

在 点 p € AM 处 的 切 径 束 , 305 
区 域 , 域 , 215 

参 变 差 域 , 322 

单 连通 区 域 , 262 

简单 区 域 , 215 

群 G 的 基本 域 , 296 

图 的 有 效 域 , 283 

图 在 曲面 S 上 的 效 域 , 148 
曲面 , 148 

初等 曲面 , 149 

带 边 曲面 , 162 

单 侧 曲 面 , 160 

分 片 光滑 上 维 (k > 0) 曲面 是 定向 的 ， 

166 

分 片 光 滑 曲面 , 166 

光滑 曲面 , 151 

零 维 曲面 , 166 

双 侧 曲面 , 160 

无 边 曲 面 , 162 


群 , 67 

离散 变换 群 ,295 
李 群 , 67, 296 
连续 群 , 67, 296 
上 同调 解 群 , 313 
同 伦 群 , 264 
同 胚 变换 群 ，295 
拓扑 群 , 67, 296 


散 度 


索 


引 
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同 量 场 V 的 散 度 , 183 


上 同调 , 313 


收敛 , 19 


函数 族 {fi,t ET 在 集 忆 CC 多 上 关 
于 基 外 一 致 收敛 , 323 

反常 积分 的 主 值 意义 ( 柯 西 意 义 ) 下 的 
收敛 性 , 143 

反常 积分 关于 参数 的 一 致 收敛 性 , 363 

反常 积分 收敛 , 139 

泛 函 的 弱 收 敛 性 , 403 

广义 函数 的 收 和 敛 性 , 403 

函数 族 {fi,t E T} 在 集 ECX 上 
关于 基 6 逐 点 收敛 (简称 为 收敛 )， 
323 

函数 族 在 集 EC X 上 关于 基 外 收敛 ， 
322 

级 数 和 au(z) 在 EEC X 上 收敛 或 一 
致 收 敛 327 

级 数 六 an(z) 在 集 妃 上 绝对 收敛 ， 
329 

平均 收敛 性 , 459 

逐 点 收 钙 , 319 


算 子 , 46 


保 位移 算 子 , 391 

场 论 中 的 算 子 , 232 
对 称 算 子 , 451 

共 轿 微分 算 子 的 显 式 , 423 
哈密 顿 算 子 , 234 
积分 算 子 , 493 

拉 普 拉 斯 算 子 , 236 
幕 零 算 村 , 66 

那 不 拉 算 子 , 234 
调和 算 子 , 236 
微分 算 子 , 423 

位 移 不 变 算 子 , 391 
位 移 算 子 , 391 
线性 算 子 , 46 

有 界 多 重 线性 算 子 , 49 


" 580 ， 


一 


_ 自 共 箔 微分 算 子 423 


梯度 
数量 场 f 的 梯度 , 183 
体积 
k 维 体积 , 169 
条 件 , 102 
迪 尼 条 件 , 464 
可 积 性 的 必要 条 件 , 102 
势 场 的 充分 且 必 要 的 条 件 ，258 
正 交 系 完全 性 条 件 , 445 


同调 , 315 
同调 群 , 315 
同调 与 上 同调 , 313 
同 伦 , 260 
两 条 闭路 在 一 个 区 域内 是 同 伦 的 , 261 
同 伦 ( 或 变形 ) 映 射 , 260 
同 有 是 , 28 
图 册 ,， 283 
等 价 定 问 图 册 , 289 
等 价 图 册 , 287 
定 问 图 册 , 289 
光滑 图 册 , 287 
曲面 S 的 图 册 , 149 
曲面 的 定向 图 册 , 159 
图 链 , 290 
矛盾 图 链 , 290 
无 同 图 链 , 290 
拓扑 , 9 
拓扑 空间 的 权 , 10 
相对 拓扑 , 12 
诱导 拓扑 ，12 


微分 , 57 
(外 ) 微分 , 181 
n 阶 微分 , 75 
偶 微 分 , 66 
全 微分 , 66 
映射 :一 在 点 z 的 微分 , 57 


无 处 稠密 ,25 


形式 , 299 


Ce 光滑 微分 形式 , 301 

n 维 光滑 流 形 M 上 的 mm 次 微分 形式 ， 
300 

埃 尔 米 特 形式 , 42 

闭 形 式 , 263 

功 形式 , 178 

具 紧 支 集 的 形式 , 303 

零 次 微分 形式 , 181 

流 形 上 的 微分 形式 , 299 

恰当 微分 形式 , 263 

曲面 5 上 的 体形 式 , 205 

曲面 上 的 形式 , 187 

体形 式 , 206 

外 微分 形式 , i181 

微分 p 一 形式 w, 178 

和 糙 对 称 形 式 ，175 


序列 , 19 


单调 序列 , 330 
基本 列 , 19 
渐 近 序列 ，522 
柯 西 列 , 19 
收敛 列 , 19 


问 量 场 FF 的 旋 度 , 183 


引 理 , 14 


阿达 蕊 引 理 , 357 
垂 线 引 理 ，442 

紧 集 的 闭 性 引 理 , 14 
紧 集 的 闭 子 集 引 理 , 15 
紧 集 套 引 理 , 15 
黎 曼 引 理 ,462 
莫 尔 斯 引 理 , 357, 552 
庞 加 莱 引 理 , 263 

萨 德 (Sard) 引 理 , 137 
沃 森 引 理 ，536 

有 限 ce 一 网 引 理 , 15 


映射 , 26 
n(n ES) 阶 导 上 映射, 75 
一 光滑 映射, 289 
导 上 映射 , 58 
多 重 线性 (n - 线性 ) 映射 , 45 
共 轿 的 映射 , 280 
连续 可 微 映射 , 71 
连续 映射 , 28 
同 胚 映射 , 29 
线性 映射 , 45 
压缩 映射 , 31 
一 致 连续 映射 ,30 
映射 f :X 一 了 关于 基 凶 的 极限 ,26 
映射 的 有 界 性 , 27 
映射 关于 X 中 基 8 的 最 终 有 界 性 , 27 
在 一 点 可 微 的 映射 ，57 


原理 
测 不 准 原 理 , 512 
达 庆 贝尔 原理 , 271 
局 部 化 原理 , 464, 531 
卡 瓦 列 里 原理 , 122 
于 织 映像 原理 , 31 


振幅 , 104 
函数 f : E 一 民 在 集合 EB 上 的 振幅 ， 
104 
小数 在 点 x € B 的 振幅 , 104 
映射 f :X 一 了 在 集合 五 CX 上 的 
振幅 ;27 


支 集 , 126 
‘ 函数 f 的 支 集 , 126 
形式 w 的 支 集 , 303 


转移 , 184 
回 量 的 转移 ，184 
形式 的 转移 , 184 
准则 ,108 
达 布 准则 , 108 
度量 紧 集 的 准则 , 16 


引 
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函数 族 一 致 收敛 性 的 柯 西 准则 , 325 

积分 一 致 收敛 性 的 柯 西 准 则 , 365 

级 数 一 致 收敛 的 柯 西 准则 , 328 

勒 贝 格 准 则 , 104 

向 量 场 具有 势 的 判别 准则 , 258 

映射 极限 存在 性 的 柯 西 准则 , 27 

映射 连续 性 准则 , 28 

组 , 系 , 434 

规范 化 正 交 组 ( 系 ), 435 

三 角 函 数组 ,436 

线性 无 关 问 量 组 ,435 

向 量 组 {zo;a € A} 叫做 关于 集合 EE C 
X 是 完全 的 , 444 

正 交 函数 系 , 434 


得 知 我 写 的 数学 分 析 教 科 书 译 成 了 中 文 , 我 感到 非常 高 兴 . 

在 序言 中 已 经 说 明了 该 书 的 一 般 特 点 , 指出 了 其 叙述 的 基本 原则 和 目标 . 这 里 ， 
在 讨论 可 以 想到 的 一 些 问 题 之 前 , 我 想 就 如 何在 教学 过 程 中 使 用 这 本 书 作 一 些 实际 
的 说 明 . 

任何 一 本 教科 书 , 通常 都 是 学 生 用 , 教师 也 用 , 各 有 自己 的 目的 . 大 家 都 希望 
书 中 除 正 式 规定 的 必需 的 最 低 限 度 的 理论 内 容 以 外 , 还 有 应 用 这 些 理论 的 丰富 的 例 
子 、 说 明 、 历 史 评 述 和 科学 注释 , 还 应 展示 相互 联系 , 指出 发 展 前 景 . 但 是 , 到 期 末 
准备 考试 时 , 学 生 则 希望 看 到 所 有 要 考 的 材料 . 同样 地 , 为 了 备课 , 教师 则 关注 怎样 
挑选 那些 在 课堂 上 应 当 讲 授 且 能 够 讲授 的 材料 . 

考虑 到 这 些 问题 , 应 当 指 出 , 这 本 教科 书 的 内 容 明 显 多 于 讲稿 的 内 容 , 尽管 教科 
书 是 在 讲稿 的 基础 上 写成 的 . 区 别 在 哪里 昵 ? 首先 , 对 讲稿 内 容 本 身 补 充 了 一 个 完 
的 练习 集 , 它 不 仅 有 习题 , 还 有 一 些 问 题 , 这 些 问 题 有 的 来 源 于 自然 科学 , 有 的 来 源 
于 相应 章节 的 数学 理论 本 身 , 有 的 是 这 些 章节 内 容 的 重要 推广 . 第 二 , 书 中 所 分 析 的 
展示 理论 作用 的 例子 , 当然 , 比 课堂 上 更 多 . 最 后 , 第 三 点 , 一 些 章节 或 个 别 段 落 是 
有 意 作 为 对 课堂 讲授 内 容 所 作 的 补充 . 这 些 在 第 一 卷 序言 的 “引言 ”部 分 、“ 辅 助 材 
料 ” 部 分 以 及 第 二 卷 序 言 中 都 说 过 . 我 再 次 强调 这 个 方面 , 并 把 那里 所 说 的 东西 具体 
化 一 些 . 

在 全 部 与 分 析 的 形式 化 基础 有 关 并 在 头 两 章 详 细 罗 列 的 寻 论 材料 中 , 在 课堂 上 
通常 只 讲 第 一 章 83, 第 二 章 81 的 第 1、2 两 部 分 , 82 的 第 3 部 分 , 或 许 还 能 讲 第 4 
部 分 ; 最 后 是 83, 通常 还 要 讲 84. 这 样 一 个 篇 幅 不 大 且 条 理 清 楚 的 引 论 大 约 需要 三 
讲 . 倘 帮 在 课 常 上 逐 字 逐 句 地 讲述 课本 中 的 全 部 引 论 材 料 ,， 而 把 分 析 本 身 的 内 容 甩 
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在 一 边 , 将 严重 干扰 课程 的 重点 . 

如 果 考 虑 头 丙 章 中 所 讲 的 整个 内 容 , 可 能 除 第 八 章 86 的 第 2、4、5 部 分 (那里 ， 
作为 隐 范 数 定 理 的 应 用 讲 了 关于 秩 、 关 于 微分 同 胚 分 解 定 理 和 Morse 引 理 ) 外 , 第 
一 卷 的 全 部 理论 材料 , 选用 的 证 明和 应 用 例子 , 都 是 传统 的 和 必需 的 , 

第 二 卷 用 于 第 二 年 的 学 习 , 显然 其 中 有 大 量 附加 的 、 不 完全 被 认为 是 经 典 的 材 
料 , 为 了 阅读 方便 , 这 些 材料 都 标 了 * 号 . 从 科学 内 容 方面 看 , 第 二 卷 当然 丰富 多 了 . 
在 这 里 , 分 析 与 数学 的 其 他 领域 相互 作用 , 其 思想 和 典型 方法 都 以 它们 的 现代 水 平 
为 准 . 顺便 指出 , 对 它们 的 现代 水 平 的 这 种 关注 , 第 一 卷 内 容 叙 述 的 原则 , 就 已 经 受 
到 它 的 影响 . 例如 , 古典 微分 学 是 按 现代 水 准 叙 述 的 , 为 的 是 在 往 后 边 的 部 分 (多 变 
量 以 及 其 后 的 部 分 ) 过 渡 时 不 再 出 现 新 的 微分 运算 法 则 ， 法 则 以 前 是 一 样 的 而 是 
要 充实 过 去 的 记号 和 与 新 的 具体 内 容 的 关系 . 

关于 第 二 卷 材料 的 一 些 说 明 , 除了 第 十 七 章 85 和 第 十 九 草 82 这 些 部 分 可 能 
是 例外 , 通常 , 没有 打 * 号 的 部 分 , 在 做 了 这 样 那样 的 局 部 变动 后 , 都 直接 纳入 课堂 
讲授 . 如 果 听 众 有 足够 的 数学 训练 , 常 可 代替 第 七 章 讲 第 九 章 . 这 时 , 第 十 章 或 者 全 
讲 、 或 者 不 讲 其 中 的 85、86, 但 需要 予以 补充 并 用 第 八 章 的 经 典 材料 举例 说 明 . 对 
这 样 的 听众 , 可 代替 第 十 二 章 、 第 十 三 章 讲 第 十 五 章 , 而 第 十 二 、 十 三 章 的 材料 可 
作为 一 般 理论 的 具体 说 明 . 

最 后 , 传统 分 析 教 程 中 的 渐 近 展开 , 比较 而 言 , 譬如 与 收敛 级 数理 论 比 较 , 只 占有 
非常 平常 的 位 置 , 虽然 在 除了 关心 度量 的 绝对 误差 还 关心 相对 误差 时 , 它们 提供 了 一 
种 应 用 中 需要 的 方法 . 无 论 如 何 , 渐 近 级 数 的 初等 知识 (第 十 九 章 81), 分 出 Laplace 
积分 渐 近 主 项 的 Laplace 方法 的 思想 以 及 有 关 应 用 实例 ( 见 同 一 章 82), 通常 是 要 列 
人 数字 第 的 理 和 人 并 在 后 继 的 复 分 析 课 中 得 到 进一步 发 展 (鞍点 法 , 稳 
定 相 位 法 ). 


B. A. 上 剖 里 奇 
莫斯科 , 1989 年 5 月 1 日 


中 文 版 修订 者 的 话 


B. A. 车 里 奇 的 《数学 分 析 》 俄 文 第 1 版 (1981) 是 由 序 荣 雨 , 蒋 铎 , 王 昆 扬 ， 
钱 惠 玲 和 我 译 成 中 文 的 . 俄 文 原版 分 I II 卷 , 中 文 译本 将 每 一 卷 分 成 了 两 个 分 册 , 高 
等 教育 出 版 社 分 别 于 1987, 1989 和 1994 年 出 版 了 前 三 个 分 册 . 第 二 卷 第 二 分 册 因 
故 未 能 出 版 . 俄 文 原著 在 1998, 2001 和 2002 年 分 别 出 版 了 第 2、3、4 版 . 据 作 者 讲 ， 
德国 施 普 林 格 出 版 社 已 经 出 版 英文 版 . 

时 里 奇 这 套 分 析 教 科 书 的 特点 在 它 的 序言 中 已 有 详细 介绍 . 这 里 , 我 想 引 用 两 
”位 著名 数学 家 , 前 苏联 科学 院 院 士 A. H. 柯 尔 莫 戈 洛 夫 (已 于 1987 年 谢世 ) 和 俄 罗 
斯 科学 院 院 士 B. H. 阿 诺 尔 德 , 对 该 书评 语 中 的 几 段 话 , 或 许 能 帮助 我 们 更 好 地 理 
解 这 套 分 析 教 科 书 的 优点 . 

柯 尔 莫 戈 洛 夫 生前 在 对 这 套 书 的 第 1 版 的 评论 中 说 : 它 把 叙述 的 高 度 严 谨 性 与 
可 读 性 、 充 实 的 内 容 以 及 培养 研究 实际 问题 的 习惯 结合 起 来 了 . 

阿 诺 尔 德 对 这 套 书 的 称赞 更 具体 , 他 说 : B. A. 卓 里 奇 的 教科 书 是 现 有 供 大 学 数 
学 系 、 物 理 系 学 生 用 的 分 析 教 科 书 中 最 成 功 的 . 它 与 传统 分 析 教 科 书 的 重要 区 别 在 
于 , 它 一 方面 更 贴近 自然 科学 (特别 是 物理 学 和 力学 ) 的 应 用 , 另 一 方面 , 它 比 常规 的 
教科 书 更 多 地 运用 了 现代 数学 (包括 代数 学 、 几 何 学 和 拓扑 学 ) 的 思想 和 方法 . 教程 
富 于 思想 性 , 它 清 楚 地 展示 了 在 具体 问题 研究 中 现代 数学 的 思想 和 方法 的 强大 威力 . 
特别 不 寻常 的 是 第 二 卷 , 它 包 括 向 量 分 析 , 流 形 上 的 微分 形式 理论 , 广义 函数 论 和 位 
势 理论 的 引 论 , 傅 里 叶 级 数 和 傅 里 叶 变换 以 及 渐 近 展开 初步 . 

阿 诺 尔 德 如 此 称赞 卓 里 奇 的 书 , 与 他 反对 日 益 加 剧 的 教材 专业 化 趋势 有 关 . 他 
说 : 当今 , 像 卓 里 奇 这 样 编写 教科 书 , 应 看 作 是 一 个 创新 . 这 在 古 尔 沙 时 代 曾 经 是 平 
常 的 , 但 是 , 攻 人 注意 的 近 半 个 世纪 的 教材 专业 化 趋势 痢 割 了 分 析 教 程 , 留 给 它 的 几 
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乎 只 是 一 个 个 的 论证 . 现在 看 来 , 重新 使 分 析 教 程 变 成 有 丰富 内 容 的 , 显然 , 是 非常 
必要 的 , 这 也 与 大 多 数 大 学 生 未 来 将 从 事 应 用 性 的 工作 有 关 . 

两 位 数学 大 家 的 话 引 起 了 我 们 的 思想 共鸣 . 我 们 从 教学 和 科研 工作 中 也 意识 到 
提高 数学 基础 课 教 学 质量 就 是 使 学 生 学 到 符合 现代 水 准 的 、 足 够 的 数学 理论 , 并 培 
养 学 生 具 有 应 用 数学 理论 分 析 解 决 实际 问题 的 习惯 和 能 力 . 卓 里 奇 的 两 卷 分 析 教 科 
书 以 及 他 在 莫斯科 大 学 力学 -数学 系 的 教学 实践 的 着 力 点 也 正在 于 此 . 因此 , 我 们 以 
为 , 认真 研究 一 下 卓 里 奇 怎样 解决 上 述 两 方面 问题 , 必 将 得 到 许多 有 益 的 启示 . 高 等 
教育 出 版 社 重 版 卓 里 奇 这 套 分 析 教 程 的 确 是 件 大 好 事 . 

去 年 二 、 三 月 高 等 教育 出 版 社 的 张 小 萍 老师 找到 我 们 , 商量 根据 卓 里 奇 《数学 
分 析 》 原著 第 4 版 修订 中 译本 的 问题 . 当时 , 在 第 1 版 译 者 中 , 莓 鲜 先 生 已 经 项 过 ， 
除 我 之 外 的 其 他 三 位 同志 都 有 不 能 脱身 的 工作 . 张 小 萍 老师 希望 我 们 来 做 这 项 工作 ， 
我 们 也 认为 这 确实 也 是 一 件 有 意义 的 事 , 就 这 样 , 我 硬 着 头皮 接受 了 这 项 任务 . 

卓 里 奇 的 《数学 分 析 》 第 4 版 与 其 第 1 版 比较 , 虽然 内 容 、 结 构 、 思 想 、 风 
格 依 旧 , 但 具体 改动 却 不 少 . 每 卷 末 都 增加 了 口试 试题 和 考试 大 纲 ; 傅 里 叶 级 数 和 健 
里 叶 变 换 这 一 章 全 部 改写 了 ; 对 一 些 关 键 定理 给 出 了 新 证 明 或 改写 了 原来 的 证 明 ; 充 
实 了 与 自然 科学 有 关 的 例子 ; 重新 编排 了 部 分 习题 , 并 增加 了 一 些 新 习题 ; 作 了 更 加 
详细 的 索引 ; 许多 段落 中 都 有 词句 改动 . 

鉴于 这 种 情况 , 加 之 我 们 的 第 1 版 译本 本 身 也 有 一 些 错误 和 译 得 不 好 的 地 方 , 这 
次 修订 采用 了 以 通读 俄 文 原著 第 4 版 为 基础 , 逐 字 逐 句 对 照 , 进行 修改 、 重 译 和 补 
译 的 方法 .原版 中 的 印刷 错误 和 明显 的 笔 误 , 在 译文 中 改正 后 未 作 标 注 . 有 个 别 地 
方 , 修订 者 认为 有 必要 补充 说 明 , 就 瑟 了 了 译 者 注 . 

虽然 我 作 了 不 少 努力 以 减少 错误 , 但 限于 语言 文字 水 平和 上 自然 科学 知识 水 平 , 难 . 
免 还 有 不 少 改 错 译 错 之 处 , 希望 上 有 有 关 专 家 、 老 师 及 所 有 读者 不 音 赐教 , 批评 指正 . 

我 感谢 序 荣 雨 、 王 昆 扬 、 钱 刺 玲 儿 位 同事 的 信任 和 支持 , 感谢 高 等 教育 出 版 社 
的 张 小 萍 老师 在 修订 过 程 中 对 我 的 帮助 以 及 她 为 该 书 顺利 出 版 所 做 的 各 种 努力 . 我 
还 要 对 书 的 作者 B. A. 卓 里 奇 教授 深 深 致谢 , 1989 年 他 为 第 1 版 中 译本 写 了 补 序 . 
为 这 次 修订 , 他 向 我 们 介绍 了 第 4 版 与 第 1 版 比较 所 作 的 主要 改动 . 还 应 感谢 对 译 
稿 加 工 的 徐 伯 勋 、 文 小 西 、 杨 芝 声 和 郭 思 旭 儿 位 先生 , 他 们 认真 细致 的 工作 使 修订 
稿 避 免 了 不 少 错误 . 


周 美 珂 
2006 年 2 月 于 北京 师范 大 学 
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